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1. Determinante de una matriz

1.1. Definicidn de determinante
El determinante de una matriz cuadrada es un niimero. Para la matriz A, su determinante se

denota por det(A) o por |A.

El calculo de un determinante puede hacerse a partir del mas sencillo, el de orden 2; el
determinante de una matriz de orden 3 se hace a partir de la de orden 2; el de una matriz de
orden 4, a partir de la de orden 3; y asi sucesivamente.

a. a
. Parauna matriz de orden 2, A :( 1 12j . se define:

1 8y
a, a
A =" **|=aya,, —a,a,, — Es ladiferencia de los productos cruzados.
81 8p
Ejemplos:
3 4 -5 4
4 [ ]=37-24=21-8-13. b)‘o ‘=—5-1—4-0=—5.

&1 8, Y3
« Paraunamatrizdeorden3, A=|a,; a,, a,3|,Sudeterminante vale:
dz; d3; dg3
Al=lag @y ay| =[ay
831 a3 A
Si se calcula cada determinante de orden 2 y se ordenan los términos por signos, se obtiene:
| A=, (88 — 8y ) — A, (81855 — sy ) + B3 (By8e — 88 )
|Al = 89189833 + 81,8383 + 8138183, — 8138383, — 815851833 — A1387,83;

Resultado que puede recordarse facilmente con la regla de Sarrus (Francia, 1798-1861),
Cuyo esquema es:

22 Ay Ay; Ay Ay; Ay

32 A3z dz; Asz dz; dz

Productos con signo positivo Productos con signo negativo
a 13 83181 }13
3 2 93
a 32 dz1 dzy 8g3
a118‘228‘33 + alZ a23a3l + a138‘216132 - (a11a23a32 + a12a21a33 + a13a22a3l)

Observacion: El determinante de una matriz de orden n puede definirse como la suma de
todos los productos de n factores cada producto, elegidos de filas y columnas diferentes (un
factor de cada fila y uno de cada columna). En total hay n! sumandos/productos. (En el caso
de n =2 hay 2! = 2 sumandos; si n = 3, hay 3! = 6 sumandos). El signo de cada producto
dependera de la paridad de la inversion de cada permutacidn; aqui se dara la regla de signos.

Dicho esto, el determinante de una matriz se define como: |A = 2By, a,;,-a

Njp *
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Ejemplos:
1 2 3
5 6 |4 6 |45
a) |[Al=|4 5 6/=1 -2 +3 =35-48-2(28-54) +3(32 - 45) =
o 8 7 8 71 |19 7 |9 8

=-13-2-(-26) +3 - (-13) =0.
Aplicando la regla de Sarrus, se tendria:
|A|:1-5-7+2-6-9+3-4-8—2-4-7—3-5-9—1-6-8:0.

b) Si la matriz es triangular, su determinante es el producto de los elementos de la diagonal

q<2 -8 4 0 0
A=[0"~5".6|=1(-58=-15;  |A=|-3 -7 0|=4(-7)-(-1)=28.
0 0-. 3 o 1 -

~
~7

1.2. Menor complementario y adjunto de un elemento
El menor complementario, Mij, del elemento ajj de la matriz A= (aij )nxn es el determinante

de la matriz de orden n — 1, que resulta al suprimir la fila i y la columna j de la matriz A.
El adjunto del elemento ajj de la matriz A= (aij )nxn es A; =(-1)"!M;;. Esto es, el adjunto

es + 0 — el menor correspondiente.
A1 A A3

ParalamatrizA=|a,, a,, a,3|,l0smenorescomplementarios de los elementos de la
dg; dzp dg3

Ay Qg dy; Ay

; My, = y Mz =

primera filason: M, = ‘

dz, dz; Az Asz dz; As

Para la misma matriz, los adjuntos de los elementos de la segunda fila son:

dip a3 a1 A3 ap 9
Ay =— ; Agy =+ ; Aoy =—

Az, Asz dz; dzz dz; Az

Observaciones:

1) El adjunto es el menor con signo mas 0 menos. Los signos de los adjuntos se [+

van alternando, como se indica en la tabla adjunta:

2) Los determinantes se pueden desarrollar por la fila o columna que se desee. Su

valor es la suma de los elementos de esa fila 0 columna por sus respectivos

|
+
|
+

adjuntos. Para determinantes de matrices de orden 3 puede hacerse:

A, &, | (Por Fl)_)|A|:a11A11+a12A12+a13A13
A= dy 4y |y (POF F2) - |A| = a21A21 + azzAzz + a23A23

w

8y 8y |8y (PorC3)—>||A|:a13A&3+a23A23+a33A33|
Asi, desarrollado por la tercera columna:
1 2 [3
3 4 0 1 2 1 2
A=|4 0 [=6/£3] -(=6) +(=2) =332+610-2-(-8) =172.
-1 8 -1 8 4 0
-1 8 [=2

www.matematicasimmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales I1. Algebra: Determinantes 27

1.3. Determinantes de orden 4 y superior
Teniendo en cuenta la definicion de menor complementario, y lo hecho para determinantes de
orden 3, el calculo de un determinante de orden 4 se hace como sigue:

Q1| A2
:(a'llAil +ap A, +apAs +a, Ay =My, —a,M, +a My - a14M14):

Ay Ay Ay Ay 9y Ay A, a4y Ay Ay Ay
= Ap Ay Ay Ay A3 Ay |tA5|a; A, dy a; 43 ag
ap, 9, ay a; d5 9y a; a5, 4, Ay Ay 9y

Generalizando, el calculo de un determinante de orden n se hace mediante el calculo de
determinantes de orden n — 1.
Esto es, el determinante de una matriz A de orden n se calcula como sigue:
Por la fila i:
|A=a,A, +a,A, +..+a,A, — A eseladjunto del elemento a; .

Por la columna j:

(A=a A +a, A +..+ay A,
Dado que este proceso puede resultar muy engorroso convendra desarrollar por la fila o
columna que tenga mas ceros.

Ejemplo:
2 -1 3 4 2 3 4 2 -1 4
0 =30
4 5 6 2:4 6 2-(=3)4 5 2 =7-(150)-(-3)-20=1110.
-38 1 ~3 -5 1
-3 -5 8 1

(Los ceros no es preciso escribirlos: el resultado del producto correspondiente sera 0).

2. Algunas propiedades de los determinantes

Las propiedades que siguen se enuncian para facilitar el calculo de determinantes. Las mas
significativas son:

1) El determinante de una matriz es igual al de su traspuesta: |A| = ‘At‘.

Esta propiedad permite aplicar todo lo que se diga para filas a columnas.

Ejemplo:
1 0 2
6 2 |0 6
A=]0 6 2=1 |+2 =6-8+2(+18)=34.
4 1 "|-3 4
-3 4 1
10 -3
t 6 4 _0o 6
Al=lo 6 4]=1 -3 -=6-8-3(-12)=34.
2 1 |2 2
2 2 1
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2) Si se intercambian entre si dos filas (0 dos columnas) de un determinante, su valor es el
mismo cambiado de signo.

Ejemplos:
a b c a b c a b c alb b [a
a)[d e fl=—g h i b)ld e f|= hI=~IhI
g h if |d e f g h i e | f fl e
1 =2 3 5 21
c) =5+6=11; =—6-5=-11; =—6-5=-11.
3 5 1 -2 ‘5 3‘
1 0 2 1 0 2
d) [0 6 2| =34, perosisecambialafila2®porla3®— F3-3 4 1/=-34.
-3 41 F2/0 6 2

3) Un determinante no varia si a una de sus filas se le suma o resta (elemento a elemento) otra
fila cualesquiera; u otra fila multiplicada por un nimero.

La transformacién que se hace es sustituir una fila por ella misma mas, o menos, otra fila
multiplicada por un nimero. (Lo dicho para filas vale para columnas).

Ejemplos:
a b c a b c

a)ld e f|=F2-Fl|{d-a e-b f—-c| — Alasegunda filase le harestado la
g h i| F3+2Fljg+2a h+2b i+2c

primera, y a la tercera fila se le ha sumado el doble de la primera.

a b c| |a+tb+c b ¢

by[d e fj=/d+e+f e f| — Aloselementosde laprimera columna se les han
g h i| |[g+h+i h i

sumado los de las otras dos columnas.

1 3 2 = 1 3 2
c)|-3 6 4| F2+3F1|0 15 10 |=-140 (Compruébese).
2 5 -6 F3-2F1 |0 -1 -10

Observaciones:

1) La fila 2% inicial, F2, se cambia por F2 + 3F1. Un error frecuente consiste en cambiar F1
por 3F1 + F2. Asi se multiplica la primera fila por 3, lo que multiplica por 3 el resultado.

2) Al hacer los cambios anteriores se ha buscado que aparezcan ceros en la primera columna;
esta estrategia facilita mucho los calculos del determinante.

www.matematicasimmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales 1. Algebra: Determinantes 29

4) Si los elementos de una fila (o columna) se multiplican por un nimero, el determinante de
la matriz queda multiplicado por ese mismo namero. Esto es:
det(k-F1,F2,..., Fn)=k-det(F1,F2,.., Fn)

Esta propiedad permite “sacar factor comun” por filas en un determinante.

Ejemplo:
10 20 30 12 3
-7 -14 21=10(-7){1 2 -3 =-70-(-60)=4200 — (10 “sale” de F1; -7, de F2).
5 0 2 5 0 2

5) Si A=(aij)nxn,entonces: KA =k"|A|.

Esto es, al multiplicar una matriz A por k, su determinante queda multiplicado por k", siendo
n el orden de la matriz A.

Ejemplo:
1 -3 5 2 -6 10
SiA={4 -1 0|=2A=|8 -2 0
-2 0 5 -4 0 10
Al calcular [2A], se puede sacar el factor 2 de cada fila:
2 -6 10 |[2h 2(-3) 25 1 -3 5
2A=|8 -2 o|=|24 2(D 2022204 -1 0=2%/A.
-4 0 10 [2{(-2) 20 25 _2 0 5

Esto es: [2A| = 2°|Al. — Es facil ver que |A =45y [2A =360 =845.

Observaciones:
1) Si A= (aij )nxn, kA= (kqj )nxn — al hacer kA se multiplica por k todas las filas, todos los

elementos de la matriz. En consecuencia, de cada fila puede sacarse k como factor coman. Si
hay dos filas, k- =k?; si hubiese n filas, el factor seria k".
2) En cambio, k|A| es el producto de dos niimeros. Eso es, no es lo mismo [kA que k|A.

6) El determinante de un producto de matrices del mismo orden es el producto de sus
determinantes.

Si A'y B son matrices del mismo orden, entonces: |A-B| =|A/{B| .
— En particular: |A?| =|A-A = |A|A = (AY;y |A¥|= (A
Ejemplo:

: [1 2) (—2 oJ (1 2}(—2 oJ (4 4j
Si A= , B= = AB= = .

-3 4 3 2 -3 4\ 3 2 18 8

Los determinantes valen: | =4+6=10; |B|=—4; |AB|=32-72=-40.
Efectivamente, se cumple que |A-B|=|A{B| — 10 - (-4) = —40.
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2.1. Consecuencias de esas propiedades: determinantes que valen 0
Con frecuencia interesa saber si un determinante vale 0. (La importancia de que |A| =0 se

verd mas adelante). Pues bien, a partir de las propiedades anteriores se cumple:

1) Un determinante vale 0 si todos los elementos de una fila o columna son ceros.

Ejemplos:
0 0O -2 0 7
a)|4 6 2=0. by|4 0 2=0.
-3 81 -3 01

— Estos determinantes no se hacen; se igualan directamente a 0, indicando el motivo.
2) Un determinante vale 0 si tiene dos filas (o dos columnas) iguales o proporcionales.

3) Un determinante vale 0 si una fila o columna es combinacion lineal de otras.

Ejemplos:
-1 3 2 10 20 5 3 1 2
a)|0 6 2/=0. b) -4 -8 7]|=0. 0|4 2 2|=0.
-1 3 2 5 10 -3 -3 2 -5

En a) si se intercambian F1 y F3 da igual (s6lo cambiaria el "color" de las filas); pero su valor
seria el mismo con el signo cambiado. Y el Gnico nimero que tiene el mismo valor con signo
+ycon-esel0.

En b) las columnas 12 y 22 son proporcionales: C2=2-C1.

En c) se observa que C1 =C2 + C3.

2.2. Algebra de determinantes (aplicacion de las propiedades)

Para practicar las propiedades anteriores se proponen y resuelven los siguientes ejercicios.
(El lector deberia plantearse el pequefio reto de resolverlos personalmente, y recurrir a estas
soluciones solo si tiene dificultades o para comprobar sus respuestas).

Ejercicio 1
a a+l1l a+?2 a a+l a+2

Calcula el valor de los determinantes: a) [a+3 a+4 a+5/;b)la a+3 a-+4.

a+6 a+7 a+8 a a+5 a+6
Solucion:
a) Restando la fila 12 a las otras dos se tiene:

a a+l a+2 a a+l a+?2
a+3 a+4 a+5=F2-F13 3 3 |=0, pues tiene dos filas proporcionales.

a+6 a+7 a+8 F3-F1i6 6 6

b) Igualmente,
a a+l a+2 a a+l a+2

a a+3 a+4/=F2-F10 2 2 |=0,pues F3=2F2.
a a+5 a+6| F3-F10 4 4
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Ejercicio 2
1 0 -1

Halla los valores de x para los que el determinante de lamatrizA={0 x 3 | valeO.
4 1 —x

Para cada uno de esos valores comprueba que en la matriz A se da algun tipo de combinacion
lineal entre filas y columnas; indicala de manera explicita.

Solucion:
1 0 -1
A=l0 x 3|=-x*+4x-3=0=x=1o0x=3.
4 1 -x
1 0 -1
Para x=1, A={0 1 3 | — Puede verse que F3=4F1+F2; tambiénC3=3C2-Cl.
4 1 —1}
1 0 -1
Para x=3, A=|0 3 3} — En este caso: F3=4F1+£F2; 0 C3=C2-C1.
4 1 -3 3
Ejercicio 3
a b c
Enelsupuestoque [d e f|=5, hallael valor de los siguientes determinantes:
g h i
3a 3b 3c g 2h i -a -b —cC
a)| d e f b) d 2e f c)|-d -e -—f
d+g e+h f+i a 2b c -g —-h i
Solucién:

a) Se aplican las propiedades: el determinante no varia si a una fila se le resta otra; puede
sacarse factor comun de los elementos de una fila. Luego:

3a 3b 3c 3a 3b 3c a b c
d e f |= d e f|=3d e f|=35=15.
d+g e+h f+i F3-F2/g h i g h i

b) Se aplican las propiedades: si se intercambian entre si dos filas, el valor del determinante es
el mismo cambiado de signo; puede sacarse factor de una columna. Luego:

g 2h i a 2b c a b c
d 2 fjl=-|d 2 f|=-2{d e f|=-25=-10.
a 2b c g 2h i g h i

¢) Sacando factor comdn —1 de cada una de las filas:

-a -b -c a b c
-d -e -—f|= (—1)3-d e f|=-5.
-g -h -i g h i
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3. Calculo practico de determinantes

La aplicacion de las propiedades anteriores facilita el calculo del determinante de una matriz.
Como se habré observado en los ejemplos vistos, una buena estrategia es aplicar las
transformaciones de Gauss para conseguir en alguna fila o columna el mayor nimero de ceros
(Método de Chio). Para ello es conveniente "pivotar" sobre algin elemento facil de
multiplicar (1 0 —1 son comodos).

Ejemplos:
2 -1 = 2 -1 30
3 7 33 ng 2F4l3 17 igg 2 13
a) |Al= i 1= |A=@] 3 17 -19
4 5 6 -2F3+2F4-2 -5 22:0 : ‘
********************* ‘ -2 -5 22
-3 -5 8 (O -3 -5 8. @
— Se ha desarrollado por la 42 columna. Si se reitera el método, se tiene:
2 &b 3| = |2 <b3 37 32
A=|3 17 -19F2+17F137 0 32/=—(=D) 19 7‘:37-7+32-12:643.

-2 -5 22|F3-5F1}-12 0 7

b) Si al aplicar esas transformaciones se observa alguna combinacién lineal entre filas y
columnas, el determinante valdra 0.

1 2 3 4 1 0 0 0
5 6 7 8 C2-2C15 -4 -8 -12
9 10 11 12 C3-3C19 -8 -16 -24
3 14 15 16 C4-4C113 -12 -24 —-36

observarse, C3=2C2 y C4=3C2.

=0, pues como facilmente puede

c¢) Aplicando transformaciones de Gauss calcula el siguiente determinante.
Hay varias estrategias. Una de ellas puede ser restar la fila 12 a las demas:

a+l a a a a+l a a a
a a+l a a F2-F1 -1 1 0 O

|A| = = — desarrollando por la cuarta
a a a+l a F3-F1-1 0 1 O

a a a a+ F4-F1 -1 0 O
-1 1 0 [|a+1 a a
columna: |Al=-a{-1 0 1j+1{-1 1 0 = -a(-D+(a+l)+a+a=4a+l.
-1 0 0 -1 0 1

|

— Un procedimiento mas elegante, aunque inicialmente nada sencillo, consiste en:
1) sumar a la primera columna las otras tres; 2) restar la primera fila obtenida a todas las
demas; 3) hallar el determinante resultante (que es diagonal):

atl a a al| [da+l a a al| 4a+1a a a
a a+l a a 4a+1 a+l a a 0 100
|A| = = = . | =4a+1.
a a a+l a 4a+1 a a+l a 0 0 1.0
a a a a+l [4a+1 a a a+ 0 0 0 1
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4. Ampliacion de la definicion de rango de una matriz

Hay tres definiciones (equivalentes) de rango de una matriz:

1) Es el niamero de vectores fila linealmente independientes de esa matriz. (El rango de una
matriz es el numero de filas no nulas que tiene dicha matriz.)

2) Es el numero de vectores columna linealmente independientes de esa matriz.

3) Es el orden del mayor menor no nulo de esa matriz.

« Un menor es el determinante de cualquier submatriz cuadrada de una matriz dada.

Los elementos de la matriz son menores de orden 1.

Las susbmatrices 2 x 2 son menores de orden 2...

En cada caso, los elementos de las filas o columnas de un menor deben proceder de la misma
filay de la misma columna de la matriz original.

Ejemplos:

. 3 0)..
a) Lamatriz A= 0 0 tiene cuatro menores de orden 1: cada uno de sus elementos. Como

tiene uno distinto de O: |a11| =3, su rango es mayor o igual que 1. La matriz A puede
considerarse en su totalidad un menor de orden 2. Como |A| =0, el rango no puede ser 2. Por

tanto, r(A) = 1.

i 3 1) . .
b) La matriz A= (O ] tiene seis menores de orden 1: cada uno de sus elementos.

Como tiene uno (varios) distinto de 0, su rango es mayor o igual que 1.
La matriz A tiene tres menores de orden 2, que se obtienen suprimiendo cada una de las

0 1
=0.
o

3
columnas. Son: Mlz‘o =0, M, =

0 3 1o
0 O_—Y3—

Como M, =0, el rango de la matriz es 2.

1
c) Lamatriz A=|0
1
el correspondiente al elemento az1.

1
Tiene bastantes (exactamente 18) menores de orden 2. Por ejemplo N

3
ambos son no nulos: el primero vale 3; el segundo, 6. Esto asegura que el rango de la matriz
es mayor o igual a 2: rango (A) > 2.
La misma matriz tiene 4 menores de orden 3, que se obtienen al suprimir cada vez una de las
1 -3 3] 1 -3 -221 3 -2 }-3 3 -2
4columnas: 0 3 -3;0 3 3;0 -3 3|;|3 -3 3].
1 3 -3 1 3 4,1 -3 4|13 -3 4

Todos estos menores son nulos (su valor es 0; compruébalo).
En consecuencia, el rango de A es 2.
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« Calculo préctico del rango

El rango puede calcularse empleando cualquiera de las definiciones anteriores, pero, para
mayor facilidad, conviene mezclarlas y seguir un proceso similar al que se indica a
continuacion:

1) Eliminar filas o columnas proporcionales o que dependan linealmente de otras, si es que se
detectan.

2) Hacer el méximo namero de ceros en alguna fila o columna. Asi se descubren méas
facilmente las posibles dependencias lineales entre filas 0 columnas.

3) Buscar un menor distinto de cero y del mayor orden posible.

Ejemplos:
1 -3 3 -2

a) En la matriz del ejemplo anterior, A=|{0 3 -3 3 |, puede observarse que
1 3 -3 4

C3=-C2;y, aunque resulta mas dificil, que C4=C1+C2. Por tanto, las columnas 3%y 42
podrian eliminarse. La matriz inicial quedaria con dos columnas: su rango es 2.

— Si no se ha observado nada de lo anterior (estamos algo despistados), se pasa al punto 2):
hacer ceros; por ejemplo, por filas:

1 -3 3 -2 1 -3 3 -2
A=|0 3 -3 3 |-—> 0 3 -3 3 | —> Habriaque"ver" que F3 =2F2.
1 3 -3 4 F3-F10-6~6-6

-3 3 2

1
Se suprime F3 y queda la matriz
P ya [0 3 -3 3

j, Ccuyo rango es 2, pues tiene un menor de

orden 2 distinto de 0.
— Basta con que uno de esos menores sea distinto de 0, aunque puede haber otros que valgan

1 - -3 3
0. Como, por ejemplo, 0 3 ‘= 3#0 = rango(A) = 2; aunque 3= 0.
1 0 3 -1
2 -1 -6 2
b) También el rango de la matriz A= es 2.
0 1 12 -4
3 -1 -3 1

(Antes de seguir, el lector puede intentar ver combinaciones lineales entre sus filas y
columnas: "cada caminante, siga su camino"™).

Para eliminar las filas o/y columnas sobrantes se hacen ceros en la primera columna (se elige
esa columna porque a,, =1; también podria elegirse cualquier otro 1 o0 —1 de ella):

1 0 3 -1 1 0 3 -1
2 -1 -6 2 F2-2F10 -1 -12 4 1 0 3 -1
0 1 12 -4 0112 =4 0 -1 -12 4
3 -1 -3 1 F4—3F10=1-=12-4-

Como

0
]1 =-1+#0 = rango (A) =2 — Hay 2 filas lincalmente independientes.
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5. Céalculo de la inversa de una matriz usando determinantes

Una matriz A* es inversa de otra matriz cuadrada A si A*-A=AA™ =1, siendo | la matriz
identidad del mismo orden.

. La matriz inversa de la matriz A se calcula aplicando la siguiente formula: A™ = |A| (A,])

siendo (Aij) la matriz de los adjuntos de A= (aij ) Los elementos de la matriz adjunta son
A =(- ~)HiMm, ij» donde Mi; es el menor complementario del elemento aj;.

. Una matriz cuadrada A es inversible si, y sélo si, su determinante es distinto de 0: |A| #0.
« Cuando una matriz cuadrada A no tiene inversa se dice que es singular < |A4 =0.

« Cuando la matriz A tiene inversa se dice que es no singular o regular < |A4 #0.

Ejemplos:
0 2 4

a) Paralamatriz A=|3 1 4| setiene que |A|:—16;en consecuencia, existe A,
5 -3 0

Los adjuntos son:

1 4 3 4 3 1
Aﬂ:+_3 0‘:12; AlZ:—‘S o‘zzo, A13:+5 _3‘:-14;
A21_—2 4‘:-12, A22_+0 4‘:-20, A23_—O 2‘:10;

-3 0 50 5 -3

2 4 O 4 0 2
Par =4 4‘:4’ :_ B =M 7

Ay Alz -14
La matriz adjunta es: (AJ—) A, A, ( -20 10 |.
Asl Asz 12
-2
Luego: A IAI(A,J)_T6 20 -20 12] Z[-10 10 -6].
-14 -5 3

— Puede comprobarse que A*A=1:
-6 6 -2Y0 2 4
1 -10 10 -6|3 1 4|=
8 7 -5 3 )5 -3 0
2 -3 . .
. j , Cuyo determinante vale |B| =—2; y sus adjuntos son:

b) Para la matriz B :(

5 4
B,=5, B,=-(-4)=4, B,,=—(-3)=3 y B,, =2 — matriz adjunta: (Bij):(3 2).
5 3) (-5/2 -3/2
Suinversaes B™ =i(Bij)l _ ! = :
B 24 2 -2 -1
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1 -1 -5
c)ParalamatrizC=|0 1 3 |, secumple:
2 2 1
-5 6 -2 5 9 =2
)[c=-1; 2(c,)=|-9 11 -4 :clzﬁ(cij —|-6 -11 3
2 -3 1 2 4 -1
— Compruébese como ejercicio que CC™* =1 .
3y+5 7 12
d) Lamatriz D(y)=|2y+3 3 6 | notiene inversa para ningun valor real de y, como se
3y+4 2 6

comprobara a continuacion.
— Una matriz no tiene inversa cuando su determinante vale 0. Por tanto, habré que ver que

ID(y)|=0.
En efecto, aplicando las propiedades de los determinantes:

3y+5 7 120 F1-2F3|-3y-3 3 0 -y-11 0
ID(y)|=|2y+3 3 6|/= F2-F3|-y-1 1 0 =3}-y-1 1 0] =0, pues tiene
3y+4 2 6 3y+4 2 6 [3y+4 2 6

dos filas iguales.

6. Algebra de matrices (111)
El uso de determinantes y la matriz inversa permite resolver algunos problemas de algebra de
matrices que en el tema anterior resultaban mas complejos. Vemos algunos ejercicios.

Ejercicio 1
i 1 2 2 1 -11 L .
Dadas las matrices A= , B= yC= , estudia si existe una matriz X tal
3 4 3 2 0 1
que A-X-B=C, Yy en caso afirmativo calculala.
Solucion:

La matriz X se obtiene despejando en A-X-B =C . Se despeja multiplicando por A™, por la
izquierda, y por B por la derecha. Para que esta operacion sea posible es necesario que
ambas matrices sean inversibles. Asi es, pues | =-2 y |B|=1.

Portanto: AX-B=C = A*(AX-B)B*=A*CB* = (A*A}X(B-B*)=A*'CB* =
= X=A'CB™.

Calculos:

_ 4 -3y . —1f4 -2y (-2 1
Inversa de A: IN?Z?adJ“”ta(A"):(—z 1J:A1:7(—3 1}(3/2 —1/2)

. 2 -3 L(2 -1
Inversa de B: |B|=1; adjunta (Bij)z = B'= .
Por tanto:

-1 2 -3 2

-2 1 -1 1\ 2 - 2 1\/(2 -1 1 0
X: | R jx: E :>X= .
(3/2 —1/2}(0 1)[—3 2] (—3/2 1}(—3 2} [—6 7/2}
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Ejercicio 2
1 3
Calcula una matriz X de tal forma que A-X = B', siendo Az( 21 ﬂ yB=|0 4.
-2 0
Solucion:

En el supuesto de que la matriz A sea invertible,
AX=B"'= ATAX =A'B'= X =A"B!
También hay que observar que las matrices A~y B' son multiplicables.

. 2
La matriz A= [

1 2
J tiene inversa, pues |A|=‘ ) j=2+1=3.

Célculo de la inversa de A.

71_(Ai)t _ 11 t 1 - a1 1 -1 3 1/3 -1/3
’ _W_)(Aj)_(—l 2 :(A“)_(l ZJDA _5(1 2){1/3 2/3}'

Por tanto:

“« 1/3 -1/3\(1 0 -2\ (-2/3 4/3 -2I3
l1/3 2/3)\3 -4 o) \\7/3 -8/3 -2/3)

Ejercicio 3
0 01

a) ¢Para qué valores del parametro k no existe la matriz inversa de lamatriz A=|2 1 2|?
1 k 1

b) Parak = 0, resuelve la ecuacion matricial (X +1)}A= A",

Solucion:

a) La matriz A no tiene inversa si su determinante vale cero: |A/=0.

0 01

2 1 2/=1(2k-1)=0 = k=1/2 = Lamatriz A no tiene inversa si k = 1/2.
1 k 1
b) Para k = 0 la matriz A tiene inversa, luego:
(X+1)A=A'"o (X+1)AAT=A"AT & (X +1)=A"AT = X =A"AT" |

Célculode A™ = ﬁ(adjunta de A):
1 0 -1 -1 0 1
A=-1; (adjA)=| 0 -1 2 |=A'=|0 1 -2|
-1 0 O 1 0 O
Con esto:
0 2 1)(-1 0 1 1 00 0 2 -4
X=A"A"-1=]|0 1 0} 1 -2|-|0 1 0f=(0 0 -2|.
1 2 1){1 0 O 0 01 0 2 -4
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Ejercicio 4
-2 0 1
Halla la matriz X solucion de la ecuacion matricial AX +21 =A,siendo A=| 2 -1 0
1 1 -1
e | la matriz identidad de orden 3.
Solucion:
-2 0 1
La matriz A es invertible, pues |A|=[2 -1 0|=-2+3=1.
1 1 -
Por tanto: AX+2l=A= AX=A-2I=X :A‘l(A—ZI).
Calculo de la inversa:
t 12 3 1 11
A‘l=%—>(Aﬁ): 11 2=>A'=212
12 2 3 2 2
Con esto:
1 1 1)(-2 0 1 2 00 11 14 0 1
X=A‘1(A—2I)=212 2 -1 0|-/0 2 0||=|2 1 2{2 -3 O
3 2 2))l1 1 -1) (0 0 2 3 2 2){1 1 -3
-1 -2 -2
= X=-4 -1 -4
-6 -4 -3
Ejercicio 5
2 0 1 3
Dadas las matrices A=|-1 0 |y B=|0 2 ,halla(AtB)_l.
0 -2 -1 0
Solucion:

Se halla el producto A'-B y se comprueba que su determinante no es nulo.

1 3
t 2 -1 0 2 4 t
ALB = 10 - :\A-B\:—s.
00 -2 2 0

2
-1 0
Su inversa es: (AtB)_lzﬁ(Adj(AtB))t, siendo Adj(AtB)=(_04 _ZZJ

Por tanto:
-1 0O -4 0 2/4
(AB)" = 1 _ |
g\-2 2 1/4 -1/4

— Puede comprobarse (y conviene hacerlo) que el resultado es correcto; esto es, que

(o) =t (o2 {5 ofry Zaflo 1)
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Problemas propuestos

Calculo de determinantes

1. Halla el valor de los siguientes determinantes:

1 0 3 -3 -2 3 2 2 2
a) |Al=|0 4 5 b)[B[=|5 0 1 c)[C|]=[3 -1 3
-2 3 - -2 3 0 2 -7 2

2. Halla el valor del pardmetro para que cada determinante tome el valor que se indica:

1 0 3 0 a1l 4 2 2
a)[A=0 4 m=7 b)[B=|2 0 1=0 c¢)c/]=0 k 3l=1
0 3 1 -2 3 0 0 0 k
2 -1 1 -1
3. Sean Az(o 6 y B= P . Calcula A-B, |A], |B|, |Al{B| y |AB].
2 -1 1 -1
4.Sean A= y B= .
(0 6 —2 3

a) Calcula A-B, B-A, A'-B', B"-A".
b) Comprueba que | A =|A'|, |AB| =|A{B|. ¢Se cumple también que |A"B'|=|A'|{B'|?

5. Halla el valor de los siguientes determinantes (preguntate si es necesario desarrollarlos):

10 3 300 _‘21 2 8 g

a)|A=0 4 5 b)B]=[0 0 1 c)|C|=_2 01 o
00 -3 0 30

3 -5 1 -2

6. Halla, desarrollandolo por la fila 22 y por la columna 42, el valor del determinante de la

3 =210
. -2 0 1 :
matriz A= 31 6 . Comprueba que el resultado es el mismo.
3 4 10

Uso de las propiedades de los determinantes

X x+1 Xx+2
7. Utilizando las propiedades de los determinantes, calcula (x Xx+3  X+4].
X 2X+5 2X+6
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8. Utilizando trasformaciones de Gauss, halla el valor del determinante de la matriz
1 -2 1 -1

-2 2 =1 2
A:
2 -3 1 =2
3 -2 1 =2
1 1 1
1+a 1
9. Calcula el valor |A| =
1-b 1
1 1 1+a

10. Demuestra, sin desarrollarlos, pero haciendo las transformaciones de Gauss necesarias,
que el valor de cada uno de los siguientes determinantes es cero.

1 4 7 2 a b+c 1 1 a+b
a2 5 8 b2 b a+c c)| b 1 a
36 9 2 ¢ a+b a-b a-b a’-b?

11. Sean A'y B matrices cuadradas de orden 3 tales que |A =4 y |B|=—1. Halla cuando sea
posible el valor de los siguientes determinantes:
ABL. A, [a%. A%, B -5l |58l  [A+[8. |A+8]

12. Sabiendo que el determinante de una matriz cuadrada A vale 3 y que el determinante de la
matriz 2 - A vale 48. ;Cudl es el orden de la matriz A?

13. Si A es una matriz de orden 2 tal que su determinante vale 5: |A| =5, cuanto vale:

a) |A™ b) [3-A) c) 3|A
a b c
14. Supuestoque |5 -5 10|= % , calcula el valor de los siguientes determinantes:
1 1 1
2a —2b 2c 7 14 7
a) |1 1 2 b) [-10 20 20
5 -5 5 3b 6a 3c

Rango de una matriz

15. Determina, por menores, el rango de las siguientes matrices:

1 -2 3 10 2 1 -3 -1 -1
a)A=|-2 0 1| b)B=|2 0 4 C=l2 0 -2 0
5 -2 1 120 -1 3 1 0
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16. Determina el rango de las siguientes matrices en funcion del parametro.
1 3 a 1 0 -1 a 1
a) A= b) B = c)C= d) D=
2 a a+l 2 2 a 4 a

17. Determina el rango de las siguientes matrices en funcion del pardmetro.

k 30 k 1-k 2-k k 1 11
a) A=13 2 k by A=|1 1 1 c)A=|1 k 11
3 k0 k 1 k 1101

1 2 3 4

: 6 7 8

18. Calcula el rango de la matriz A= .
9 10 11 12
13 14 15 16

Matriz inversa

: . 4 1 . o : .
19. Aplicando la formula A™ = —(A,-J- )t calcula la inversa de las siguientes matrices, si

|

existe.
a)A:(l 3j b)B:(s 1j C)C:[l 3}
2 5 -2 2 2 6
1

A

20. Aplicando la formula A™ = (Aij )t calcula la inversa de las siguientes matrices, si

existe.
111 11 1 1 -1
a) A=|0 1 1 byB=|1 2 -1 cgC=-1 2 1
112 2 1 0 1
1 0 -1
21. Dadalamatriz A={0 a 3 |, halla:
4 1 -a

a) Los valores de a para los que la matriz A posea inversa.
b) La inversa de A paraa = 2.

22. a) Despeja la matriz X en funcion de A e I en la ecuacién (X + A)2 =X*+ X-A+1
siendo X, A e | matrices cuadradas del mismo orden dos, e | la matriz identidad.

11
b) Resuelve la ecuacion AX + A’ =1, si A:(1 Oj; X e | de orden 2.
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k 0 1
23. Dadalamatriz A=|1 0 k|.
0 -1 0

a) Halla los valores del parametro k para los que A tiene inversa.
b) Parak = 0, calcula la matriz X que verifica X-A=(0 -1 -1).

. 4 -6 4
24. Dadas las matrices A= [3 ] y B= (6

. SJ’ encuentra una matriz simétrica P no

singular tal que B=P-AP.

1 0 x
25. Dada lamatriz A=|x 0 -11:
2 -1 1

a) ¢Existe algin valor de x € R para el que A no tenga inversa?
b) Calcula, en caso de que sea posible, la matriz inversa de A2 para x = 0.

Otros problemas

1 2 1
26.Sealamatriz | 0 t t
-1t -1

a) Halla su rango en funcidn del valor de t.
b) Calcula su inversa para el valor o valores de t para los que el determinante de esa matiz
vale 1.

1
27. Se consideran las matrices A :( 5 J y B= A—Kkl, donde k es una constante e | es

la matriz identidad de orden 2.
a) Determina los valores de k para los que B no tiene inversa.
b) Calcula B! para k = —1.

1 3
1 2 2
28. Se consideran las matrices A= (1 1 J y B=| 4 0|, donde A es un niimero real.
T 0 2

Encuentra los valores de A para los que la matriz AB tiene inversa.

29. Una matriz A es ortogonal cuando A - At = I. Demuestra que el determinante de una matriz
ortogonal vale 1 6 —1.

-2 3
30. a) ¢Para qué valores de x tiene inversa de la matriz A= { J ?
X

b) Para x = -1, calcula la matriz X que cumple la ecuacion matricial A X —2:1 =0, donde | es
la matriz unidad y O la matriz nula de orden 2.
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1 3 3 1
31. Determinaelrangode A=| k k 3 —1| dependiendo de los valores del parametro k.
-1 33 0

32. a) Demuestra que si A es una matriz cuadrada tal que A* =2A—1, entonces A es
invertible. ¢Cual es la expresion de A™?

5 -4 2
b) Demuestra que lamatriz A=| 2 -1 1 | verificalarelacion A =2A—1 . Utilizando
-4 4 -1

el resultado anterior halla su inversa A™.

33. Sea A una matriz cuadrada que verifica que A*+2A=1 e | la matriz identidad
correspondiente. Demuestra que existe A" y determinala en funcion de Ay de .

34. Se dice que dos matrices cuadradas, Ay B, de orden n, son semejantes si existe una matriz
invertible, P, tal que B = P"1AP, donde P! denota la matriz inversa de P. Determina si son

. . 1 2 1 0
semejantes las matrices A = y B= :
01 0 -1

Soluciones
1.a) 5. b) 58. ¢) 0.

2 a)m=-1.b)a=3.0c) k:i%.

4 -5
~12 18

4 -5 2 -7\ ., (2 -4 . (4 -12
4.a) AB= ; B-A= ; ANB' = ; BHA = .
-12 18 -4 20 -7 20 -5 18

5.a) [A=-12.b) |[B[=9.c) |C|=16.
6. |A =180. 7.0. 8. 1. 9.a%b.

3. A-Bz( j; |A=12; |B|=1; |Al{B| = 12. |AB|=12.

11. |AB|=—4; [2A/ =32; || =16; |A7| =%; B*|=—1; —5B|=5; |-5B| =125;

|Al+|B|=3. |A+ B| no puede saberse.

12. 4.

13.a) 1/5. b) 45. ¢) 15.

14. a) -3/2. b) 63.

15.a) 2.b) 2.¢) 3.
16.a)1sia=6;2sia#6.b)1sia=1;2sia#1l.c)Siemprees2.d)1sia==2;2sia+#+2.
17.a) k#0,-3y 3,rango 3. Si k=0, -3 0 3, rango 2. b) k # 1, rango 3; Si k =1, rango 2.

c) k=1, rango(A) = 3; k =1, rango(A) = 2.

18. 2.

-5 3 1/4 -1/8
19.a) A™ = .b) B = . ¢) No es invertible.
2 -1 1/4 3/8
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1 -1 0 -1/4 -1/4 3/4
20.a) A'=| 1 1 -1|.b)B*=|1/2 1/2 -1/2].c) Notiene inversa.
-1 0 1 3/4 -1/4 -1/4
-7 -1 2
2l.a)a#lya#3.b) A*=[12 2 -3
-8 -1 2

0 —
23.a)k#+1.b) X =(-1 0 1)

2a 0
24. Pz( ],a;éo.
0 a

22.3) X =A'—A.b) X {_1 Oj.

1 0 O 1 00
25.9)No.b) A*=|2 -1 -1|;(A*)=[0 2 1.
0 -1 0 2 11
26.a)Sit=0yt=#-2,rango=3.Sit=00 t=-2, el rango es 2.
0 1 -1
byt=—1. A*=| 1 0 1
-1 -1 -1

1/2
27.a) k=—-2+~/3 0 k=-2-+/3.h) B‘lz((l) /1 j

28. L £ -2y L #£1/2.
2 -6
30.a)x¢—g.b)X= :
3 2 4
31. Siempre es 3.

3 4 -2
32.8) AT=21-A.b) Al=|-—2 3 -1
4 -4 3

33. At=A+2l.
34. No son semejantes.

Nota: Las operaciones con matrices y determinantes pueden realizarse con ayuda de
programas informaticos. (Ver p. 5 del apéndice Recursos informaticos). Aqui solo debes
utilizarlos para comprobar resultados.
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