GEOMETRIA (EVAU, EBAU, PEBAU... 2023) 1

ALGUNOS PROBLEMAS DE GEOMETRIA PROPUESTOS EN LAS PRUEBAS DE
ACCESO A LA UNIVERSIDAD. ESPANA 2023

En este bloque de GEOMETRIA se resuelven 20 ejercicios. He buscado la mayor diversidad
entre todos los propuestos en la Pruebas de Acceso a la Universidad de las 17 Comunidades
espafolas. Me he limitado a la convocatoria ordinaria de junio.

El lector atento (profesor/a o estudiante) descubrird que hay algo de casi todo: que la mayoria
de los conceptos presentes en el curriculo del Geometria aparecen en esta seleccion. No
obstante, hay algunos problemas que se presentan con mayor frecuencia; entre ellos:

1) Determinacion de la ecuacion de una recta o de un plano en sus diferentes formas.

2) Paso de unas formas de ecuacion otras: de paramétricas a continua; o al revés.

3) Calculo del punto simétrico respecto de un plano o respecto de una recta.

4) Aplicaciones del producto escalar, vectorial y mixto: distancias; angulos entre rectas y
planos; perpendicularidad; areas y volimenes.

5) Problemas de dependencia lineal y posiciones relativas de rectas y planos.
Perpendicularidad recta/plano.

1. Andalucia, ordinaria 2023
EJERCICIO 7. (2,5 puntos)

El plano perpendicular al segmento de extremos (0, 3, 8) y ({2, 1,6) gue pasa por su punto medio corta a los
ejes coordenados en los puntes A, By . Halla gl area del tridngulo cuyoes vértices son los puntos 4, By C.

Solucioén:

El punto medio de P(0, 3,8) y Q(2,1,6) es M (0+2 3+1 8+6

= j=(1,2,7).

El vector caracteristico del plano buscado es:
V. =PQ=(216)-(0,38)=(2-2-2)=(L-1-1).
Por tanto, la ecuacién del plano pedido sera:
n:(x-1)—(y-2)—(z—-7)=0=n:x-y-z+8=0.
Los puntos de corte con los ejes de coordenadas son:
A(-8, 0, 0); B(0, 8, 0); C(0, 0, 8).

1— —
El &rea del triangulo de vértices A, B y C viene dada por S = E‘ABX AC|.

En este caso:
AB = (0,8,0)-(-8,0,0)=(8,8,0); AC = (0,0,8) -(-8,0,0)=(8,08).
Como:

'jl UZ U3
ABxAC=(8 8 0|=(64, 64, 64) = [ABx AC|=647+64? +647 =6413.
8 0 8

64/3

Luego, la superficie del triangulo es: S = — =32/3.
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2. Aragon, ordinaria 2023

9) Silos vectores {#.V.1} son linealmente independientes,

a) (1 punto) Comprueba si los vectores {7.5.7r} son linealmente dependientes o independientes,
siendo

F=i+w,  S=u+v-w, [==3u—-v+w.
b) (1 punto) Si ademas, los vectores {u.v.w} son ortogonales y unitarios, calcula razonadamente
-F+Vv-5+w-t, donde - representa el producto escalar de dos vectores.
Solucion:
a) Si los vectores {U,V,W} son linealmente independientes, entonces la igualdad
at +bv +cw =0 solo si cumplesia=b=c=0.
Veamos qué sucede con la igualdad df +es+ ft =0, con
Fr=20+W, S=U+V-Wyt=-30-V+W

Si dr +es+ft =0 = d(20+W)+e(U+V )+f( 30 -V+W)=0 =

(2d +e—3f)l+(e—f)V+(d—e—f)Ww=0 — como {U,V,W} son linealmente
independientes, entonces:
2d +e-3f =0 2d +e-3f =0 2d —2e=0 d=e
e—f=0 = resolviendo: e=f = e=f =<:e=1f , quesolose
d-e-f=0 d-e-f=0 d-2e=0 d=2e

cumple cuando e = 0; vy, por tanto, d = e = f = 0. Lo que significa que los vectores {F, §,f}
también son linealmente independientes.

b) Si los vectores { } on ortogonales, entonces se cumple:
uv=0; tw=0; vw=0; uu =1 vv=1 ww=1.
Con esto:

3. Asturias, ordinaria 2023
Problema 6. Dados los puntos A= (1,0,0) y B = (-1, 4, —4),

{a) (1.5 puntos) Calcula el plano = que hace que Ay B sean simétricos
{b) (0.5 puntos) Calcula la distanciade Aa «

{c) (0.5 puntos) Calcula una ecuacion continua de la recta que pasapor Ay B
Solucion:
1-1 0+4 0-4
2 2 2

(@) El plano pedido pasa por el punto medio de AB, M ( ): (O, 2,—2) y su

vector caracteristico viene dado por el vector
V. =AB= (-14,-4)—-(10,0)=(-2,4,-4)=(-1,2,-2).
Su ecuacion sera:
n:-1x+2(y—-2)-2(z+2)=0=mn:x-2y+2z+8=0.
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(b) La distancia de A a « viene dada por:
1-20+20+8 | 9

d(A(,0,0),m:x-2y+2z+8=0) \/12+(_2)2+(2)2‘ 3 3.
(c) ELVector de direccion de la recta que pasa por Ay B es V_ }" 2
V,=AB=(-12-2). /1} Ve
Su ecuacion sera: s LM /
Xx=1-t
ria y=2t 4
z=-2t

4. Baleares, ordinaria 2023
P3. — Considerael plaw:2z +3y+2—-6=0.

(a) [3 punts] Determina els vértexs del triangle que ve determinat per la interseccid del pla amb els eixos de
coordenades.

(b) [3 punts] Calcula I'area del triangle anterior.

(c) [4 punts] Sigui A el vértex del triangle sobre 'eix d’abscisses (eix OX). Calcula la recta perpendicular
al pla que passa per 4.

Solucién:
(@) Los puntos de corte del plano r:2x+3y+2z—-6=0 con los ejes de coordenadas son:

A(3, 0, 0); B(0, 2, 0); C(0, 0, 6).

1 — —
(b) El area del triangulo de vértices A, B 'y C viene dada por S = E‘AB x AC

En este caso:
AB =(0,2,0)—(3,0,0)=(-3,2,0); AC =(0,0,6)—(3,0,0)=(-3,0,6).
Como:

ABxAC=|-3 2 0|=(12, 18, 6) = [ABxAC|=112"+18"+6° =+/504 = 6,/14
6

-3 0

<
=

<
N
w

Luego, la superficie del triangulo es: S = @ =314 vz

(b) El vector de direccion de la recta es el caracteristico del plano, V. =v_ :(2,3,1).
X=3+2t

Por tanto, la recta pedidaes: r:< y=3t
z=t
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5. Canarias, ordinaria 2023
3A. En el espacio tridimensional consideramos el plano vy las rectas siguientes:

. B (x+y—z=0 _ _x-1_y-2 _z3
mxd3y-—z=4 “tx+5y+z=or ST T
a) Calcular el punto simétrico de P(—2,1,2) respecto de m. 1.25 ptos

b) Calcular el angulo que formanry s. 1.25 pros

Solucién:

a) Sea P"(Xo, Yo, Zo) el simétrico de P(-2, 1, 2) respecto de =. Ese punto esté en la recta
perpendicular a  que pasa por Py, ademas, el punto de corte entre esa recta y el plano =, M,
debe ser el punto medio entre Py P”.

X=-2+2t
La recta perpendicular aw por Pes: p:¢ y=1+3t ,siendo V, =V_= (2, 3, —1) el vector
z=2-t

caracteristico del plano.
Por tanto, el punto M, que se obtiene sustituyendo las ecuaciones de p en x,

2(—2+2t)+3(1+3t)—(2—t):4:14t—3:4:t:% =

_ r
Y P
M = —2+2-1,1+§,2—1 = L§ § k
2 2 2 2'2 .
Como el punto medio entre P"(xo, Yo, Zo) Y P(-2, 1, 2) es /S om
M —2+x0’ 1+y0’ 2+1, N P
2 2 2
_1:—2+x0 X, =0: S l+yO 3)’0:4;§=2+Z° 2 -1,
2 2 2

Por tanto, P" = (0, 4, 1).

b) El &ngulo que forman r y s es el que forman sus vectores de direccion, v, y V., siendo
V, V,

cos (r, s) =cos(v,, V)= V1] :

Para obtener V, hay que expresar r en parametricas:

0 X=-2A

X+y—z= X—2Z=— X7 =_

r: y =r: Y =r: y:>r: y=A =
2X+5y+z2=0 2X+27=-5y E2+E1l| 3x=-6y Y

v, =(-2,1,-1).
Por otra parte, Vi, =(1,0,1).
Luego, si los vectores de direccion de las rectas r y s son V, y V., respectivamente, entonces

el coseno del angulo (r, s) es:
(-2.1,-1)-(1,0,1)| | ‘

Ja+1+1 \/lT ‘

cos(r,s)= = = angulo (r, s) = 30°.
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6. Cantabria, ordinaria 2023
Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]

Considere los planos

m:2r—3y+ 52 =a

ma b+ 3y —52=4
en funcidén de los parametros a, b £ . Determine si es posible asignar algtn valor a los parametros a v b para
que los planos m v ma ¢
1) [0.5 PUNTOS] Sean comncidentes. En caso afirmatrvo de un valor para a y b.

2) [1 PUNTO] Sean paralelos. En caso afirmativo de un valor para a v b.

3) [1 PUNTO] Se corten en una recta. En caso afirmativo de un valor para a v b.

Solucién:
1) Los planos seran coincidentes cuando sus coeficientes y terminos independientes sean
proporcionales. Esto implica que:

2-t

(2.-35,a)=A(h,3,-5,4) = ‘3:3X—>K=—13{b=—2_
5= 5\ I
a=4\

2) Los planos seran paralelos cuando sus coeficientes sean proporcionales (tienen el mismo
vector normal), pero no lo sea el término independiente. Esto implica que:

2=DbA

(2-35)=1(b,3,5) = ‘323’“%:‘1:{“‘2.
5=-5\ az—4
a4

3) Los planos se cortan en una recta cuando sus coeficientes no sean proporcionales (no tienen
el mismo vector normal). Esto implica que:

(2-35)#A(b,3-5) =>-3#3A=>A#-1=>b#-2.
En este caso, si b # -2, a puede tomar cualquier valor.
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7. Castilla La Mancha, ordinaria 2023
3. Seanelpunto A(1,1,a)yelplanom = b-x+y+z=1,cona b € R

a) [1,5 puntos] ; Qué deben cumplir los valores a, b para que el punto A esté contenido en el plano my éste tenga
-
como vector normal uno que es perpendicular al vector u~ = (1, 2, 0)?

b) [1 punte] Con los valores de a, b del apartado anterior, obtén la ecuacion de |a recta perpendicular al plano my que
pasa por el punto A.

Solucion:
a) El vector normal al plano n=bx+y+z=1es V. =(b,11).

El vector V, =(b,1,1) es normal a ti =(1,2,0) cuando V,i=0.
Esto implicaqueb+2=0=b=-2.

ElpuntoA(l,1l,a) en=>b+1l+ta=1=-2+1+a=1=a=2.

Por tanto, t=-2x+y+z=1yA(l, 1, 2).

- -'I-’I
b) El vector de direccién de la recta pedida es V, =V =(-2,1,1); ' T
x=1-2) / + /
si pasa por A(1, 1, 2) suecuacion serd: r=< y=1+2A . = !
2=2+42 !

8. Castilla La Mancha, ordinaria 2023

6. b [1,5 puntos] Calcula la ecuacién de la recta que pasa por el punto A(2, 1, 3) y cuyo vector director es perpendicular
alos veclores u- = (2,2,0)y Vo= (0,0,-1).

Solucién:
b) Un vector perpendicular a dos dados viene dado por el producto vectorial de esos vectores.
Por tanto, si G =(2,2,0) y V=(0,0,-1), el vector de direccion de la recta sera V, =G xV.

U, u, U
v,=l2 2 0|=(-220).
0 0 -
X=2-2\
Como la recta debe pasar por A(2, 1, 3), su ecuacion sera: r=<y=1+2\.
z=3
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9. Castilla y Ledn, ordinaria 2023
E3. (Geometria)
Caleular la ecuacidn del plano T que es perpendicular al plano g = x + 2y + 32z = 0 y pasa
por los puntos P = (0,0,0) v @ = (0,1,1). (2 puntos)

Solucién:
Puede observarse que el punto P = (0, 0, 0) pertenece a c=x+2y+3z=0.

El plano = viene determinado por los vectores Vv, = (1,2, 3)y @

PQ =(0,1,1)-(0,0,0)=(0, 1, 1). A
Como = contiene a P = (0, 0, 0), sus ecuaciones seran: v
X=X x 1 0 o P
n=3y=2A+p > n=ly 2 1=0=n=-Xx-y+2=0
z=3\L+p z 31 T

10. Castilla y Ledn, ordinaria 2023

E4.- (Geometria)

Dadoselplanom =x +2y —2z=0vylarectar = _iz = % = z;ll se pide:

a) Comprobar que 1 s paralela a 7. (1 punto)

b) Hallar el plano o. distinto de m y paralelo a 7. cuya distancia a r coincide con la de 7.
(1 punto)

Solucién:

a) Larecta r sera paralela al plano = si:

1) El vector de direccion de la recta sea perpendicular al caracteristico del plano:
v.=(1,2,-2); v, =(-2,2,1).

Efectivamente lo son, pues V_- vV, =(1,2,-2) - (-2,2,1)=-2+4-2=0.

2) El punto A(0, 4, 1) de r no esta contenido en .

También se cumple, pues1-0+2-4-2-1=6+#0.
] r
Por tanto, la recta r es paralela al plano . 7 =
| 15
b) El plano o tiene como vector caracteristico el mismo £ - 4 P
i s . — T
V. =(1,2,-2). Suecuacion serd: c=x+2y—-2z+d=0. V_~ e P
Si la distancia a = debe ser la misma que la distanciaar, s

entonces debe contener al punto M, intermedio entre Ay P,
siendo P el punto mas cercano de A a .
El punto P es el de corte de la recta s, perpendicular a = que pasa por A, con el plano «

X=A
Larectases: s=<y=4+2\L — Corte con x: x+2(4+2x)—2(1—2x):o:>x:—%.
z2=1-2\
Por tanto, P _2§Z ; M —EE§ :
333 333
ComoMe a= —%+2—;—%+d =0=>d=-3 = o=x+2y-2z-3=0.
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11. Catalufia, ordinaria 2023

6. Siguin els plans m, i m, determinats respectivament per les equacions m:x+y=3 i
MX-z=-2
a) Trobeu I'equacié general (Ax+ By + Cz+ D =0) del pla m;, que és perpendicular a m, i
m,, i que passa pel punt P=(4, 1, 2).
[0.75 puntz]

b) Sigui rla recta d'interseccio de m, i m,. Calculeu I'equacio vectorial de la recta r.
[0.75 punts]

c) Calculeu el punt () de la recta r que és més a prop del punt P.
[1 punt]
Solucién:
a) El plano pedido viene determinado por el punto P(4, 1, 2) y por los vectores caracteristicos
de los planos m y 72, V; =(1,1,0); vV, =(1,0,-1).

Por tanto:
X=4+t+h Xx—4 1 1 N
Ty y=1+t = Ty = y-1 1 0/=0=
=2l 2-2. 0 -1
m=—(x=4)+(y-1)-(2-2)=0=m=—x+y-2+5=0. .
3 3 X=X
X+ = =3—X
Dy ri T s T S = iy =30
X—=2=-2 =2+X
Z=2+A

c) El punto Q es el de corte del plano 73 con la recta r:
—A+(3-1)—(2-1)+5=0 => A =2
Luego, Q(2, 1, 4).
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12. Comunidad Valenciana, ordinaria 2023
S5x+y+7z=16
9x—y+7z=12
a) Comprobar que el punto @ = (2,6,0) pertenece a la recta r v encontrar la recta s que pasa por los

Problema 4. Dada la recta 1: [ v el punto P = (0,5,2) se pide:

puntos P v Q. (2 puntos)

b) Obtener el angulo que forman la recta 1 y la recta s. (3 puntos)

c) Obtener la proyeccion ortogonal del punto P en larecta 1. (5 puntos)
Solucion:

a) El punto Q = (2, 6, 0) pertenece a r, ya que cumple las ecuaciones de los planos que la
determinan.

En efecto:
5X+y+7z=16 52+6+70=16
r: —>Q=(2,6,0)— r: .
OX—y+72=12 92-6+70=12

La recta s viene determinada por el punto Q y el vector v, = PQ.
PQ =(2,6,0)-(0,5,2) = (2,1, -2).
X=2+2t
Su ecuacién serd: s:< y=6+t .
z=-2t

b) El angulo que forman las rectas r y s es el que determinan sus respectivos vectores de
direccion.

SX+y+72=16 y+7z=16-5X El-E2| 2y=4+4x
: =r: =r: - x=h)=
OX—y+7z=12 —-y+72=12-9z El+E2 |14z =28-14x
X=nh
r:qy=2+2h— - v,=(1,2,-1).
z=2-h

Por tanto, el coseno del angulo (r, s) es:
| (1.2,-1)-(2,1,-2)
V1+4+14+1+4

2+2+2| _2 = angulo (r, s) ~ 35,26°.

NONRRNG

c) La proyeccion de P sobre r es el punto de corte de la recta con el plano perpendicular a ella
que pasa por P.

El vector caracteristico de ese plano serd V. =V, = (1, 2, -1); por

pasar por P(0, 5, 2), se tiene que:
n:1(x-0)+2(y-5)-1(z-2)=0=m:x+2y-z-8=0.

Corte de la recta con el plano:
h+2(2+2h)—(2—h)=0:>6h—6:0:>h:1.

Luego, el punto proyectado es: P"= (1, 4, 1).

cos(r,s)=cos(V,,V,)

rivs
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13. Extremadura, ordinaria 2023

4. Hallar un vector de médulo 5 que sea ortogonal a los vectores u = (1.2, 0) y v = (=1.0.1). (2 puntos)

Solucion:

a

El vector w=—
i

es unitario, cualquiera que sea a = 0. El vector 5w tendra médulo 5.

Un vector ortogonal a los vectores U y V es su producto vectorial: UxV .

—

] . : , . Uxv
Asi pues, en este caso, un vector unitario y perpendicular a los dos dados serd w =

|U><\7| '
l'_jl UZ l_j3
ixV=[1 2 0[=(2-12)= |uxV|=y22+(-D)?+22 =0 =3.
-1 0 1
Luego, el vector ortogonal de modulo 5, perpendicular a los dos dados sera:
§(2, -1,2) :[E__iﬂj —> otra solucion es —5(2, -1,2) :(—EE,—EJ.
3 3 33 3 33 3
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14. Galicia, ordinaria 2023
5. Geometria:
a) Obtenga las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por los puntos P(2,—1,0) y @(3,0,0) y la
ecuacion implicita o general del plano m que pasa por el punto R(0,4,—2) y es paralelo a los vectores
U(1,0,—-1)y#(2,1,-2).
b) Calcule el angulo agudo que forma la recta r: xl;z =—= % conelplanom:x+z+4+2=0.

Solucién:
a) Larecta r viene determinada por el punto Q y el vector

V.= PQ =(3,0,0)—(2,-1,0)=(1, 1, 0).

X=3+1
Su ecuacion serd: s:q y=t
z=0

El plano pedido viene determinado por los vectores
i(10,-1)y V(2,1,-2),y por el punto R(0, 4, -2).
Sus ecuaciones paramétricas son:

X= t+2h T
n:e y=4 +h.
z=-2-t-2h
Siendo su ecuacion general:
X 1 2
n=ly-4 0 1|=0= n=1x+0(y—-4)+1(z+2)=0=>n=x+2+2=0.
z+2 -1 -2

b) El &ngulo que forma una recta con un plano es el
complementario del que determinan los vectores V,, de

direccion de la recta, con vV, normal al plano.

Por tanto, el seno del angulo (r, wr), seré:
V.V

P
| ﬂ"|

sen (r, m) = cos(V,,V, )=

<l

v
En nuestro caso:vV, = (1, 1,0); v, = (1,0, 1);
Luego: sen (r, ) = (1L,0.1)(1,10 1 = éangulo(r, ) = 30°.

2
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15. La Rioja, ordinaria 2023

8.— (2 puntos) Halla el punto simétrico del punto A(0,2,3) respecto al plano

de ecuacién r +y — z = 4.
Solucion:
El punto A" = (Xo, Yo, Zo) sera el simétrico de A respecto de un plano = si cumple:
1) Ambos puntos, A = (0, 2, 3) y A", estaran en la recta r, perpendicular a © por A.
2) El punto M (corte de la recta y el plano), debe ser el punto medio entre Ay A”.

X=X
Como n=x+y-z=4 =V, =V, =(1,1,-1) = r=qy=2+A.
z2=3-\
Corte de larectarconplanom: x +y —z = 4.
k+(2+k)—(3—k):4:k:§.
Por tanto, M = (5 11, 4)
3 3 3
. . [ % 2+y0 3+zO
Punto mediode Ay A”: >
Ccomo §’ E" ﬂ = ﬁ, 2+y0 3+ZO =
3 3 3 2
5 X 10 11 2+y0 16 4 3+7,
—_=— ; - =" —= n =——
372 T332 h=33773 0
Por tanto, A'= [11 16, —l)
3 3 3
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16. Madrid, ordinaria 2023
A.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Sean los puntos A{1,—2,3), B(0,2, -1y C(2, 1,0). Se pide:

a) (1.25 puntos) Gomprobar que forman un triangulo 7"y hallar una ecuacion del plano que los contiene.
b) (0.75 puntos) Calcular el corte de la recta que pasa por los puntos A y B con el plano z = 1.

c) (0.5 puntos) Determinar el perimetro del triangulo T'.

13

Solucién:

a) Los puntos A(1, -2, 3), B(0, 2, -1) y C(2, 1, 0) determinan los vectores:
AB =(0,2,-1) - (1, -2, 3) = (-1, 4, —-4); B -
AC =(2,1,0)-(1,-2,3) = (1, 3,-3). N\,

Como los vectores AB y AC son linealmente Py N\ c

independientes (basta con ver que AB = k-AC para
cualquier valor de k), entonces los puntos dados forman un triangulo.

El plano que determinan es:

Xx=1-t+h x-1 -1 1
n=1y=-2+4t+3h = n=ly+2 4 3|=0=n=y+z-1=0.
z=3-4t-3h z-3 -4 -3
X=1-t
b) La recta que contiene a los puntos Ay Bes: r=qy=-2+4t.
z=3-4t

Se cortaconel planoz =1, cuando 3-4t=1=t :% (sustituyendoenr),y=0; x= %

El punto de corte pedido es: P[% 0, 1).

c) El perimetro del tridngulo es:
p=d(AB)+d(AC)+d(B,C) = |AB|+|AC|+|BC| =
J(—l)z +4% +(-4)° +\,/12 +3 +(-3)° +\/22 +(-1)?+1% = p=+33+19+6.
El vector BC = (2, 1,0) - (0, 2, -1) = (2, -1, 1).
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17. Madrid, ordinaria 2023

B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dada larectar = : _y_ztl elplano 7 x — = = 2y el punto A(1, 1, 1), se pide:

2 1 -2

a) (0.75 puntos) Estudiar la posicion relativa de r y = y calcular su interseccion, si existe.
b) (0.75 puntos) Calcular la proyeccion ortogonal del punto A sobre el plano .

c) (1 punto) Calcular el punto simetrico del punto A con respecto a la recta r.

Solucién:
X=1+2A

a) Las ecuaciones paramericas de r son: r = y=»
z=-1-2)
Sustituyendo en m:x—z=2 = 1+2A—(-1-21)=2=1=0.
Por tanto, la recta y el plano se cortan cuando A = 0, en el punto R(1, O, -1).

b) La proyeccion ortogonal del punto A sobre el plano = es el punto de interseccion de la
recta, s, perpendicular a = por A, con dicho plano.
El vector de direccion de s es el caracteristico de &, V, =vV_ = (1, 0, -1).

X=1+t
Por tanto: s=< y=1

z=1-t V.
Sustituyendo en m: 1+t—(1-t)=2=t=1.
Luego, el punto proyectado es P(2, 1, 0).

c) Sea A"= (xo, Yo, Zo) el simétrico de A respecto de larectar.
Ambos puntos, Ay A’ estaran en el plano =", perpendicular a r por A. Ademas, el punto M,
punto medio entre Ay A, debe pertenecer al plano y a la recta.

El plano =" tiene como vector caracteristico el de direccion de la recta: v, =(2,L—2) =V_.

Su ecuacion serd: 7:2(x—1)+(y-1)-2(z—-1)=0 = n:2x+y—-2z-1=0.

El punto M, de corte de r con nn” se obtiene sustiuyendo las ecuaicones de la recta en el plano:
n:2(1+2t)+t—2(-1-2t)-1=0=t :—% =

vl LY
3 3 3

Como el punto mediode Ay A" es M =(

1+%, 1+, 1+zoj .

2 2

1 1+Xx, 1. 1 1+y, S,
— = :)XOZ——,——:—:yOZ——’
3 2 3 3 2 3

1 1+z,
——= = Z,=——.

3 2 3

Por tanto, A’:[—l, —§, —§J
3 3
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18. Murcia, ordinaria 2023
5: Considere las siguientes rectas:

Jx=2y =5 x—8 y+3 z-3
r: 5 —= = .
y+z = 0 y 2 1 —1
a) [1 p.] Compruebe que ambas rectas son paralelas.

b) [1 p.] Compruebe que el punto P = (7.1,—1) esta en la recta r y calcule su
proyeccion ortogonal sobre la recta s.

c¢) [0,5 p.] Calcule la distancia entre ambas rectas.
Solucion:
a) Las rectas r y s seran paralelas si sus vectores de direccion, vV, y V, lo son; ademas, no

deben tener puntos en comdn, para no ser coincidentes.
En este caso:

. X=5+2t
X— =
:{ y =>@6iy=t)> r=q y=t >V, =(21,-1).
y+z=0
z=—t
x=8+2h
o X8 Y3 273 o ly_ 34h v =2 1,-1)
2 1 -1
z=3-h

Es evidente que sus vectores de direccién coinciden.
Como el punto S = (8, -3, 3) € s, no pertenece a r, pues no cumple la ecuacion x — 2y =5, se
deduce que las rectas no son coincidentes.

b) El punto P = (7, 1, —1) € r, pues cumple sus ecuaciones.

En efecto:
X—2y=5 7-21=5
r: —>P=(17,1,-1)>r: :
y+z=0 1+(-1)=0

La proyeccion ortogonal del punto P sobre la recta s es el punto de interseccion de la recta
con el plano =, perpendicular a s que pasa por P.
El vector de direccion de s es el caracteristico de n, V, =V_ = (2, 1, -1).

Como debe contener a P, su ecuacion sera:
n:2(x=7)+(y-1)—(z+1)=0=mn:2x+y—-z-16=0.
Corte de s con =:
n:2(8+2h)+(-3+h)—(3-h)-16=0=6h—6=0=h=1.
Luego el punto proyectado es P* = (10, -2, 2).

c) La distancia entre ambas rectas es la misma que la distancia entre Py P,

d(r,s)=d(P,P")= {(7-10) +(1+2) +(-1-2) =27 =33.
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19. Navarra, ordinaria 2023

P3) Calcula la ecuacién continua de la recta perpendicular a r y s que corta a ambas, siendo
_— r—y—z+2=0 . q_r—'_)._;,r—i-.’j_:—[]
|l r—3y+3:-8=0 7 " 3 = —4 — -2
(2,5 puntos)
Solucidn:

La perpendicular comun, p, puede obtenerse mediante la
interseccion de dos planos, 7 y ms.

El plano =r viene determinado por la recta r, a la que contiene, y por
el vector vV xV,.

El plano =5 viene determinado por la recta s, a la que contiene, y por
el vector V. xV,.

En este caso:
X—y—-z+2=0 3E1({3x-3y-3z+6=0
r: =r: =
X—3y+3z2-8=0 X—3y+3z-8=0

X =3t
E1-E2(2x-6z+14=0
r: — (haciendox =3t) > r:qy=-1/3+2t > V. =(3,2,1).
E2+El| 4x-6y—-2=0
z=7/3+t
. X22_Y¥5 270 g _(3 4 )
3 -4 -2
Con esto, para hallar p:
l].1 UZ US
1) Sehalla V,xV,=|3 2 1|=(0,9,-18)=(0,1,-2).
3 4 2
2) Se hallan mtr y ms:
X 3 0
« 7y, determinadoporry Vv, xVi= m, :|y+1/3 2 1|=0 = n;: -5x+6y+3z2-5=0.
z-7/3 1 -2
x-2 3 0
« T determinado porsy Vv, xV, = n.:|ly+5 -4 1|=0 = ns: 10x+6y+3z+10=0.
z -2 -2

—-5x+6y+32-5=0

3) Por tanto, la perpendicular comun es: p: :
10x+6y+3z+10=0

Xx=-1
. - . . X+l y z
Sus ecuaciones paramétricas son: p=<qy= A — Forma continua: p: o = 1 = =
7=-2 -
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20. Pais Vasco, ordinaria 2023

Ejercicio A2

Sea r la recta cuyas ecuaciones cartesianas son:
X+y-z=1

- {ZX +2y+2=2

a) Calcula las ecuaciones paramétricas de la recta r.

b) Calcula las ecuaciones paramétricas de la recta que corta perpendicularmente a r y pasa por

el punto P(2, 1, 0), que es exterior ar.

Solucién:

a) Ecuaciones paramétricas de r:

X+y—-z=1
2X+2y+2=2

r

r

X+y-z=1 X=1-y
=r= -
E2-2E1| 3z=0

b) La recta pedida viene determinada por el punto P dado y por el punto Q, de corte de la
recta r con el plano &, perpendicular a r que pasa por P.

El vector caracteristico de ese plano serd v. =V, = (-1, 1, 0); por T

pasar por P(2, 1, 0), se tiene que: le ‘[
n:—(x—2)+(y—1)+0(z-0)=0=n:—x+y+1=0. /r Lﬁ' '/

Corte de la recta con el plano: ST =/
~(1-t)+t+1=0=2t=0=t=0. — -

Luego, el punto de corte es Q = (1, 0, 0).
El vector de direccién de la recta pedida es PQ = (1, 0, 0) — (2, 1, 0) = (-1, -1, 0).

=2-2
=1-%.
=0

X
Por tanto, las ecuaciones paramétricas de la recta pedida son: s=4y

N
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