ALGEBRA (EBAU-EVAU 2023) 1

ALGUNOS PROBLEMAS DE ALGEBRA PROPUESTOS EN LAS PRUEBAS DE
ACCESO A LA UNIVERSIDAD. ESPANA 2023

Los problemas que con mayor frecuencia se plantean en este bloque de ALGEBRA (en todos
los distritos universitarios) son:

1) Problemas relacionados con algebra de matrices y determinantes: ecuaciones matriciales y
calculo de la matriz inversa (hay que manejar con soltura las propiedades de los
determinantes; y conocer la férmula para el calculo de la inversa).

2) Problemas de sistemas lineales: discusion y solucion. (Teorema de Rouché).

3) Planteamiento y resolucién de problemas de sistemas con enunciado.

De la convocatoria ordinaria (junio de 2023) he seleccionado los ejercicios que,
aparentemente, presentaban mayor dificultad o resultaban algo novedosos.

1. Andalucia, ordinaria 2023
EJERCICIO 6. (2,5 puntos)

00 om "1 00
Considera las matrices A m 0 0 y B oo 1.
0 m 0, 01 0

a) [0,5 puntos] Determina para qué valores de m existe la inversa de la matriz 4.

b} [2 puntos] Para todo m + —1, resuelve, si es posible, la ecuacion AX + X = .
Solucién:
a) La matriz A tendra inversa cuando su determinante sea distinto de 0: |A| #0.
0 0 m
|Al=m 0 0|=m’=|A=0sim=0.
0 m O

Por tanto, la matriz A tendré inversa cuando m # 0.

b) La ecuacion AX +X =B < (A+1)X =B = X :(A+I)7lB , cuando (A+I)71 exista.

1 0 m
Esa inversa existe siempre que m # -1, pues |A+1|=[m 1 0|=1+m°=0 sim#-L1.
0O0m 1
t
-1 ((A+I)ij) t o
(A+1) " = A donde ((A+ I )ij) es la traspuesta de la matriz adjunta de A + 1.
+
Como
1 -m m? 1 m? -m
((A+1))=|m* 1 -m|= (A+1)7"= Llm 1
. ) 1+m*|
-m m 1 m- -m 1
1 m®> -m)/1 0 0 1 -m m?
Portanto,X:(A+I)_lB: 13-—m 1 m>§{0 0 1=113-—m m? 1
+m +m
m> -m 1 J\0 10 m> 1 -m
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2. Aragon, ordinaria 2023

5) Sean las siguientes matrices:

-2 1 1 0
H=(2 ﬂ)-fi’:(l 1),C=ﬁ g) D=A-BT-12I,
.1 -1 —2 0

donde BT es la matriz traspuesta de B, e [ es la matriz identidad de orden 3.

a) (1 punto) Estudia si la matriz I tiene inversa v, en caso afimativo, calcdlala.
b) {1 punto) Resuelve la ecuacion mafricial C X = AT « B, donde ATes la matriz traspuesta de 4.

Solucion:
a) La matriz D tendra inversa cuando su determinante sea distinto de 0: |D| #0.
Como

-2 1 100
11 2
D={2 0 | -2|0 1 0|=>
01 0
1 -1 0 01
-2 -1 4 2 00 -1 4
D=2 2 -4|-|0 2 0 = |D|=-4 = D tiene inversa.
1 0 -2) 10 0 2
D; )’
ij T
Suinversaes Dt = IID| ,donde(Dij) es la traspuesta de la matriz adjunta de D.
0 4 0 . 0 4 4
La matriz de los adjuntos es: (Dij): 4 12 -1|=>D'==|4 12 -8]|.
4 -8 2 0 -1 2

(Se recomienda comprobar que D-D™* =1).

b) La ecuacion
CX=A"B < X=C*(A'B).

1 0 T
(221 2 2y 4 (&) 1(0 -3
Como A'B= 1 1|= yC+ = =— =
10 -y, 8o c] -sl-1 2
1
-3

= Y - (N
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3. Asturias, ordinaria 2023

2 1
Problema 2. Se consideran las matrices A= | _1 1 |yB= ( 11 :) : ).Se pide:
0 2 -
(a) (0.75 puntos) Calcula, en caso de que sea posible, las dimensiones de una matriz D tal que se pueda
realizar el producto A - D - B.

(b) (0.5 puntos) Estudia si puede existir una matriz M tal que M- A = B.

(c) (1.25 puntos) Estudia si existe (B - A)~" y calcllala en caso de que sea posible.
Solucién:
a) El producto de matrices, A - B, puede hacerse cuando el niUmero de columnas de la matriz
de la izquierda, A, es igual al numero de filas de la otra matriz, B. La matriz producto, P, tiene
el mismo ndmero de filas que A y el mismo nimero de columnas que B.
Enesquema: A, ‘B =P

mxp nxp

En este caso, para que se pueda realizar A, ,-D,, . B, €S necesarioquem=2yn=2.

b) El producto M, _.-A,., = B, , no es posible en ningln caso, pues el niumero de columnas de
A no coincide con el nimero de las columnas de B.

¢) Una matriz tiene inversa cuando su determinante es distinto de 0.

Como
1
1 11 1 4 1 4 a1 .
B-A= -1 1|= ., con |BA|: =1+8=9#20=> (BA) existe.
-1 0 1 0 2 -2 1 -2 1

t
. -1 ((B'A)ij) t :
Suinversaes (B-A) " =-—————, donde ((B-A) ) es la traspuesta de la matriz de los

BA "'

adjuntos de B-A.

Esta matriz es: (B-A), =(_14 ij = ((B'A)ii )t :@ _14j

4 1(1 4 1/9 -4/9
Por tanto: (B-A) =512 117270 19 )
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4. Baleares, ordinaria 2023

P1. — Considera la matriu M 1 el vector b,

respectivament.
{a) [3 punts] Indica per a quins valors de a la matriu M és invertible.
(b) [3 punts| Calcula, per a tots els valors de a que sigui possible, la inversa de M.

(c) [4 punts] Calcula, per al cas a = 0, el vector x tal que Mx = b.

Solucién:
(@) La matriz M es invertible siempre que su determinante sea distinto de 0: |M | #0.
2 1 a
IM|=|a+1 0 1|=-2-(a+l-1)+a(a+l)=a’~-2 = [M|=0=a’-2=0=a=+2.
1 11

Por tanto, la matriz M tierne inversa para cualquier valor de a # +2.

2 1 a t
: - -1 (MU) t
b)SiM=|a+1 0 1| suinversaes M~*= v ,donde (Mj; ) es la traspuesta de la
1 11 | |
matriz adjunta de M.
-1 —-a a+l -1 a-1 1
M,=la-1 2-a -1 |=>M*= 21 -a 2-a a’+a-2
a —_
1 a*+a-2 -a-1 a+l -1 -a-1
¢) Lasolucionde M-Xx=b es Xx=M b .
2 10 1 -1 -1 1
Sia=0,M=|1 0 1 —)M_l——z- 0O 2 2|=>
111 1 -1 -1
-1 -1 1)(0 0 0
s=2lo 2 —2f1l=t]o0 =0
-2 -2
1 -1 -1)i1 -2 1
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5. Canarias, ordinaria 2023

2B. Un bar de tapas canario solo ofrece tres platos en su menu: escaldon, tollos vy
carajacas. El precio medio de los tres platos (la racion) es de 5€. Se sirven 30 raciones

de escaldon, 20 raciones de tollos v 10 raciones de carajacas, por lo que se ingresaron 2.5 ptos
255 euros en total. Sabiendo que el triple del precio de las caracajas supera en diez

euros el doble del precio de los tollos. Calcula el precio de la racidon de cada producto.

Solucién:
Sean x, Y, z los precios de cada uno de los platos de escalddn, tollos y carajacas,
respectivamente.
Se cumplen las siguientes ecuaciones:
. . X+Yy+z
Precio medio: Xtyrz_ 5.

Importe total: 30x+ 20y +10z =255.
Relacion carajacas—tollos: 3z =2y +10.

X+y+z=15
Se forma el sistema: {30x+20y+10z =255.
2y—-3z=-10
Puede resolverse aplicando el método de Gauss:
X+y+z=15
30x+20y+10z =255 =
2y-3z=-10
X+y+z=15 X+y+z=15 x=2,50
E2-30E1;-10y—-20z =-195= E2+5E34 -352=-245 = z=7
2y-3z=-10 2y—-3z=-10 y=5,50

El precio de las raciones sera:
Escaldon, 2,50 €; Tollos, 5,50 €; Carajacas, 7 €.
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6. Cantabria, ordinaria 2023
Ejercicio 1 [2.5 PUNTOS]

Considere el sistema de ecuaciones

2r+3y+z2=-1

r—y+z=a
—r+y—22=-3

dado en funcidn del parametro a € K.

1) [1.25 PUNTOS] Determine para qué valores de a el sistema es compatible.

2) [1.25 PUNTOS] Dado a = 4, resuelva el sistema anterior s1 es posible.

Solucién:
1) Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada,
2 3 1|-1
A=l1 -1 1| a|=M.
-1 1 -2|-3

Sir(A) =r(M) = 3 — sistema compatible determinado: solucion Unica.
Sir(A) = r(M) < 3 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.
Si r(A) < r(M) — sistema incompatible: no tiene solucién.

Como determinante de A vale,

2 3 1
|A| =1 -1 1|= 2—3-(—1) =5 — con rango 3, se deduce que el sistema siempre es
-1 1 =2

compatible determinado; no depende del valor de a.

2X+3y+z=-1
2) Paraa =4, el sistemaqueda { X—-y+z=4
-X+Yy-2z=-3
Puede resolverse aplicando el método de Gauss:
2X+3y+z=-1 E1+2E3| 5y-3z=-7 Sy+t3=-7T=>y=-2
X-y+z=4 = E2+E3 -z=1 = z=-17
-X+y-2z2=-3 -X+y—-22=-3 —X—-2+2=-3=>Xx=3

Lasoluciénes: x=3;y=-2;z=-1.
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7. Castilla La Mancha, ordinaria 2023

1. Seanlas matrices X = (’: g).mn a,bcER, A= (i é) yB= (é 8

a) [1,5 puntos] Determina las condiciones que fienen que cumplir los valores a, b,cparaque A- X =B

b) [1 punto] Si ademas queremos que X sea simefrica, jqué se debe cumplir? ; Como es la matriz X resultante?

Solucion:
: a b .
a) Si X :(c OJ’ para que A-X =B, debe cumplirse que
2a+c=1 a=a
2 1\(a b 10 2a+c 2b 10
s 2flc 0)7\2 o) T laar2e ab)7\2 o)) PO = P=0
¢ arec 4a+2c=2 c=1-2a

a 0
Por tanto, las matrices X son de la forma: X = )
1-2a 0

b) Para que X sea simétrica debe cumplirse que 1-2a=0=a= %

1/2 0
Luego, X = .
0 O
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8. Castilla—Ledn, ordinaria 2023
E2.- (Algebra)

X 0
Dadas las matrices 4 = (_i 2 é) B = (}-’ 1 ) y C= (_i _21) calcular los
z  x+vy

valores de x. y. z € R para que AB sea igual a la inversa € ! de la matriz C. (2 puntos)

Solucion:

. . 1 (Cij )T
La inversade lamatrizCes C™ = , donde (C

€]

T .
ij) es la traspuesta de la matriz de los

adjuntos de C.
Esa matriz: (C; )= (2 1j
. IJ -_ 1 1 .

1 - L (21
Como |C|=_1 2=2—1=1 = C =

1 1)
x 0
B . 1 01 2 1
Laecuacion AB=C™ < y 1 = =
-11 0 11
Z X+Yy
X+2=2
X+Z X+Yy 21
= = X+y=1.
-X+y 1 11
-X+y=1
Sistema que puede resolverse por el método de Gauss.
X+2=2 X+2=2 X+2=2 X+2=2=>x=0
x+y=1 = E2-Elly-z=-1= y—z=-1={1-z=-1=z2=2"T
-x+y=1 E3+El| y+z=3 E3+E2| 2y=2 y=11
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9. Catalufia, ordinaria 2023

4. Sigui el sistema d’equacions lineals segiient, que depen del parametre real 1:
[x+2Ay+(2+A)z=0
(24 A)x+ y+2Az=3
|2Ax+(2+A)y+z=-3
a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre 1.

[1.25 puntz]

b) Per al cas A =-1, resoleu el sistema, interpreteu-lo geométricament i identifiqueu-ne
la solucid.
[1.25 punt=]

Solucién:
a) Sea A la matriz de coeficientes del sistemay M la matriz ampliada,

1 2 24+A| O
A=2+1 1 2h | 3 |=M.
2 2+Ax 1 | 3

Si r(A) = r(M) = 3 — sistema compatible determinado: solucién Gnica.
Sir(A) = r(M) < 3 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.
Sir(A) < r(M) — sistema incompatible: no tiene solucién.

Como determinante de A vale,

1 26 2+
A=2+2 1 2a =1—2x(2+x)—2x(2+x—4x2)+(2+x)[(2+x)2—2%} -
2. 240 1

operando [A|=92° +9=(A+1)(9*-91+9) = |A/=0 solosi 1 = —1.

Con esto:
« SiA#-1,elrango de la matriz A = r(M) = 3. El sistema serd compatible determinado.
« SiA=-1, setiene:

1 -2 1|0
A=l 1! 2| 3 |=M
-2 1 1|-3
En este caso, el rango de A es 2: el menor 1 _1 ‘ =3#0.
1 -2 0
Como |[M,|=|1 1 3|=-6+6=0, setiene que r(A) = r(M) = 2. El sistema compatible
-2 1 -3

indeterminado.
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X—2y+z=0
b) Si A = -1 el sistema es compatible indeterminado. Queda: y , que es
X+y—2z=3
X—2y=-1 X-2y=-z [x-2(1+2)=-12
= = :
X+Yy=3+2z E2-E1|3y=3+3z
X=2+t
Haciendo z = t, se tiene: < y=1+t.
z=t

equivalente a
q { y=1+z"1

La interpretacion geométrica es la de tres planos pertenecientes al mismo haz.

10. Comunidad Valenciana, ordinaria 2023

Problema 2, Dadas las matrices 4 = (é 2 D B = (é _11 3) yC = (_?rz g)

a) Obtener la matriz (ABT +1)71, donde I es la matriz identidad de las dimensiones adecuadas para

realizar la operacion. (6 puntos)
b) Comprobar que €2 = —a?I. donde I es la matriz identidad. y calcular €12 (4 puntos)
Solucion:

1 2
T T 1 01 10 2 2 1 0) (3 2
a) AB +1 < AB +1 = 1 -1+ = + = .
010 10 01 2 -1) \0 1 2 0

.
M.

La inversa de una matriz M es M ™ = ( |I\;JI|) ; donde (M;; )= Adj(M) es la matriz de los

adjuntos de M. Esta matriz existe cuando [M|=0.

En este caso:

M|=|AB" +1]=[> 2=—4;Adj A an)=[ 0 P o
M| 2 0 2 3
(ABTH)fl___l 0 -2y (0 1/2

4l =2 3) \1/2 -3/4)

b) En efecto,

0 a0 a -as 10
c*=| , 0 , -|= a0 =-a’l .
—a> 0)l-a®> 0 0o -at 01

Por tanto:
0 a 19
r-cro-(@fo-(wnfe-mme-ar( %, {2 )

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano
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11. Extremadura, ordinaria 2023

2. Determinar todos los nimeros x € B para los que el determinante

10 -1
0x 3
(4 1 —x
es mayor o igual que cero . (2 puntos)
Solucion:
10 -1
ID|=[0 x 3 |=1(-x"-3)-1(-4x)=—x"+4x-3=—(x-1)(x-3).
4 1 -x
Por tanto:

. El determinante se anula, |[D|=0,enx=1yenx=3;
. Six<1,|D|<0;

. Sil<x<3, |D|>0;

. Six>3, |D[<0.

Luego, |D|>0 paratodo x[1, 3.
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12. Galicia, ordinaria 2023

2. Nimeros y Algebra:

mx + (2+mi)y = 1+m,
Discuta, seguin los valores de m, el sistema my — z = 1,
mx + 2y + (2m—4)z = 5.

Solucién:

Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada,
m 2+m? 0 [1+m
A=|0 m -1 1 |=M.
m 2 2m-4, 5
Si r(A) = r(M) = 3 — sistema compatible determinado: solucion Unica.

Sir(A) = r(M) < 3 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.
Sir(A) < r(M) — sistema incompatible: no tiene solucién.

El determinante de A vale,
m 2+m? 0

A=[0 m -1 :m[m(Zm—4)+2]—(2+m2)m:m3—4m2=m2(m—4).
m 2 2m—4
— |A=0sim=00m=4.
Con esto:

« Sim#0y4,r(A)=3yr(M)=3— sistema compatible determinado.
« Sim=0, las marices son:

A=[0 0 -1/1|=M.
0 2 45

2
El r(A) = 2, pues el menor 0

0
JJ:—Z;tO.

2 0 1
Como el menor [M,|=|0 -1 1|=-2+2=0 = r(M) =2.
2 45
Por tanto, si m = 0 el sistema es compatible indeterminado.
Xx=t
. 2y=1 .,
Equivalente a X Su soluciénes: sy=1/2.
—7 =
z=-1

« Sim =4, las marices son:

4
El r(A) = 2, pues el menor 0

18
‘:167&0.
4

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano
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4 18 5
Como el menor [M,|=|0 4 1/=418+4(-2)=0 = r(M)=3.
4 2 5

Por tanto, si m = 4 el sistema seré incompatible.

13. La Rioja, ordinaria 2023

5.— (2 puntos) Dada una matriz de tamaiio 4 x 4 cuyo determinante es igual a 2.
Calcula el valor del determinante de la matriz resultante al realizar las siguientes

operaciones:
(1) se traspone la matriz,
(ii) se cambian entre si la primera y la cuarta columna,
(iii) se multiplica la tercera columna por - 4,

(iv) se multiplica toda la matriz por 4.

Solucién:
Para dara respuesta a las preguntas formuladas hay que conocer las siguientes propiedades de
los determinantes:

1.2 El determinante de una matriz es igual al de su traspuesta: |A|=|A"|.

2.2 Si se intercambian entre si dos filas o columnas de un determinante, su valor es el mismo
cambiado de signo.

3.2 Si los elementos de una fila se multiplican por un nimero, el determinante de la matriz
queda multiplicado por ese mismo ndmero.

42si A=(ay )nxn, entonces: [kA=k"|A.
(1) Por la propiedad 1.2 el determinante de la matriz resultante sigue valiendo 2.
(ii) Por la propiedad 2.2 el determinante de la matriz resultante valdra —2.

(iii) Por la propiedad 3.2 el determinante de la matriz resultante valdra —4 - 2 = -8.

(iv) Por la propiedad 4.2, al ser A= (aij )4X4 = [4A =4"|A|=2562=512.
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14. Madrid, ordinaria 2023

A.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

En una obra, para transportar la tierra extraida para la construccion de los cimientos de un edificio, se usan tres
tipos de camiones diferentes: A, By {'. Los camiones de tipo A tienen una capacidad de 14 toneladas, los de
tipo B, de 24 toneladas y los de tipo ', de 28 toneladas. Habria que trasr un camion mas de tipo A para igualar
al nimero de camiones restantes. El 107 de la capacidad de todos los camiones tipo B supone un septimo de la
de los de mayor tonelaje. Hoy, realizando un Gnico viaje cada camion a maxima capacidad, se han extraido de la

obra 302 toneladas de tierra. ; Cuanta tierra ha sido transportada hoy por los camiones de cada tipo?

Solucién:
Sean x, Y, z el nUmero de camiones de los tipos A, B y C, respectivamente.
Con los datos del enunciado se obtiene:

X+1=y+2z — relacion entre los tipos de camiones;

0,10-24y = %-282 — el 10 % de todos los camiones de tipo B...

14x+24y+28z =302 — toneladas totales extraidas hoy.

X-y—-z=-1 X-y-z=-1
Se obtiene el sistema: 2,4y-4z=0 = 3y-5z=0
14x+24y+28z =302 7X+12y+14z =151

Aplicando el método de Gauss:
X—-y—-z=-1 X-y—-z=-1 X—-y—-z=-1

7x+12y+14z =151 E3-7E1|19y+21z=158 3E3-19E2| 158z =3158
X=7
y=5.
z2=3

15. Madrid, ordinaria 2023

B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

(a+1)z + 4y
Dado el sistema la—1y + =
iz + 2ay + =

=

se pide:

a) (1.25 puntos) Discutirlo en funcion del parametro a.
b) (0.5 puntos) Resoclverlo para a = 3.

c) (0.75 puntos) Resolverlo para @ = 5.

Solucion:
a) Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada.

a+l 4 0/|0
A=| 0 a-1 1/3|=M
4 2a 1|3

Si rango de A =rango de M = 3 — sistema compatible determinado: solucién Unica.
Sir(A) =r(M) < 3 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.
Si r(A) > r(M) — sistema incompatible: no tiene solucion

3y-5z=0 = 3y-5z=0 = 3y-5z=0 —
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http://www.matematicasjmmm.com/

ALGEBRA (EBAU-EVAU 2023) 15

El determinante de A vale |A4 =-a’-2a+15.

Se anula si a =-5 0 a = 3 (Soluciones de la ecuacion de 2° grado asociada).
Con esto:

« Siaz-5y3= r(A) =3=r(M). El sistema serd compatible determinado.

« Sia=-5,setendra;

4 4 0 4 4 0 0
A= 0 -6 1|:M=/0 -6 1 3
4 -10 1 4 -10 1 3

Como en M la cuarta columna depende de la tercera C4 =3C3, el rango de M es igual al
rango de A. (También puede verse que, en los dos casos, F3=F2—-F1).

4
Como o= 24#0 y |[N=0 = r(A) =2 =r(M). Por tanto, el sistema sera compatible

indeterminado.

« Sia=3,setendra:

4 4 0 4 4 0 0
A=|0 2 1|; M=|0 2 1 3]|.
4 6 1 4 6 1 3

En ambas matrices se cumple F3=F2+FL1; por tanto, r(A) = 2 = r(M). El sistema vuelve a
ser compatible indeterminado.

b) Para a = 3 el sistema es compatible indeterminado. Resulta equivalente a:

4x+4y=0 X=-t
4x+4y=0 4x =-4y
2y+1=3 < = =4 y=t .
2y+2=3 z2=3-2y
4X+6y+2=3 z=3-2t

c) Para a =5 el sistema es compatible determinado. Puede resolverse por transformaciones de
Gauss.

6x+4y=0 6x+4y=0 6x+4y=0 x=0
4dy+72=3 < dy+72=3 = 4y+72=3 =y=0.
4x+10y+z=3 E3-E2|4x+6y=0 6E3-4El| 20y=0 z2=3
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16. Murcia, ordinaria 2023
1: Una papeleria vende boligrafos, rotuladores y libretas. Una libreta cuesta el doble
que un boligrafo y un rotulador juntos, un boligrafo cuesta la sexta parte que una
libreta, y un rotulador cuesta el doble que un boligrafo.
a) [0,75 p.] Denotando por x el precio de cada boligrafo, por v el de cada rotulador
y por z el de cada libreta, plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas
que represente los datos del ejercicio.

b) [0,25 p.] Justifique que, con estos datos, no se puede conocer el precio de cada
uno de los tres productos.

c) [1 p.] Calcule el conjunto de todas las posibles soluciones del sistema.

d) [0,5 p.] Sabiendo que una libreta cuesta 18 euros, calcule el precio de cada
producto.

Solucién:
a) Si x, Y, z son los precios de un boligrafo, un rotulador y una libreta, respectivamente, con
los datos del enunciado se obtiene:

z= 2(x+ y) — una libreta cuesta el doble que un boligrafo y un rotulador juntos;

1 . .
X= E Z — un boligrafo cuesta la sexta parte que una libreta;

y =2z — n rotulador cuesta el doble que un boligrafo.

2=2(x+y) 2x+2y-2=0
Se obtiene el sistema: x=£z IS 6x—z=0
y=2x 2x—-y=0

b) Se trata de un sistema homogeéneo, que siempre tiene solucion.

2 2 -1
Como el detrminante de la matriz de coeficientes (6 0 -1=-2-4+6=0 = que el rango
2 -1 0

de dicha matriz es 2, por lo que el sistema es indeterminado: tiene infinitas soluciones.

c) El sistema inicial es equivalente a

Xx=t
6x—2=0 7 =6X
Rt =-y=2t,cont eR.
2x—y=0 y =2X . 6t

d) Porlotanto,siz=18€=t=3€ey=6¢.
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17. Navarra, ordinaria 2023

P2) Calcula los valores de t para los que el rango de la matriz A-B es maximo, siendo

00 -1 t+1 1 t
A=1(0 1 t-1 vy B= 0 t =2t+1
1t 1 t+1 t+1 —t-—1

(2,5 puntos)
Solucion:
El rango de una matriz es el orden del mayor menor no nulo.
En este caso, la matriz A-B es de orden 3; por tanto, su rango maximo puede valer 3. Para
ello, su deteminante debe ser distinto de 0.

Para hallar el rango de la matriz A-B conviene hacer su determinante. Este determinante
puede hacerse aplicando la propidedad |AB|=|A/{B|

0 0 -1
=0 1 t-1=1;
1t 1
t+1 1 t t+1 1 t
B[=| 0 t -2t+l= 0 t -2t+1 — desarrollando por la primera
t+1 t+1 —-t-1| F3-F1 0 t -2t-1

columna — |B| = (t+1)[ t(-2t—1)—t(-2t+1) = (t+1)(-2t).

Por tanto,
|AB|=|Al{B|=1(t+1)(-2t) =—2t(t +1) — este determinante vale 0 sit=00t=—1.

Luego:
« Sit#0y-1, como |A-B| # 0, al ser una matriz de orden 3, se tendra que su rango es 3.

. Sisit=00t=-1, como |AB|=0, su rango sera menor que 3.

Nota: Lo que sigue no se pide, pero puede ayudar a comprender mejor.
Haciendo el producto,

0 0 -1)(t+1 1 t —t-1  —t-1 t+1
AB={0 1 t-1}{ O t  —2t+1|=| t*°-1 t*+t-1 —t*-2t+2]|.
1t 1 )lt+1 t+1 -t-1 2t42 t*+t+2 2t +t-1
-1 -1 1

Parat=0, AB=|-1 -1 2 | — surango es 2, pues el menor : ;‘ =-1+0.
2 2 -1
0 0 O

Parat=-1, AB={0 -1 3 | - surango es 2, pues el menor - 34‘ =-—2#0.
0 2 -4
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18. Pais Vasco, ordinaria 2023

Ejercicio Al

Discute la existencia de solucion del siguiente sistema en funcion del parametro a:
J_r+ 2y+3z=

l_'r+r.r_1' +z=1

2x+3y+dz=

Resuelve el sistema en los casos g =1y a=2.

Solucion:
Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada.
1 2 3|1
A=|1 a 1/1|=M.
2 3 42

Por el teorema de Rouché:

Sir(A) =r(M) = 3 — sistema compatible determinado: solucién unica.
Sir(A) =r(M) <3 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.
Si r(A) <r(M) — sistema incompatible: no tiene solucion

El determinante de A:

1 2 3
|Al=]1 o 1]=(4a-3)-22+3(3-2a)=-20+2.
2 3 4
— Seanulasia=1.
Por tanto:
. Sia#1,como |A=0, el sistema serd compatible determinado: r(A) = r(M) = 3.
12 31
. Sia=1,A=1 1 1/1|=M.
2 3 4|2

Como la columna de términos independientes esta repetida, el rango de M es igual al de A.y

3 . . . o .
vale 2, pues =-1#0 = si a = 1, el sistema serd compatible indeterminado.

En este caso, el sistema sera

X+2y+3z=1
X+2y+3z=1 X+2y=1-3z El-E2|y=-22
X+y+z=1 < = & .
X+y+z=1 X+y=1-12 X=1+2
2X+3y+4z=2
X=1+t
(haciendoz =t) = y=-2t.

z=t

— Para a = 2 es sisterma es compatible determinado:

X+2y+3z=1 X+2y+3z=1 x=1
X+2y+z=1 < E2-El -2z=0 =4y=0.
2X+3y+4z=2 E3-2El| -y-2z=0 =0
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