GEOMETRIA (EVAU, EBAU, PEBAU... 2022) 1

ALGUNOS PROBLEMAS DE GEOMETRIA PROPUESTOS EN LAS PRUEBAS DE
ACCESO A LA UNIVERSIDAD. ESPANA 2022

En este bloque de GEOMETRIA se resuelven 37 ejercicios. He buscado la mayor diversidad
entre todos los propuestos en la Pruebas de Acceso a la Universidad de las 17 Comunidades
espanolas. El lector atento (profesor/a o estudiante) descubrird que hay algo de casi todo: que
la mayoria de los conceptos presentes en el curriculo del Geometria aparecen en esta
seleccion. No obstante, hay algunos problemas que se presentan con mayor frecuencia; entre
ellos:

1) Determinacion de la ecuacion de una recta o de un plano en sus diferentes formas.

2) Célculo del punto simétrico respecto de un plano o respecto de una recta.

3) Aplicaciones del producto escalar, vectorial y mixto: distancias; &ngulos entre rectas y
planos; perpendicularidad; &reas y volimenes.

4) Problemas de dependencia lineal y posiciones relativas de rectas y planos.
Perpendicularidad recta/plano.

1. Andalucia, ordinaria 2022
EJERCICIO 7. (2,5 puntos)

Se consideran los vectores « = (—1.2,3) y o' = (2,0, —1), asi como el punto A(—4.4, 7).
a) Calcula a y b para que el vector v = (1, a, b) sea ortogonal a « y . (0,75 puntos)
b) Determina los cuatro vertices de un paralelogramo cuyos lados tienen las direcciones de los vectores i y v,
y que tiene al vector m como una de sus diagonales, siendo () el origen de coordenadas. (1,75 puntos)

Solucion:

a) Dos vectores son ortogonales cuando su producto escalar es 0.

o U =(-1,2, 3)seraortogonala w = (1,a,b)si t-w=0 = (-1,2,3)- (1,a,b)=0=
-1+2a+3p=0.

« V =(2,0,-1)serdaortogonala w = (1,a, b)si vw=0 = (2,0,-1) - (1,a,b) =0 =
2-b=0=>b=2.

Sustituyendob =2en —-1+2a+3b=0 = —1+2a+6=0:>a:—g.

b) Si los lados del paralelogramo siguen las direcciones de

los vectores U y vV, entonces, la diagonal OA =AU +uv . B
Por tanto: (4,4, 7)=A-(-1,2,3)+u-(2,0,-1) =
—4=—A+ 4
=2
4=2). = L
7=3-u H="

Luego, los vértices son:
0O(0, 0, 0); A(-4, 4, 7); B(-2,4, 6); C(-2, 0, 1).
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2. Andalucia, ordinaria 2022
EJERCICIO 8. (2,5 puntos)

z—1
Consideralarectar =z -2 = il =—5

asi como la recta s determinada por el punto P(1.2.3) y el vector
director i = (1 + a, —a, da).
a) Calcula o para que las rectas r y s se corten. (1,5 puntos)

b) Calcula a para que las rectas r y s sean perpendiculares. (1 punto)
Solucién:
a) Las rectas r y s se cortan cuando estan en el
mismo plano: esto significa que los vectores v, ,

V. y RP son coplanarios.
V. =(1,-1,2); v, =(1 +a, —a, 3a);
R(2,0,1) eF; -~
RP =(1,2,3)-(2,0,1) = (-1, 2, 2).
Serén coplanarios cuando sean linealmente dependientes, lo que significa que
1 -1 2
1+a -a 3a=0 = —Ba+(2+2a+3a)+2(2+2a-a)=0=>-a+6=0=a=6.
-1 2 2

b) Las rectas seran perpendiculares cuando sus vectores de direccion lo sean; lo que significa
que su producto escalar es 0: vV, - V, =0.

V, -V, =(1,-1,2)- (1+a,-a,3a)= 1+a+a+6a:0:a:—%.
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3. Aragon, ordinaria 2022

9)
. . - — — — = — — —

a) (1 punto) Dados los siguientes vectores: vy =awuy) —2uy +3uz, V2 = —up +auz + uz,
determina el valor del parémetro a € R para que los vectores ¢, y ©, sean ortfogonales, sabiendo
que los vectores {il,, i,, i,} son ortogonales y de modulo igual a 1. o _

b) (1 punto) Calcula el volumen del tetraedro formado por los vectores ,, ¥, y #; = ¥, + 1, siendo

7, = (1,0,-2) y v, =(3,1,0)
Solucion:

a) Dos vectores son ortogonales cuando su producto escalar es 0.
vV, = au, — 2u, +3U, = (a, -2, 3) sera ortogonal a v, = -0, +au, + U, = (-1, a, 1) si V,v, =0,
vv,=(@,-2,3)-(-1,a,1)=0 = —a-2a+3=0 = a=1.

b) El volumen del tetraedro es un sexto del producto mixto de los tres vectores que lo
determinan: v, =(1,0,-2); Vv, =(3,1,0); V;=V,+V, =(1,0,-2) +(3,1,0) = (4, 1, -2).
Estos tres vectores no determinan un tetraedro, pues son linealmente dependientes: estan en el

mismo plano.
En efecto:
1 0 =2
V, :1\[\71,\72,v3]\ =13 1 o =1|—2+2|=0.
6 6 6
4 1 -2

4. Aragon, extraordinaria 2022

8) El volumen de un tetraedro es de 10 unidades cubicas. Si tres de sus vértices se encuentran en los
puntos A(1,1,1),B(—2.1.0) yC(0.1.3), halla las coordenadas del cuarto vértice D sabiendo que se
encuentra en el gje ¥. Escribe todas las soluciones posibles.

Solucion:
El volumen del tetraedro es un sexto del producto mixto de los tres vectores que lo
determinan. En este caso, los vectores: AB, AC y AD.
Como A(1, 1, 1), B(-2, 1, 0), C(0, 1, 3) y D(0, y, 0), se tiene:
AB =(-2,1,0)—(1,1,1)=(-3,0,-1); AC =(0,1,3)—(1,1,1)=(-1, 0, 2);
AD =(0,y,0)—(1,1,1) = (-1,y -1, -1).

Luego,
1 1 DN I 1
v = [ AB, AC, AD] = St 0 2= (D7) = glry-7.
-1 y_l —
)5
Para que 1|7y—7|:10:>{7y_7:60 = r
6 7y-7=-60 _ 8
7

El punto D es cualquiera de los dos siguientes: Dl(o, 6—77 Oj o D, [0, —573, Oj.
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5. Asturias, ordinaria 2022
BLOQUE 3.B Dados dosplanos r =xX+y+z2=3, 7" =X+y=3yelpunto A=(2,1,6)

(a) (0.75 puntos) Calcula un vector director y un punto de la recta r interseccion de los
planos 7y «'.

(b) (1 punto) Calcula el punto P de = tal que el segmento AP es perpendicular al plano .

(c) (0.75 puntos) Calcula el punto A’ simétrico de A respecto del plano 7.
Solucion:

. . . T=X+Yy+2=3
(a) Resolviendo el sistema determinado por los dos planos: i y =
T=X+y=3
X =t
El1-E2[ z=0 z=3
= —>(x=t)=r:{y=3-t.
X+y=3 y=3-X -0

Con esto: el punto R = (0, 3, 0); el vector director, v, = (1, -1, 0).

(b) El punto P pedido es el de interseccion del plano
7 con la recta s perpendicular a él por A.

X=2+\
Laecuaciondeses: s:<y=1+A,

Z=06+A
donde vV, =V_=(1,1,1).
Sustituyendo s en =

(2+1)+(1+1)+(6+1)=3=A=-2.

Por tanto, P = (0, -1, 4).

(c) El punto A", simétrico de A respecto de x, cumple que OA'=0OA+2AP .
Luego,

OA =(2,1,6)+2-[(0,~1,4) — (2,1,6)] = (2, 1,6) +2 - (-2, -2, -2) = (-2, -3, 2).
Estoes, A'= (-2, -3, 2).

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

GEOMETRIA (EVAU, EBAU, PEBAU... 2022)

6. Asturias, extraordinaria 2022

BLOQUE 3.B Dados los puntos A = (1,0,1), B =(1,6,1), C= (-2, -1,5)y E= (—1,1,1).
{(a) (0.5 puntos) Calcula ecuacion del plano = que contiene a los
puntos A, By C.

(b) (1.25 puntos) Calcula las coordenadas del punto D para que el * . : o
poligono ABCD sea un paralelogramo y el area de ABCD. “a :.
(c) (0.75 puntos) Halla ecuacion de la recta perpendicular al plano A
Ty que pasa por E.
Solucion:
a) El plano que contiene a los puntos A, By C
viene determinado por el punto Ay los vectores

AB =(1,6,1)-(1,0,1)=(0,6,0)y
AC =(-2,-1,5)— (1,0, 1) = (-3, -1, 4).

Sus ecuaciones paramétricas son:

x=1 —-3u
nT={y= O6A-p—>
z=1 +4pu ;L
x-1 0 -3 O
=y 6 -1=0=
z-1 0 4

n=24(x-1)+18(z-1)=0=>n=4x+32-7=0.

(b) Si ABCD es un paralelogramo, entonces:

OD =0A+AD =0A+BC, con BC =(-2,-1,5) — (1, 6, 1) = (-3, -7, 4);
Luego, OD = (1,0, 1) + (-3, -7, 4) = (=2, -7, 5).
Estoes, D = (-2, -7, 5).

El &rea del paralelogramo viene dada por S = ‘ﬁxﬁ‘

ABxAC=|0 6 0|=(24, 0,18) = S=|ABx AC|=+/24?+18% = /300 =30 u”.
3 -1 4

(c) El vector de direccion de r sera v, =v_ = (4, 0, 3).
X=-1+4t

Luego, r=qy=1
z=1+3t
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7. Baleares, ordinaria 2022

5. Del paral-lelogram (quadrilater els costats oposats del qual sén paral-lels) ABCD, es co-

neixen els vertexs consecutius A(1,0,—1), B(2,1,0) 1 C(4,3,-2).

(a) Calculau el cosinus de 'angle que formen els vectors @ i A_(}'
(b) Calculau les coordenades del punt mitja, M, del segment AC.
(c) Calculau les coordenades del vertex D.
(d) Calculau I'area del paral-lelogram ABCD.
Solucion:
(@) Si A(1,0,-1),B(2, 1,0) y C(4, 3, -2), entonces:
AB =(2,1,0)-(1,0,-1) = (L, 1, 1);
AC =(4,3,-2) - (1,0, -1) =(3,3,-1).

Aplicando el producto escalar: Af
cos(ﬁ,ﬁ): AB-AC _ (L11)4(3,3,-1) _
\ABH AC| 1% +12 +12.[32 +37 4 (-1)° 0«
_ 3+3—1= 5
J319  B7

(2 punts)
(2 punts)
(4 punts)
( )

2 punts

(b) El punto medio del segmento de extremos A(a,,a,,a,) Y C(c,,C,,C;,) viene dado por

M(aﬁcl 3, +C, a3+c3j_
2 2 2

Enestecaso,M:(lJr4 0+3 _1_2]:(§ 3 __3]

2 27 2 ) \2" 2 2

(c) Si ABCD es un paralelogramo, entonces:

OD =0A+AD=0A+BC, con BC =(4,3,-2) - (2,1,0) = (2, 2, -2);

luego OD = (1,0, -1) + (2, 2, —2) = (3, 2, -3).
Estoes, D = (3, 2, -3).

(d) El area del paralelogramo ABCD viene dada por S = ‘ﬁx A—C‘

Como,
Uy U, U

ABxAC=(1 1 1|=(-4, 4,0) = |ABxAC|=16+16=42.

3 3 -

Luego, la superficie del paralelogramo sera: S = 42 2
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8. Baleares, extraordinaria 2022
5. Sigui a un parametre real. Considerau el pla m = 3z — 2y — z = 4, el punt P(1,1,0) i la

i r—y =0,
o r—az =1.

En cada cas, si existeix, obteniu el valor del parametre a per al qual:

recta

(a) el punt P pertany a la recta r. (1 punt)
(b) la recta r i el pla 7 es tallen en un tnic punt. (3 punts)
(c) la recta r esta continguda en el pla 7. (3 punts)
(d) la recta r és perpendicular al pla . (3 punts)
Solucion:
(@) El punto P(1, 1, 0) pertenecerd alarecta r = {:_zzzol cuando cumpla sus ecuaciones.
Sustituyendo las coordenadas de P en r se tiene: r = {11_:0: 01. Siempre se cumple, para

cualquier valor de a. Luego, el punto P € r para todo nimero real a.

n=3Xx-2y-2=4 3x-2y-z=4
— Larecta y el plano determinan el sistema e X—-y=0 —>J{Xx-y =0.
C|x-—az=1 x —az=1

(b) La recta y el plano tienen un Unico punto en comun cuando ese sistema sea compatible
determinado. Por tanto, el rango de la matriz de coeficientes debe ser 3.

3 -2 -1
Como |A|=[1 -1 0|=3a-2a-1=a-1 = surangoes3cuandoa# 1.
1 0 -a

Luego, la recta corta al plano (en un Unico punto) siempre que a # 1.

(c) La recta esta contenida en el plano cuando el sistema sea compatible indeterminado. Para

3 -2 -1/4
eso, r(A) =r(M) = 2, siendo M la matrizampliada: A={1 -1 0|0 |=M.
1 0 -all
3 -2 -1 4
Sia=1,rA)=2y A=|1 -1 0|0 |=M.
1 0 11
-2 -1 4
Como el menorM, |-1 0 0]|=3#0 = el sistema nunca puede ser compatible
0 -11

indeterminado. Por tanto, la recta r nunca estara contenida en el plano =.
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(d) La recta r sera perpendicular al plano = cuando su vector de direccion sea paralelo al
vector caracteristico del plano: V. =mv_.

El vector caracteristico del planoes V. =(3, -2, -1).

Expresando la recta en sus ecuaciones paramétricas, lo que se consigue despejandoy y z en
funcién de x, y haciendo x = A.
X

A

X_=O =
rz{ y=>9_ ,_.J/y= %
1
a

r=
Xx—az=1

El vector de direccion esr es v, =(], 1, —j.
a

Es imposible que los vectores v =(3, -2, —1) y Vv, =(1, 1 Ej sean paralelos: sus
a

coordenadas no son proporcionales en ningln caso.
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9. Canarias, ordinaria 2022
3B. En el espacio tridimensional conocemos las ecuaciones siguientes:
x=1+t+4s

—_ . _x+4 y+5 z-1 . _ (dx+3y=7
mE) y=l+s onESm=T=aE ,r2={ +4z =75
z=3—2t—05s ° ’ Yz
a) Calcula la ecuacion de la recta s, perpendicular al plano m y que contiene el 1.25 ptos
punto de interseccion de las rectas r, y r»

b) ¢Es cierto que el angulo entre las rectas r; y r» €s menor de 45°7? Justificalo 1.25 ptos
Solucién:
a) Ecuaciones paramétricas de las rectas.

A . L X =—-4+5t
X+ + z-
= Yo =1 =1Yy=-5+6t.
5 6 0
z=1
Xx=-2+3h
4x+3y=7 . ., ,
r, = =1,=< y=5-4h . (Se ha despejado y en funcién de z = h; después se
y+4z=5
z= h
ha sustituido en la primera ecuacion).
—4+5t=-2+3h
El punto de corte de esas rectas se obtiene resolviendo el sistema: r, =r,—>{ -5+6t=5-4h .
1=h

i =1 : -
Su solucion es { = El punto de interseccion de ambas rectas es P(1, 1, 1).

La recta s debe llevar la direccion del vector caracteristico del plano x: V, =V_.

X=1+t+4s x-1 1 4
Como = y=1l+s =n=ly-1 0 1|=0=
z=3-2t-5s z-3 -2 -5

t=2(x-1)-3(y-1)+1(z-3)=0 = n=2x-3y+z=2 =V, =(2,-3, 1).

Por tanto, la recta perpendicular al plano = y que contiene el punto de corte de las rectas r1 y
X=1+2\

rpes: s=qy=1-3\.
z=1+1A

b) El &ngulo que forman dos rectas es el que forman sus vectores de direccion. Se determina
mediante el producto escalar.
V.V 56,0)(3,—4,1
cos(rl,rz)zcos(vrl,vrz): le\ﬁz = ( i )
VallVeo| /57 +67 /32 + (—4)% +12

-9

/1586

= cos(rl,rz)= ~-0,226 = (rl,rz):arccos(—o, 226)=103,06° ~ 76,94°.
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10. Canarias, extraordinaria 2022

3B. En el espacio tridimensional se conocen las ecuaciones de la recta y el plano
—-3x+2y=5

—4y+3z+7=0 7

siguientes: r = { T=bx—6y+7z+58=0

a) Sabiendo que la recta r y el plano 7 se cortan en un punto A, dar la ecuacién de 15 ptos
la recta s, perpendicular al plano = que pasa por dicho punto A

b) Calcula el angulo que forman la rectar y el plano 1pto
Solucion:
-3X+2y=5
a) El punto de corte de larecta r = y el plano n=5x—-6y+7z+58=0 es la
—4y+3z+7=0

n=5Xx-6y+7z+58 5X—-6y+7z=-58
solucion del sistema ; ={ -3x+2y=5 —<{ -3x+2y =5
—-4y+3z2+7=0 -4y +3z2=-7
Puede resolverse por sustitucion (despejando x y z en funcién de y...):

5Xx—-6y+7z=-58
_2y-5 _ _
X= 3 :S-M— y+7 7J:;A'y:—58 =>y=-5x=-5;2=-9.
Z=—7+4y
3

Por tanto, A = (-5, -5, -9).
El vector de direccion de s es el normal al plano: v, =v_ = (5, -6, 7).

X=-5+05t
Por tanto, las ecuaciones de s son: s=<y=-5-6t.
z=-9+7t

b) El angulo que forma una recta con un plano es el
complementario del que determinan los vectores V., de

direccion de la recta, con V_, normal al plano.
Por tanto, el seno del angulo (r, ),

sen (r, )= cos(V,, V. )= ~x Vi
v o
En nuestro caso:
lj1 U2 l]*3
V, =(-3,2,00x(0-4,3)=|-3 2 0|=(6,09,12).
0 -4 3
6, 9, 12)-(5 -6, 7
( )( ) 60 ~0,3541 =

Luego, sen (r, w) = =
\J36+81+144+/25+36+49 /28710

angulo(r, ) = arccos(0,3541) = 69,26°.
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11. Cantabria, ordinaria 2022
Ejercicio 3 [2 5 runtos]

Se llama mediana de un tridngulo a cada una de las rectas que pasan por un vértice del tridngulo y por el punto

medio del lado opuesto a dicho vértice. Considere el triangulo de vértices A =(-1,2,3), B=(3.-4.1), C=(1.-4.3).
A.[1,5 rurros] Caleule las ecuaciones de las tres medianas del tridangulo ABC.
B.[1 rurio] Compruebe que las tres medianas se cortan en un punto y caleule las coordenadas de dicho punto.
Solucion:
La situacion es la que se indica en la figura adjunta.
- Mediana m;: i

Punto medio del lado AB,

E= (—1+3, 2—4’ 3+1j:(1,_1’2).

2 2 2

Vector de direccion,

EC =(1,-4,5) - (1,-1,2) = (0, -3, 3).

x=1
Luego, la medianaes: m. =<y =-4-3t.
z=5+3t

« Mediana m,:

Punto medio del lado BC, F

:(3+1 4-4 1+5j=(2’4’3).
2 2 2

Vector de direccion, FA = (-1, 2, 3) — (2, -4, 3) = (-3, 6, 0).

Xx=-1-3h

Luego, la medianaes: m, =4 y=2+6h .
z=3
« Mediana m;:
Punto medio del lado AC, G = (_1+1, 2_4, 3+5j:(o, -14).
2 2 2

Vector de direccion, GB = (3, -4, 1) — (0, -1, 4) = (3, -3, -3).

Xx=3+3p
Luego, la medianaes: my =3y =—-4-3p.

z=1-3p

Corte de las medianas m. con m, . Se igualan las coordenadas genéricas de ambas rectas y se
resuelve el sistema.

1=-1-3h
—4-3t=2+6h = tz—g y hz—g.
5+3t=3

Por tanto, se cortan en O = (1, -2, 3), que se obtiene sustituyendo el valor de ten m. .

. . . 2
— Este punto O pertenece también a la tercera mediana m; . Se obtiene para p = -3

La coincidencia de los valores de t, h y p es eso, una coincidencia.
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12. Cantabria, ordinaria 2022

Ejercicio 7 [2 5 runros)

Los puntos A= (2,0, 0), B = (-1, 12, 4) son dos vértices de un tridngulo. El tercer vértice se encuentra en la recta
dx+3z=133

o y=10

A [1,5 punmos] Caleule las coordenadas del tercer vértice C, sabiendo que la recta r es perpendicular a la recta que

pasa por los puntos Ay C.

FUNTOS) Determine el dngulo que forman los vectores A8 ¥y AC

[y}

o O

B. [
C. [0,5 puros] Caleule el drea del tridgngulo ABC.

Solucién:
A. La situacion es la que se indica en la figura adjunta.

La recta r se expresa en paramétricas haciendo x =t y despejando:

X=t
4x+3z =33 N 4
r= =>r=¢ y=0 =V =/10——]|.
y=0 4 3
z=11——t
3

El punto C buscado es el de corte del plano =, perpendicular a r que
contiene a A, con larectar.

El vector caracteristico de ese plano es el de direccion de la recta: V. =V, = (1, O,—ﬂj .

Su ecuacion sera: nzl-(x—2)+0-(y—0)—%-(z—0):0 = n=3x—-4z=6.

Sustituyendo las ecuaciones de r en x se obtiene C.
ns3t—4(11—gtj:6:t:6.
Por tanto, C = (6, 0, 3).

Puede verse que AC = (6,0, 3) — (2, 0, 0) = (4, 0, 3) es perpendicular a la recta, pues:

ACH, =(4,o,3)-(1, o,—g) =4-4=0.

B. Los vectores que determinan son:
AB =(-1,1,4)—(2,0,0) = (-3, 12, 4); AC = (4,0, 3).
Aplicando el producto escalar:

cos(ﬁ,ﬁ)— ABAC _  (3124)(403) =0 => son perpendiculares.

|Bl{AC| -3y +127 4 42 A 43

C. La superficie del triangulo de vértices ABC es S = %‘ﬁ xﬁ‘ .

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano
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u1 u2 US
Como ABxAC =|-3 12 4|=(36,25-48) =
4 0 3

|ABx AC|= /362 + 257 + (—48)? = /4425 = 65.

Luego, la superficie del tridangulo serd: S =32,5 u?.

13. Castilla La Mancha, ordinaria 2022

4. Sean las rectas

—1
u
—5p

—.,
]
ey
L I 4
I nn
R I~
-5
[#]

11}
e,
L IR
I nn

donde A y p son los parametros y a € [R.

a) [1,5 puntos] Estudia su posicion relativa en funcion de los valores que toma a.

b) [1 punte] Encuentra razonadamente un plano que contenga a 5y que sea paralelo a r.

Solucién:
X =2\
a) r=qy=-A —> UnpuntoderesR=(0,0,a); suvector de direccion, v, = (2, -1, 0).
Z=a
X=-1
s=4 Yy=pn — UnpuntodesesS=(-1,0,0); suvector de direccion, v, = (0, 1, -5).
Z=-5pn

Estudiando la dependencia lineal de los vectores V,, V. y RS, siendoR e ry S s, se

determina la posicion relativa de ambas rectas: si esos vectores son linealmente
independientes, las rectas se cruzan; si son linealmente dependientes, estan en el mismo
plano.

Como RS = (-1,0,0) - (0,0, a) = (-1, 0, —a), se tiene que

2 -1 0
[\7”\75,@]: 0 1 -5=-2a-5->seanulasi a:—g.
-1 0 -a

Por tanto:

. 5 L . .
. Sia=# 5 los vectores seran linealmente independientes — las rectas se cruzan.

« Sia= —g, las rectas estan en el mismo plano. En este caso, RS = (—1, Ogj gue no es

proporcional a ninguno de los vectores Vv, , V,; luego, las rectas se cortaran.

b) El plano viene determinado por la recta s y por el vector v, .
Sus ecuaciones seran:

Xx=-1 +2A x+1 0 2
nT={y= p-A <=y 1 -1=0= n=5x+10y+2z+5=0.
z= -5u z -5 0
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14. Castilla La Mancha, extraordinaria 2022
4. Seaelpunto A= (1,0,1) yelplanomr=x+ y+ z =8.

a) [1,5 puntos] Calcula la recta perpendicular a 1my que pasa por A. ;En qué punto se cortan la recta y el plano?

b) [1 punto] Obtén el punto de la recta anterior distinto de A que dista de 7 igual que A, es decir, el punto simétrico
de A con respecto a 1.

Solucién:
a) El vector de direccion de r es el normal al plano: v, =v_ = (1, 1, 1).
Xx=1+A -
Por tanto, sus ecuaciones son: r=yy= A, _ » Vr
z=1+L\ Va 14
| :
El punto de corte se obtiene sustituyendo las ecuaciones de r en x: ﬂ M
t=(1+A)+A+(1+1)=8=3A=6=>1=2.
Por tanto, M = (3, 2, 3).

b) Sea A’= (Xo, Yo, Zo) el simétrico de A respecto de r. Entonces, M debe ser el punto medio
entre Ay A",
M:(3,2,3):(1+_X0 Yo 1+_20j -

2 2 2

1+ x 1+2z,

3

Por tanto, A" = (5, 4, 5).

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

GEOMETRIA (EVAU, EBAU, PEBAU... 2022) 15

15. Castilla 'y Ledn, ordinaria 2022
E3.- (Geometria)

x—1 yv+2 z+1

a) Dada larectar = — ==V el plano m = 2x + y + mz = 0, calcule m para que
la recta y el plano sean perpendiculares. (1 punto)
b) Calcule el plano perpendicularalos planost =x+y+z=1ym =x—y+z =2, que
pasa por el punto (1,2,3). (1 punto)
Solucién:
a) Una recta es perpendicular a un plano cuando el vector de B
direccion de la recta es paralelo al vector caracteristico del plano: Vi
cuando V, =k-V_. 7 T
Como Vv, =(2,1,4)y V. =(2, 1, m), paraque V, =Kk-V_ es necesario
que m = 4. Jm T/
b) El vector caracteristico del plano m2, perpendicular a = y w1, debe :

ser perpendiculara v, = (1,1, 1)y v, = (1, -1, 1), vectores caracteristicos de n y 71,
respectivamente. Por tanto, V., =V_xV .

u, u, U =l
V,=|1 1 1/=(2,0,-2). -
1 -1 1 N
Luego, m, =2x—2z=d . -
Como debe pasar por el punto (1, 2, 3) = 21-23=d =d =—4. Por tanto, el Vz

plano buscado es n, =2x-2z=-4 < n,=Xx-2=-2.
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16. Castilla y Ledn, extraordinaria 2022
E4.- (Geometria)
a) Encuéntrense las ecuaciones de la recta que esta contenida en el planoa = x —y = 0, es

paralela al plano f = 2x — 3y + z = 4 y pasa por el punto P = (1, 1, 3). (1 punto)
b) Hallese la ecuacion del plano que es paraleloa r=x—1=y+2 = ? y pasa por los
puntos A= (0,3, D yB=(2,1,-1). (1 punto)
Solucion:

a) El vector de direccion de la recta buscada debe ser debe ser perpendiculara v, = (1, -1, 0)
y v, = (2, -3, 1), vectores caracteristicos de los

planos a.y B, respectivamente. Por tanto, V, =V, xV,.

ul UZ u3
V.=|1 -1 0[=(-1-1-1)=(1L1).
2 3 1

Como la recta debe contener al punto P = (1, 1, 3),
sus ecuaciones parameétricas son:
X=1+A
r=<y=1+Axa.
z2=3+A

b) El plano pedido esta determinado por los vectores AB y V., y por el punto A.
AB =(-2,1,-1)-(0,3,1) = (-2,-2,-2)=(1,1,1); V, =(1,1, 2).
Su ecuacion sera:

x 11
n=ly-3 1 1/=0 =

z-1 1 2
n=x—(y—-3)=0=n=x-y+3=0.
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17. Catalufia, ordinaria 2022

5. Siguinels punts A=(0,0,1), B=(1,1,1),C=(-1,-1,1)i D=(1, 0, 1).
a) Comproveu que tres d’aquests punts estan alineats. Determineu quins son els tres
punts i calculeu 'equacio continua i I'equacié parameétrica de la recta que defineixen.
[1.25 punts]

b) Calculeu I'equacic general o cartesiana del pla que determinen els quatre punts.
[1.25 punt=]

Solucién:
a) SiA(0,0,1),B(1,1,1),C(-1,-1,1) y D(1, 0, 1), entonces:

AB =(1,1,1)-(0,0,1) = (1, 1, 0);

AC =(-1,-1,1)- (0,0, 1) = (-1, -1, 0).
Como puede observarse, AC =—AB . Por tanto,
los puntos A, B y C esta alineados.

X=A
La recta que definenes: r:qy=»A.
z=1

b) El vector AD = (1,0, 1) — (0, 0, 1) = (1, 0, 0); luego, D no esté alineado con Ay B.
Por tanto, los puntos A, B y D determinan un plano de ecuacion:

x 11
=y 1 0=0:>TCE—(Z—1)=0:>TEEZ=1.
z-1 0 O

18. Catalufa, extraordinaria 2022
1. El mastil que sostiene la lona de la carpa de un circo se sitta perpendicularmente sobre el
plano de un suelo cuya ecuacion es m: x — z = 6. Se sabe que la cupula de la carpa (el punto
mas elevado por el que pasa el mastil) estd en el punto de coordenadas P=(30, 1, 0).
a) Calcule la ecuacion paramétrica de la recta que contiene el mastil.
[1 punto]

b) Calcule las coordenadas del punto de contacto del mastil con el suelo, y la longitud
del mastil.

[1.5 puntos]

Solucion:
a) La recta que contiene al mastil es perpendicular al plano
m:X—2=6 Yy pasa por el punto P = (30, 1, 0). - 1=
Por tanto, su vector de direccion es el normal al plano: Vr

V.=V _=(1,0,-1). v, 1p

X =30+ J >
Sus ecuaciones paramétricas seran: r:q  y=1 . p 0
Z=-\

b) El punto de contacto del mastil con el suelo es el de corte de la recta r con el plano =. Se
encuentra sustituyendo las ecuaciones de en =:

73040 —(-A)=6=>2 =24 =>1=-12.
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Por tanto, Q = (18, 1, 12).
Su longitud es el médulo del vector @ =(18, 1, 12) - (30, 1, 0) = (-12, 0, 12).

\iij\:,/(—12)2+122::12\ﬁ§.

19. Comunidad Valenciana, ordinaria 2022

= — 1 = 4 — 5
Problema 3. Dadas las rectas { x_ z y S: {x vz
y=2-—3z

y=4z—-3
a) Indicar justificadamente la posicién relativa de r y s. (5 puntos)
b) Hallar la ecuacién de la recta [ que pasa por el origen y cortaar y s. (5 puntos)
Solucién:

a) La posicion relativa de dos rectas se determina estudiando la relacion de dependencia lineal
de tres vectores: los de direccién de cada recta y cualquier vector determinado por dos puntos

arbitrarios, uno de ry otrode s. Estoes: V., V, y RS ,siendoReryS es.

Obteniéndose:

« Rectas paralelas — los vectores de direccion son paralelos: vV, = k-V;.

. Si,ademas, V, = RS, las rectas coinciden.

« Las rectas se cortan (son secantes) — los vectores Vv, , V. y RS son linealmente
dependientes, pues los tres estan en el mismo plano.

« Las rectas se cruzan — los vectores V., V, y RS son linealmente independientes, pues los

tres vectores no estan en el mismo plano.
En este caso, las rectas son:

X=-1+t
x=z-1 .
r:{ =(z=t)>r:qy=2-3t— V,=(1,-3,1); R=(-1, 2,0).
y=2-3z
z=t
X =4-5h
X=4-52 ~
S: =(z=h)>r:qy=-3+4h—> — V,=(-5,4,1); S=(4,-3,0).
y=4z-3
z=h
RS =(4,-3,0) - (-1, 2, 0) = (5, -5, 0).
1 31
Como [Vr,vs,@]z -5 4 1|=5-15+5=-5%0 = las rectas se cruzan.
5 50

b) ) La recta pedida se obtiene por interseccion de los planos =r, que contiene a r y pasa por el
origen, y s, que contiene a sy pasa por el origen.
Plano m:

Determinado por O(0, 0, 0) y por los vectores OR = (-1,2,0)y VvV, =(1,-3, 1); el punto
R(-1, 2, 0) pertenece a la rectarr.
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Su ecuacion es:

x -1 1
|y 2 -3=0=m :2x+y+z=0.
z 0 1
Plano rs:

Determinado por O(0, 0, 0) y por los vectores oS = (4,-3,0)y V, = (-5, 4, 1); el punto S(4,

-3, 0) pertenece a la recta s.
Su ecuacion es:

x 4 -5
|y -3 4|=0= m :3x+4y-z=0.
z 0 1
2X+y+z=0
Por tanto, | : :
3X+4y—-z=0

20. Comunidad Valenciana, extraordinaria 2022
Problema 4. Dados los puntos A = (2,1,—2) vy B =(3,2,3), y el plano 7 definido por 2x + 2y +z = 3,
obtener:

a) El punto de corte C entre el plano 77 y la recta perpendicular a 77 que pasa por B. (5 puntos)
b) El area del triangulo cuyos vértices son 4, B y C. (5 puntos)
Solucion:

a) La recta r, perpendicular al plano =:2x+2y+z =3, que pasa por el punto B = (3, 2, 3),
tiene de vector de direccion el caracteristico del plano: vV, =vV_ = (2, 2, 1).

X=3+2A ”
Por tanto, sus ecuaciones paramétricas seran: r:qy=2+2A. v,
1_..

Z=3+}\4 ___M!B ®

;i

El punto de corte de la recta con el plano se encuentra sustituyendo Ny C
las ecuaciones de r en en =: ST

n:2(3+20)+2(2+20) +(3+A) =3 =-10=> A =——.

Por tanto, C :(3—§,2—§,3—9j=(z,—2,gj-
9 9 9

b) La superficie del triangulo de vértices ABC es S = %‘E X A—C‘ .

AB =(3,2,3)-(2,1,-2) = (1, 1, 5); E’:[Z,—E,E)—(z,l,—z)=(—1—1,—1—1,§j.
9" 9’9 9' 9’9
0, 0, G
Como ABxAC=| 1 1 5 [=(1010,0) = |ABxAC|=10?+10? =10V2.

-11/9 -11/9 35/9

Luego, la superficie del triangulo sera: S = 52 U2
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21. Extremadura, ordinaria 2022

.. . y—2r=1

3. Dados el plano 7 de ecuacion x + 2y — z = 0 y r la recta de ecuaciones r = { j —_—
a) Hallar ¢l punto de interseccién del plano 7 y la recta r. (1 punto)
b) Calcular la distancia del origen a la recta r. (1 punto)

Solucion:
a) El punto de interseccion se encuentra sustituyendo las ecuaciones de en x.
Expresando r en paramétricas:

X=t

y—-2x=1 _ »
= (x=t)>r=qy=1+2t, se tiene:
Xx—2=0 St

r

nst+2(l+2t)—t:0:4t:—2:>t:—%.

Parat=1, M :[—E, 0, —Ej
2 2
b) La distancia de un punto P a una recta r es:

‘ﬁxvr‘

v,
En este caso:
A=(0,1,0),P=(0,0,0), AP=(0,-1,0), v,=(1, 2, 1).

d(P,r)= , siendo A er.

El producto vectorial vale:

L_jl UZ US
APxV, =[0 -1 0|=(-10,1) = [APxY,|= /(-7 +1* =2,
1 2 1
El médulo de ¥, : |V.|= V1 +22 +12 = 6.
2

Luego, d(P,r)=—=

5
J6

-

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

GEOMETRIA (EVAU, EBAU, PEBAU... 2022) 21

22. Extremadura, extraordinaria 2022

r=1

3. Dados los puntos A = (0.0,2) v B = (1.1,0) v la recta r : { ;/ (2 puntos)

Calcular un punto P € r para que el triangulo ABP tenga un angulo recto en el punto A.

Solucién:
Expresando r en paramétricas:

x=1
x=1
I =>(y=t)>r:iy=t.
y=12¢ t
=

Un punto genéricoderes P=(1, t, t).

El triangulo ABP tendra un angulo recto en A cuando los

vectores AB y AP sean perpendiculares; para ello su
producto escalar debe ser 0.

AB =(1,1,0)-(0,0,2) = (1,1,-2); AP = (L t, t)—(0, 0, 2)=(1 t, t—2);
AB-AP=0 = (L t, t-2)}1 1, -2)=1+t-2t+4=0=t=5.
Por tanto, P = (1, 5, 5).
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23. Galicia, ordinaria 2022

5. Geometria

a) Obtenga la ecuacién implicita o general del plano 7 que pasa por el punto P(1,—1,0) y es perpendicular a
x=1+4

larectar:{y=-1, A€R.
z=0,

x =2,
b) Calcule los dos puntos de la recta r:{y = 4, A € R, cuya distancia al planom:x — 1 = 0 esigual a 2.
z =24
Solucion:
a) El vector caracteristico (normal) del plano pedido debe ser el de It
direccion de larecta: v. =V, = (1,0, 0). = L Py
Por tanto, su ecuacion sera: J( v,

1:1Xx+0y+0z+d=0=mn:x+d =0.
Como el punto P(1, -1, 0) € &, entonces, sustituyendo, /
n:l+d=0=d=-1. T
Por tanto, el plano pedido es ©: x—1=0. b Py

b) La distancia de un punto a un plano viene dada por la expresion:

d(P(X,, Yy, Z,) m:ax+by+cz+d =0)= %axo + by, + ¢z, +d|

Ja? 1b?+¢? ‘
Como la recta tiene por ecuaciones,
X=X\
r:<y=~xa,entonces, un punto genérico de ellaes P(A, A, A).
Z=L
Se desea que d(P,n) =2, siendo ©:x—1=0.
Por tanto,

d(p,n):‘% e p-l-2=%=-10%=3

ParaA =-1= P1=(-1, -1, -1).
ParaA =3 =P2=(3, 3, 3).

24. Galicia, extraordinaria 2022
6. Geometria

. . . 1 -1 -
Estudie la posicidn relativa de la recta T:% = yT = gy el plano m: ax + 4y + 3az + 2 = 0 en funcidn de

los pardmetros k y a. Luego, si es posible, diga cudndo r es perpendicular a 7.
Solucién:
Las posiciones relativas de una recta y un plano se hallan estudiando la situacién de los
vectores de direccion de larecta, V., y el normal al plano, V_.

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

GEOMETRIA (EVAU, EBAU, PEBAU... 2022) 23

. Larectaes paralela al plano — EI vector de direccion de la recta es perpendicular al vector
caracteristico del plano. Por tanto, v, - V.=0. Ademés,siAer=A ¢ xn.

« Larecta esta contenida en el plano — También Vv, - V. =0. Ademés,siAer=A e .
« Larecta corta al plano — Los vectores V. y V, no son perpendiculares. Por tanto,

V. - V.= 0. (Un caso particularmente interesante se da cuando la recta es perpendicular al
plano: debe cumplirse que V, =kv_).

En este caso:

r:XTlezyT_lzé =V, =(1,k 3); m:ax+4y+3az+2=0 = V_=(a, 4, 3a).
V. - V.=(1,k 3)-(a 4,33 =a+4dk+9a=10a+4k .
Con esto:

V, - V=0 cuando 10a+4k=0:>k=—ga.
Luego:

. 5 ) . :
« Sik= —Ea se tendré que la recta es paralela o esta contenida en el plano;

. 5
o Si k= —Ea la recta y el plano se cortan en un solo punto.

— Estara contenida en el plano si el punto A = (-1, 1, 0) € r también pertenece a .
Paraello, a:(-1)+41+3a0z+2=0=a=6.

Por tanto:
. sia=6 = k=-15: larecta esta contenida en el plano;

. Sila£b6y k= —ga la recta serd paralela al plano.

« Larecta es perpendicular al plano: debe cumplirse que vV, =k _. Esto significa que:

1 k3 g
a 4 3a

La recta es perpendicular al plano cuando ak =4.

(Por ejemplo, sia=2y k=2, los vectores son V., =(1,2,3)y V_=(2, 4, 6), que son

proporcionales; uno es doble que el otro).
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25. La Rioja, ordinaria 2022
8.— (2 puntos) Determina los valores de los pardmetros a, y b para que el plano
7 contenga a la recta r, donde:

z+y+ 2 == ke
=azx =1 r =
T=ex+Ytz ; 7 {_13_29_#2 R
Solucién:
La manera mas inmediata de determinar cada una de estas posiciones es estudiar el sistema

o X+y+z=1
asociado, que es: {  |-x—2y+z=0.
n=ax+y+z=>b

. Siel sistema es incompatible, la recta es paralela al plano.

. Si el sistema es compatible indeterminado, la recta esta contenida en el plano.

. Siel sistema es compatible determinado, la recta corta (atraviesa) al plano. El punto de
corte de una recta y un plano es la solucion del sistema.

(También puede estudiarse vectorialmente, como se ha hecho en el problema anterior).

1 1 1|1
Las matrices, de coeficientes y ampliada del sistema, son: A=|-1 -2 1 | 0|=M.
a 1 11|b
1 1 1
|Al=]-1 -2 1=-3+1+a-1+2a=3a-3.
a 1 1
Este determinante vale 0 si a = 1.
Por tanto:

« Sia#1= r(A)=3=r(M). El sistema sera compatible determinado: la recta corta al
plano, independientemente del valor que tome b.

1 1 1|1
« Sia=1setendra: A=|-1 -2 1| 4|=M.
1 1 1 b
1
El rango de A es 2, pues |A1|:‘ 2‘:—17&0.
1 11
Como el menor de M, [M,|=|-2 1 0|=b+2b-3=3b-3, el rango de M es 2 si b =1; sera
1 1 b
3,sib#1.
Luego:
. Sia=1yb=1, elsistema es compatible indeterminado: la recta estd contenida en el
plano.

. Sia=1, perob+#1, el sistema es incompatible: la recta sera paralela al plano.
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26. Madrid, ordinaria 2022

A.3. Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Con un dispositivo laser situado en el punto P (1,1,1) se ha podido seguir la trayectoria de una particula que se
20 —y =10

desplaza sobre |a recta de ecuaciones r = { . g0

a) (0.5 puntos) Calcule un vector director de r y la posicion de la particula cuando su trayectoria incide con el
plano = = 0.
b) (1.25 puntos) Calcule la posicion mas proxima de la particula al dispositivo laser.

c) (0.75 puntos) Determine el angulo entre el plano de ecuacion = +y =2y larecta r.

Solucién:
a) Ecuaciones paramétricas de r.

X=t
2x—-y =10 =-10+2x
re y=2 2 = (x=t)=r={y=-10+2t = v, =(1, 2, 1).
X—2=-90 z=90+X
=90+t

Corte con el plano z = 0:
Si90+t=0=1t=-90.
Por tanto, la posicion de la particula cuando z = 0 es Q(-90, —190, 0).

b) Es el punto de corte del plano perpendicular a r que pasa por P
con la recta.
El plano perpendicular a r tiene por vector caracteristico Vv, = V,
=(1,2,1).
Su ecuacion sera:
n=X+2y+z+d=0.
PorpasaporP(1,1,1) = 1+2+1+d=0=d =-4.
Luego, t=x+2y+z-4=0.

La interseccion de & con r se obtiene sustituyendo las ecuaciones de r en x:
t+2(—1+2t)+(90+t)-4=0=6t+66=0=>t=—6.

Por tanto, R(-11, —32, 79).

¢) El angulo que forma una recta con un plano es el
complementario del que determinan los vectores Vv, , de

direccion de la recta, con V_, normal al plano.
Por tanto, el seno del angulo (r, n),

o R A VA
sin(V,,V, ) =cos(V,,V, ) = Il
Como t=x+y=2 > V. =(2, 1, -1).

(LLOML21) 1+2 3 = angulo(r, n") = 60°,

NN e N TP

Luego: sin(V.,V, )
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27. Madrid, ordinaria 2022

B.3. Calificaciéon maxima: 2.5 puntos.

r=1+2A
Seanelplanor=x+y+=2=1,larectar, = { y=1—A, AeRyelpunto P(0,1,0).
z=-1

a) (0.5 puntos) Verifiqgue que la recta r; esta contenida en el plano 7 y que el punto P pertenece al mismo
plano.

b) (0.75 puntos) Halle una ecuacion de la recta contenida en el plano = que pase por Py sea perpendicular a
1.

c) (1.25 puntos) Calcule una ecuacion de la recta, o, que pase por Py sea paralela a ;. Halle el area de un
cuadrado que tenga dos de sus lados sobre las rectas ry y ro.

Solucién:
a) La recta esta contenida en el plano si un punto genérico de ella cumple la ecuacion del
plano.

X=1+A

L=yy=1-1 = R=(1+A1-A,-1)er.
z=-1

SustituyendoRen t=x+y+z=1,como 1+A+1-A-1=1 = r,c .
También P(0, 1, 0) € =, pues cumple su ecuacion: 0+1+0=1.

b) El vector de direccion de dicha recta debe ser perpendiculara v, =(1,1,1)ya vV, =(1,

-1, 0).
Por tanto,
u, U, U
V=V xV,=[1 1 1|=(11, -2) )
1 -1 0 . ~<
Si pasa por P(0, 1, 0), su ecuacion sera:
X=A
r=qy=1+x.
Z=-2\

c) Larecta r, paralela a r1, tiene por vector

de direccion el mismo, V,; =( 1, -1, 0); si
X=X\

pasa por P, su ecuacion sera: r,=<y=1-A.
z=0

El lado del cuadrado es la distancia entre ambas rectas; que es la distancia de cualquier punto

de r1 a su paralela r.. Para hallar esta distancia puede calcularse un plano ©”, perpendicular a

de ry y determinar su punto de corte Q.

Vy =V =(1,-1,0)= t=x-y+d =0;
Por pasar po P(0, 1,0) = 0-1+d =0=d =1.
Luego, T=x—-y+1=0.

Corte con ri: n’zl+k—(l—k)+1=0:>x=—%.
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2 2
Su area sera: 1% = ‘W}‘Z =(%j J{lj +(-1)? zg 0.

28. Madrid, extraordinaria 22
A.3. Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Sean el plano = = = = = y los puntos A(0,—1,0)y B(0,1,0) pertenecientes al plano .

a) (1.25 puntos) Si los puntos A y B son vértices contiguos de un cuadrado con vértices {A, B, C, D} que se
encuentra en el plano =, encuentre los posibles puntos C'y D.

b) (1.25 puntos) Si los puntos A y B son vértices opuestos de un cuadrado que se encuentra en el plano ,
determine los otros dos vértices del mismo.

Solucion:
a) La situacion grafica se muestra en la figura adjunta.

El lado AB es el mddulo del vector AB = (0, 1, 0) — (0, -1, 0) = (0, 2, 0) — \ﬁ\ =2,
Los puntos del plano n=z = x son de la forma P(x, Y, x).
Si C(x,y,x) es otro vértice del cuadrado,

entonces: ﬁ:(x, y,x)—(0,1,0)=(x,y—1x); b G
cumpliéndose que: BC es perpendicular a AB y 4
‘E‘ =2 c,

BC perpendiculara AB = BC-AB=0=
(% y-1,x}{0,2,0)=0=2y—-2=0=y=1.

Siy=1, BC=(x,0,x); luego ‘ﬁ‘zZ = =2 x=+2.
Por tanto, hay dos soluciones: Cl(\/f,l,\/f) y Cz(—ﬁ,l,—ﬁ).
Para Cl(\/i,l,\/i) = Dl(\/f,—l,\/?), pues:

OD; =OC; - AB =(v/2,1,42)-(0,2,0) = (v2,-1.2).
Para Cz(—ﬁ,l, —\/5) = Dz(—\/z —1,—\/5), pues:

OD, =0C, - AB =(—2,1,—/2)~(0,2,0) = (2,1, /2]

C
b) Si los puntos A y B son vértices opuestos, entonces, en su punto medio ‘
O(0, 0, 0), se cortan sus diagonales. A B

Por tanto, si C(x, Y, x) es otro vértice del cuadrado, entonces,
OC =(x,,x) debe ser perpendicular a AB y ‘@‘ =1.

OC perpendiculara AB = OC - AB=0 = (% ¥,x){(0,2,0)=0=2y=0=y=0.

Siy=0, Cf:(x,o,x); luego ‘ﬁ‘:l = X2+ X2 =1:>x:+i

-

D
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1

: 1 1 1
Por tanto, hay dos soluciones: C (— —j (——,0,——).
NN R N RN

Con D [ j (— 0, j (Los vértices se han cambiado).

7

29. Madrid, extraordinaria 2022

B. 3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

(SR~
[l H
U‘ l\D

teR.

T\DI\J

o r4+y+2=0 o
Sean las rectas 1 :{ y—2:+1=0 y ._s{

~

a) (1.5 puntos) Estudie la posicién relativa de las rectas dadas y calcule la distancia entre ellas.
b) (0.5 puntos) Determine una ecuacién del plano = que contiene a las rectas r y s.

c) (0.5 puntos) Sean P y Q los puntos de las rectas r y s, respectivamente, gue estan contenidos en el
plano de ecuacion » = 0. Calcular una ecuacion de la recta que pasa por los puntos Py @.

Solucion:
Hay que estudiar la dependencia lineal de los vectores V,, Vv, y RS ,siendoR eryS e s.

Obteniéndose:
« Rectas paralelas — los vectores de direccion son paralelos: vV, = k.

. Si,ademés, V., = RS las rectas coinciden.

. Las rectas se cortan (son secantes) — los vectores V., V; y RS son linealmente

dependientes, pues los tres estan en el mismo plano.
« Las rectas se cruzan — los vectores V,, V. y RS son linealmente independientes, pues los

tres vectores no estan en el mismo plano.

En este caso:

X+y+2=0 X+y+2=0 x=-1-2h
r= = r= =>r=<y=-1+2h—>
{y—22+1:0 E2+ El{—x—22—1:0 _h
R=(-1,-1,0); v, =(-2, 2, 1).
X=2-2t
S=3y=5+2t—>S=(2,5,0); V, =(-2,2,1).
z=t
Es obvio que las rectas son paralelas: v, = V, = (-2, 2, 1).
. . . ‘RS xv‘
La distancia entre ellas viene dada por d(r,s)=d(S,r) 7]

donde RS = (2,5, 0) — (-1, -1, 0) = (3, 6, 0).
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El producto vectorial vale:

ul u2 l]3
RSxV,=[3 6 0|=(6,-3, 18) = [RSxV,[= 6" +(-3)’ +18" = /369
2 2 1
El modulo de ¥, : [V, =/(-2)2+22 +12 =9 =3,

_%fﬁzm

Luego, d(r,s)=

b) El plano que contiene a las rectas r y s viene determinado por el punto R = (-1, -1, 0) y los
vectores V. = (-2, 2,1)y RS = (3, 6, 0).

Xx=-1-2h+3t
Sus ecuaciones son: t=<Yy=-1+2h+6t.
z=h

c) Paraz =0, los puntos Py Q de r y s, respectivamente, son P = (-1, -1, 0) y Q= (2, 5, 0).
X=2+3\

Como PQ = (2, 5,0) — (-1, -1, 0) = (3, 6, 0), la recta pedida serd p={y=5+6x.
z=0
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30. Murcia, ordinaria 2022
5: Considere las siguientes rectas:

'-,\'—2_.\“—3_2 . X—z = 0
== V% v -

a) [1 p.] Estudie la posicion relativa de ambas rectas.

b) [1,5 p.] En caso de que las rectas se corten, calcule la ecuacién del plano que
las contiene y el angulo que forman ambas rectas. En caso de que las rectas
se crucen, calcule la perpendicular comun a ambas rectas.

Solucion:
a) Hay que estudiar la dependencia lineal de los vectores V., V; y RS ,siendoR eryS €.

Obteniéndose:
« Rectas paralelas — los vectores de direccion son paralelos: vV, = k.
« Si,ademés, V., = RS las rectas coinciden.

« Las rectas se cortan (son secantes) — los vectores V., V, y RS son linealmente
dependientes, pues los tres estan en el mismo plano.

. Las rectas se cruzan — los vectores V,, V. y RS son linealmente independientes, pues los
tres vectores no estan en el mismo plano.

En este caso:

Xx=-2+h
r;X+2: y_3252 r: y=3+h —)R:(_Z’ 3, 0)’ Vr :(_1, 1, O)
-1 1 0
z=0
x=t
Xx—2=0 )
“{ yoi SSPYTLoSEOLOY =0
- 7=t

RS =(0,1,0)-(-2,3,0)=(2,-2,0).

-1 1 0
Como [Vr ,VS,R—S] =1 0 1/=-2+2=0 = los vectores son linealmente dependientes:
2 -2 0

las recta r y s se cortan, pues no son paralelas, al no serlo v, y V..

b) El angulo que forman dos rectas es el que determinan sus vectores de direccion.

wov _[((L1oeoy | 1,
= = =—== angulo(r, s) = 60°.
A V1+14/1+1 2 2 M (r.9)

cos(V,,V;)

rivs
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31. Murcia, ordinaria 2022
6: Considere los puntos A = (1,—1,2) y B=(3,5.2).

a) [1,5 p.] Determine la ecuacion del plano = perpendicular al segmento AB y que
pasa por el punto medio de dicho segmento.

b) [1 p.] Calcule la distancia del punto A al plano 7.

Solucién:

a) Es el plano mediador del segmento de extremos Ay B.
Dados dos puntos A y B, el plano mediador del segmento AB es el plano perpendicular al
segmento y que contiene a su punto medio M.

Todos los puntos del plano mediador estan a la misma distancia de los extremos del
segmento. Esto es, si el punto P(x, y, z) pertenece al plano mediador n, se cumple que
d(P,A)=d(P,B).

La ecuacion del plano mediador se halla facilmente si se tiene en cuenta
que su vector director es AB y que contiene al punto M.

o

e

En este caso, como A =(1, -1, 2)y B =(3, 5, 2), el plano mediador del

segmento AB tiene por vector normal a v, = AB = (3,5,2)-(1,-1,2)

=(2, 6, 0).

Por tanto, su ecuacion ser&: n:2x+6y+d =0.

1+3 -1+5 2+2
2 2 2

Como contiene al punto M = ( J =(2, 2, 2), debe cumplirse que

22+62+d=0=>d=-16.
Luego, el plano mediador es n:2x+6y-16=0 < n:x+3y—-8=0.

b) La distancia del punto A al plano =« es:

d(Am)=d(AM)= y(2-1) +(2+1) +(2-2)° =10.
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32. Murcia, extraordinaria 2022
6: Considere las rectas r y s dadas por

a1y 2 )ox+2z =1
e T T 5'{

y = 0
a) [1,5 p.] Compruebe que las rectas son coplanarias (es decir, estan contenidas
en un mismo plano) y calcule la ecuacién del plano que las contiene.
b) [1 p.] Calcule la distancia de larecta r al plano & : x — y + 2z = 3.
Solucion:
a) Las rectas r y s seran coplanarias si los vectores V., V. y RS son linealmente dependientes,

siendoR eryS esy V., V, sus vectores de direccion.
En este caso:

x-1 vy z _

—:—:—:}R: 1,0,0;Vr = _l, l,l-

T =1=; = R=(L0.0; 7, = (-1,1,1)

9721 Xx=1-2t

X+2z =
s:{ 0 =s=¢y y=0 —»5=(1,0,0); v, =(-2,0,1).

y:

z=t

RS =(1,0,0) - (1,0, 0)= (0,0, 0).
No es necesario comprobar la dependencia lineal de los tres vectores, pues los punto Ry S
coinciden. Las rectas se cortan en el punto (1, 0, 0).

Las ecuaciones paramétricas del plano que terminan son:
x=1-t-2h x-1 -1 -2
niqy= t =|y 1 0=0=n:x-y+2z-1=0.
z= t+h z 1 1

b) Larecta r es paralela al plano n:x—y+2z =3, pues el vector r R ’

normal ax, V. = (1, -1, 2) es perpendiculara v, = (-1, 1, 1): su

producto escalar vale 0:
VooV, =(1,-1,2)-(-1,1,1)=-1-1+2=0.

Por tanto, d(r,n)=d(R,n)= 11-10+20-9 _2 .
124 (-1)+2¢ 6
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33. Navarra, ordinaria 2022

P4) Calcula la ecuacion continua de la recta que pasa por el punte P = (1,2, 1), es paralela al
planc # =20 —y+ 2z =0 y corta a la recta:

c= { ‘;’:C_iy?j;gz i ?J, _ 3 (2.5 puntos)
Solucion:

La recta pedida estaré en el plano =", paralelo a
y que pasa por P.

Si corta a la recta r, lo haré en el punto de corte de

esa recta con el plano «’.

El plano n", paraleloa n=2x—-y+2z =0 sera:
n=2X—-y+z+d=0.

PorpasarporP=(1,2,-1)=>2-2-1+d=0=>

d=1.

Luego, m=2x—y+z+1=0

El punto de corte, Q, de la recta s y el plano n” viene dado por la solucion del sistema:
rE{x—y+22+2:0
3x—y—-2-3=0 — puede resolverse aplicando Gauss.
n=2X-y+2+1=0
r:{x—y+22+2:0 X—y+2z7=-2 X—y+27=-2
3X—y-z-3=0=4 3x-y-z=3 = E2-3Ely 2y-7z=9 =
n=2X-y+z+1=0 2x-y+z=-1 E3-2El| y-3z=3

X—y+2z=-2 X=-2
2y—-72=9 =<:y=-6.Portanto, Q= (-2, -6, -3).
2E3-E2 z=-3 z=-3

El vector de direccién de la recta que pasa por Py Q es:
V, =PQ =(-2,-6,-3) — (1,2, -1) =(-3,-8,-2).

La ecuacién continua es:

x-1 y-2 z+1

S
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34. Navarra, extraordinaria 2022

P4) Encuentra los puntos de la recta r = { jl_iy‘z’:r)d : S i :; que son centro de una esfera de
radio 3, tangente al plano T=2xr + 2y — 2 —7=10. (2.5 puntos)
Solucidn:
Ecuaciones paramétricas de r:
3X—-y+z-6=0
= =
X—-y+3z2-8=0
X=-1+t
El1-E2 | 2x-22+2=0 X=-1+12
r= =>r= > (z=t)=>r={y=-9+4t.
3E2-E1|-2y+82-18=0 y=-9+4z

=

Un punto genérico de r es de la forma,
P=(-1+t,-9+4t,1).
El punto P es centro de una esfera de radio 3y
tangente al plano ©t=2x+2y—-z—-7=0 cuando
d (P, TE) =3=
2{-1+t)+2(-9+4t)-t-7
d(P,TC)Z‘ ( ) ( z ‘:3:
22 +2°+(-1)

ot —27| {9t—27=9:>t=4
—=3=

3 Ot-27=-"9=>1t=2

Parat=4,P1=(3,7,4); parat=2,P>=(1, -1, 2). r
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35. Pais Vasco, ordinaria 2022

Ejercicio A2
Se consideran la recta r cuyas ecuaciones paramétricas son:
r=1
r=1qy =2t
z =0

y el plano m = z+y+2z—2 = 0. Calcula las coordenadas de un punto P perteneciente
a la recta r tal que la distancia de P al plano 7 sea igual que la distancia de P al
origen de coordenadas. ; Es tnico dicho punto? Contesta razonadamente.
Solucién:

x=t
Un punto genérico de larecta r=<y =2t es de laforma, P= (t, 2t,0).

z2=0
El plano n=x+y+z-2=0.
Se desea que d(P,n)=d(P,0), siendo O = (0, 0, 0).
Por tanto:

t+2t+0-2| \/ﬁ
d(P,t)="—F—=/t" +(2t) +0° =d(P,0) =
()= ey V)0 =dPO)

|3t—2| \il_z 3t—2=1\/:|3
——=4bt" = .
J3 3t-2=—tJ15

. Laecuacion 3t—2=t15 = 9t2 12t +4=15t> = 6t> +12t -4 =0 =

o ~12+144+96 -3+.15
S

12

Si t:_?’_—\/l_5 se obtiene el punto P, = _3_J1_5,_6_2J1_5,0 :
3 3 3
Si t:_3+—3\/1_5 se obtiene el punto P, =(_3+3J1_5,_6+§Jl_5,0j-

. Laecuacion 3t—2 =—t15 = 9t> —12t +4 =15t> = 6t> +12t—4 =0, tiene las mismas
soluciones.
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36. Pais Vasco, ordinaria 2022
Ejercicio B2

Sean el punto P = (1,2,a), donde a # 0, y el plano 7 = = + y 4 2z = 3. Halla las
coordenadas del punto simétrico de P respecto al plano 7.

Solucion:

El punto Q = (xo, Yo, Zo) sera el simétrico de P respecto de un plano = si cumple:

1) Ambos puntos, P = (1, 2, a) y Q, estaran en la recta r, perpendicular a = por P.
2) El punto M (corte de la recta y el plano), debe ser el punto medio entre P y Q.

X=1+A
Como n=x+y+22=3 =V, =V, =(1,1,2)=> r=< y=2+A\.
Z=a+2A
Corte de la recta r con plano m: v,
(1+x)+(2+x)+2-(a+2x):3:»2a+6x=o:x=—%. R
Portanto,M:[g_—a, B, Ej. l LM
3 3 3 e
Punto medio de Py Q: 1+X°, 2+y0, a4 |, to
2 2 2
Como [S—a’ 6—a, gj: 1+x01 2+y01 a+zy) _
3 3 3 2 2 2
3—_a21+_x0:> XO:3—2a; 6—a:2+y0 N yO:6—2a; a_a+z N zO:—E.
3 2 3 3 2 3 3 2 3

Portanto,Q:(s_sza, 6—32a' —%).
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37. Pais VVasco, extraordinaria 2022

Ejercicio B2
Encuentra las ecuaciones paramétricas de la recta:
x+y+z=20
T =
r—y+2z=0.

i Existe algtin valor de s tal que el punto (—3, s, s) pertenezca a la recta? Razona
la respuesta.

Solucién:
Ecuaciones paramétricas de r:
(e 3X+y+z=0
C|x=—y+2z=0
X = _E 7 X=-3t
E1+E2 | 4x+3z2=0 4
r= =r= —(z=4t)=>r=q y=5t.
3E2-E1|-4y+5z2=0
y=—1 z=4t
4
-3=-3t
El punto (-3, s, s) pertenece a r cuando cumple su ecuacion: r =4 s=>5t
s=4t

Esto implica que 5t =4t =t =0; pero si t =0, entonces x = 0 # -3.
Por tanto, en ningun caso el punto (-3, s,S) € r.
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