ANALISIS (Selectividad 2022) 1

ALGUNOS PROBLEMAS DE ANALISIS PROPUESTOS EN LAS PRUEBAS DE
EBAU-EVAU-PEBAU ... DE 2022

Los problemas que con mayor frecuencia se plantean en este bloque de ANALISIS (en todos
los distritos universitarios) son:

1) Funciones: dominio; asintotas; crecimiento y decrecimiento; ... Representacion grafica.

2) Estudio de la continuidad y derivabilidad de funciones definidas a trozos.

3) Aplicaciones de los teoremas de Bolzano, valores intermedios (Lagrange), Rolle y Cauchy.
4) Uso de derivadas para hallar la tangente a una curva y el calculo de limites (L"Hdpital).

5) Problemas de optimizacion: planteamiento y resolucion.

6) Integracion indefinida: inmediatas; por partes y descomposicion en fracciones simples.

7) Integrales definidas: calculo de areas de regiones planas. (Representacion de esas
regiones).

He seleccionado los ejercicios que, aparentemente, presentaban mayor dificultad o resultaban
algo novedosos.

1. Andalucia, ordinaria 2022
EJERCICIO 1. (2,5 puntos)

1 )
— sio@x< -1
L
Considera la funcion continua f definida por f(x) = ¢ ar+b si —1=wr<1
2
T s or>1

r+1
a) Calcula a y b. (1 punto)

b) Estudia y halla las asintotas de la grafica de . (1,5 puntos)

Solucién:

a) Por separado, para cada intervalo de definicion, las funciones dadas son continuas. Los

unicos puntos conflictivos son x = -1y x = 1, en donde las funciones difieren a izquierda y
derecha. La funcion seréa continua cuando el limite exista en esos puntos y coincida con su

valor de definicion.

En cada caso, el limite existe cuando existen los limites laterales y son iguales.

« Enx=-1.

Por laizquierda: lim f(x)= lim 1:i:—l.
x—-1" x—>-1" X ( )

Por la derecha: lim f(x)= lim (ax+b)=-a+b.
x—-1" x—-1"

Debe cumplirse que —a+b=-1.

. Enx=1
Por la izquierda: lim f(x) =lim(ax+b)=a+b.
x—1" x—1"
x> 1
Por la derecha: I|m f(x)=Ilim
o X+1 2

Debe cumplirse que a+b = %
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—-a+b=-1

Resolviendo el sistema 1 =a= E;b =—=.
a+b :E 4 4

1 o . .
b) Parax <-1, f(x)==. Esta funcion tiene una asintota horizontal, cuando x — —, pues,
X

La asintota es larectay = 0.

. ., 1 . . .
En el intervalo [-1, 1], la funcidn es f(x) :%X_Z' Evidentemente no tiene asintotas.

X2
Parax>1, f(x)=
X+

1 Esta funcion tiene una asintota oblicua, pues el grado del numerador

es una unidad mayor que el grado del denominador.
Si larecta y =mx+n es asintota oblicua de la curva f(x), entonces:

m= Iimw; n=Ilim(f(x)-mx).
X—00 X X—00
Por lo tanto,

2 2 2
. X . X . X . —X

m= lim = lim ——=1; n= lim “x |=1lim 1
X—>400 X(X-l—l) Xx—+0 X° 4+ X x—+0| X +1 x>0 X 41

La asintota es larecta y = x—1.

2. Andalucia, extraordinaria 2022
EJERCICIO 1 (2,5 puntos)

ax

Calcula a sabiendo que lim =

(I ) =1 (donde In denota la funcion logaritmo neperiano).
X—>+00 n X

+2X
Solucién:

Este limite, que inicialmente es una indeterminacion del tipo S, puede hacerse por L"Hbpital.
0

lim a—j‘{f}:(m): lim ——=—— =2,
xe+oo(|n X) +2X 00 xe+oo3(|n X)Z';+2 2
2
Observa que el término 3(In x)2-1—>0, pues lim 3(In x)zi: lim M:{f} =
X X—>+00 X X—>+00 X 00
1 6
(6Inx)-= 2
= (L'H)= Jim ——X = lim 6'2X=[f}= lim X =0,
X—>400 X—>+00 o0 X—>+00
Como se sabe que lim a—3><:1 =3.15a=2
=+ (Inx)” +2x 2
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3. Andalucia, extraordinaria 2022
EJERCICIO 2. (2,5 puntos)

Calcula los vértices y el area del rectangulo de area maxima inscrito en el recinto limitado por la grafica de la
funcién f: B — R definida por f(z) = —x2 + 12 y el eje de abscisas, y que tiene su base sobre dicho eje.

Solucion:
La situacion grafica es la adjunta.
Si P(x, y) es uno de los vértices sobre la parabola, se tendra:

El &rea del rectdngulo viene dada por

S=2xy. 124 N
Como (x, y) cumple la relacion y =—x*+12 = A
S = 2x(—x2 +12) = S =-2x3+24x. feq \
1 £
El maximo de S se daen lasolucionde S =0 /| 84 \
que hace negativaa S™". | :
Derivando: [1 a1 ¥
S'=-6x*+24 = S"=-12x. \
S'=—6x*+24=0=x=2; paraese valor S <0. R 13'_ '

Sustituyendo en f (x) =—x*+12= f (2)=-4+12=8.
Por tanto, P(x, y)=(2, 8).
Los otros vértices seran:

(-2 8); (-2, 0); (2, 0).

El &rea del rectangulo sera: S =228=32 u?

4. Andalucia, extraordinaria 2022
EJERCICIO 3. (2,5 puntos)

5 1
Calcula / Vi) dzr. (Sugerencia: efectua el cambio de variable t = /1 + = — 1)
3 I —

Solucioén:
Sit=vl+x-1 - t+l=+1+x = dt—

Sustituyendo en la integral:

1 Il
—_ t+1 dt— =2t+2Int+c.
J.«/1+x—1 t ( ( j
jﬁdX:2(\/1+X—l)+2|n(\/l+x—1)+C .
La integral definida valdra:

.[Jh—lx 1 [2(\/1+_ 1)+2In(\/1+_x_1)}::

[2(\/5 1)+2In(vo )}—[2(«/2—1)+2In(«/1—1)}:2+2In2.

dx=>dx=(2J1+x)dt=dx=2(t+1)dt.
h (2v1+x) (t+1)

Deshaciendo el cambio:
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5. Aragdn, ordinaria 2022
2) Calcula el siguiente limite:

lim[\.'3 2—2—-(3x+ 5:}].

x = 400

Solucion:
lim [\/3X2 -2 —(\/§x+5)] = [oo oo] (multiplicando y dividiendo por la expresién

conugade) = JL’IL[ - [(ﬁmszxmszﬁ -

! 3x2—2—(J§x+5) 3" —-2—(3x* +10{3x+25)
= 1Im = 1lm =
o [\/3x2 -2+ (\/§x+5)} A [x/3x2 -2 +<«/§x+5)}
= lim ~10V8x-27 = (dividiendo cada término por x) =
X [\/3x2 -2+ (\/§x + 5)}
~104/3x-27
_ X ~104/3
= lim = -
o 3x2—2+ J3x+5 J3+3
G X
6. Aragon, ordinaria 2022
3) Calcula:
fe"“ (x% — L)dx.
Solucién:

La integral je‘x(x2 —1)dx:je‘xx2dx—je‘xdx = J‘e‘xxzdx+e‘X +c ()
I e *x°dx debe hacerse mediante el método de integracion por partes.

Tomando: u=x> = du=2xdx; dv=edx = v=—e".
Luego: je‘xxzdx =—x%* +I2xe‘xdx .
La segunda integral se obtiene también por partes.

Tomando: u=2x = du=2dx; dvV=edx = v=—e".
Se tiene:

[ 2xe *dx=-2xe " + j 2e ‘dx =—2xe ™ —2e™*
Luégo,
[ x2dx = —x?e™ +J2xexdx = —x’e¥-2xe ¥ -2 (2

tanto, sustituyendo (2) en (1) queda:

Po

=

= (x2 —1)dx = Iexxzdx+ex +c =

= _x% ¥ _2xe ¥ -2 *+e*+c= (—x2 - 2x—1)e‘X +c.
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7. Aragon, extraordinaria 2022
1) Dada la siguiente funcion:

flx)=x e % g EeR

a) (1 punto) Determina los valores de a € R para que la funcion f(x) sea continua en Ry tenga la
asintota horizontal v = 0.

b) (1 punto) Calcula, para el valor a = é el area que encierra la grafica de la curva f(x) entre el eje X y
lasrectas x=0 y x =1

Solucién
a) La funcion es continua siempre, para cualquier valor de a.

Tendra por asintota horizontal la recta y =0 cuando lim (xe‘aXz ) =0.

X—>to0

Para valores de a <0, lim (xe’axz ) =[#o00] =0 No tiene asintota horizontal.

X—>Fo0

Pero si a > 0, el limite es indeterminado:
lim (xe’axz ) = [ioo-O]

X—>Fo0

Se resuelve transformando la expresion inicial y aplicando la regla de L Hdpital.

lim (&) = lim {i‘o} = (L'H)= lim %:F}:o.

X—to0 X—>o0 eax o0 X—>o0 2axeax o0

Por tanto, f(x)= xe " es continua y tiene por asintota horizontal la recta y =0 para
cualquier valor de a > 0.

I\)‘XN

b) Si a:% la funciénes f(x)=xe

1 X

El rea pedida viene dada por I xe 2dx. (Enese intervalo f(x)>0).
0

Teniendo en cuenta que Ig’(x)eg(x’dx =e9™ | transformado la expresion, se tiene,
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8. Aragdn, extraordinaria 2022
2) Para la siguiente funcion:

2x* +ax®+ bx + 3

T8 =5 s 2

abeR

Calcula los valores de a, b € R, para que Iim1 f(x) =L ek, vy determina el valor de dicho limite.
X+

Solucion:
Como el denominador, d(x) = —x*>+4x*-5x+2, se anula en x = 1, para que exista el limite
cuando x — 1, es necesario que el numerador, n(x) = 2x® +ax® +bx + 3, también valga 0.

_ 2x3+ax®+bx+3 0
En ese caso, lim—; > =—.

x>l —x"4+4x°-5x+2 0
Por tanto, debe cumplirse que n(l)=2+a+b+3=0=5+a+b=0.
Aplicando L"Hopital ,

2
lim X r2ax+b | 6+2a+D | piciiva solo si 64+ 2a+b=0.
x-1 —3X°+8x—-5 0
) 5+a+b=0
Resolviendo =a=-1b=-4.
6+2a+b=0
Asi pues,
3 g2 2 _
lim 2X3 XZ 4x+3 :9:(L'H):|imw=9 _
x>l —x"4+4x°-5x+2 0 x>1 —3x°+8x-5 0
= (LH)=lim2X=2 10
x>1 —6X+8 2
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9. Asturias, ordinaria 2022
BLOQUE 2.A Se considera la funcién:

(a) (1 punto) Calcula el dominio de fy las asintotas, en caso de que tenga.

(b) (1 punto) Estudia la existencia de maximos y minimos, asi como los intervalos de
concavidad y convexidad.

(c) (0.5 puntos) A partir de los resultados obtenidos en los apartados anteriores, realiza
un esbozo de la grafica de f.
Solucion:
a) Dom( f)=R—{1}. La funcion esta definida para todo x # 1, punto en el que se anula el

2
denominador de f(x)=X +13.

] : L . xX*+3 [4
La recta x = 1 es asintota vertical de la funcion, pues I|rr11 i =00
X—>. X_

También tiene una asintota oblicua, pues el grado del numerador es una unidad mayor que el
grado del denominador.
Silarecta y =mx+n es la asintota oblicua de la curva f(x), entonces:

m:IimM; n=lim(f(x)—mx).
X—>00 X X—00
Por lo tanto,
_xXP+3 . xX*+3 [ x*+3 _ (3+x
m=Ilim =lim——+=1; n=Ilim —X|=lim| — |=1.
xaoox(x_l) x>0 X< —1X ool x—1 x>0l x—1

La asintota es larecta y = x+1.

x*+3
x-1
X(x=1)=(X"+3)1 x? _2x_3
(x-1)° (x-1)°
Lo (2x=2)(x-1)" = (X —2x-3)2(x-1) g
f7(x)= 2 = 3"
(x-1) (x-1)
. Laderivada primera se anula cuando x* —2x—-3=0 =
x=-1,x=3.
Con esto:
=Six<-1,como f’(x)>0 = lafuncion es creciente;
-Si-1<x<1, f(x)<0 = lafuncidn es decreciente.
Luego, en x = —1 se tiene un maximo relativo: (-1, —2).
=Sil<x<3, f(X)<0 = lafuncidn es decreciente;
=Six>3, f(x)>0 = lafuncion es decreciente.
Luego, en x = 3 se tiene un minimo relativo: (3, 6).

b) Derivando: f(x)=

2
f(x) =
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« La derivada segunda no se anula en ningun punto de su dominio, pero:
=Six<1,como f7(x)<0 = lafuncion es concava (M);

=Six>1,como f7(x)<0 = lafuncidn es convexa (L).

c) Su grafica es la adjunta.

10. Asturias, ordinaria 2022
BLOAQUE 2.B Se considera la funcién f(x) = x+/1 — x2.

(a) (1.75 puntos) Calcula una primitiva de f(x), que pase por el punto (—1, 0). (Sugerencia:
Puedes utilizar el cambio de variable t = 1 — x?)

1
(b) (0.75 puntos) Calcula / f(x)dx
J0

Solucion:
f n+l

(a) La integral pedida es casi inmediata; basta con recordar que I fhfdx= , n=-=1.

n+1
En este caso, ajustando constantes,

J’(X\/l—T)dx = —%j(—Zx)-(l— xz)ll2 dt = —E-M+c = —ﬂ+c :

2 3/2 3

— Si se hace el cambio t =1-x* = dt =(-2x)dx = xdx = —%dt S J1=x2 =+t =12
Sustituyendo en la integral:

3/2
j(xxll—xz )dx:—%jtl’zdt N +cC.

23/2
(1_ X2 )3/2

Deshaciendo el cambio: I(xxll— x? )dx =—

+C.

(b) La integral definida valdra:

e e e A

0
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11. Asturias, extraordinaria 2022
BELOQUE 2.B Dada la funcién f(x) = — sen{2x) + 1,

(a) (1.25 puntos) Calcula una primitiva que pase por el origen de coordenadas.

(b) (1.25 puntos) Calcula el area limitada por f, eleje X ylas rectas x = Oy x = 7.

Solucién:
(a)La integral es practicamente inmediata; para resolverla basta con ajustar constantes y
descomponer la suma.

J.(—sin(2x)+1)dx:—J‘sin(ZX)dx+J‘dx =
= 1J‘(—Z-:~‘,in(2x))dx+x+c:lcos(2x)+x+c.
2 2
Si se desea que la primitiva, F(x) = %cos(Zx)+ X+c, pase por el origen, entonces
1 1 1
F(O)=§cos(2-0)+0+c:035c050+c:0:>c:—§.
La primitiva pedida es F(x) = %cos(Zx)+ x—% .

(b) La funcién f(x)= —sin(2x)+1 nunca es negativa, pues ‘sin (ZX)‘ <1. Por tanto, el area
limitada por f, el eje X y las rectas x = 0y x ==, viene dada por la integral definida

i

n(—sin(Zx)+1)dx: %cos(Zx)+x = %cos(Zn)Hc — %005(2-0)+0 =7 U
] e <

0
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12. Baleares, ordinaria 2022

3. Consideran la funcié f(z) = e*2.

(a) Determinau les coordenades del punt en el qual la tangent a la grafica de la funcié
y = f(x) té pendent igual a 3/e. Escriviu I'equacié d’aquesta recta tangent.(4 punts)

(b) Calculau el lim;_,5/3 léﬂi). (2 punts)

(¢) Feu un eshés de la grafica de la funcié y = f(z). (2 punts)

(d) Calculau 'area de la superficie fitada per la grafica de la funcié y = f(x) i les rectes

r=0iy=1 (2 punts)
Solucioén:

(a) La pendiente de la recta tangente a una curva en el punto de abscisax =aes f’(a).
Por tanto, se pide encontrar el punto en el que

f7(x) =332 _3 L el 3 3x-1-0> x:% .
e

La ecuacidn de la recta tangente es
y—f (Ej— f(lj(x—lj = y—e? —§[x—lj:> y—l—§x—£:> y—§x
3 3 3 el” 3 e e e e

_ _ adx-2 _ a0
() fim 210 _ iy 1=€ {1 € =9}.
x—>2/3 6X—4 x->2/3 6Xx-4 4-4 0

Aplicando L"Hépital:

1-e32 {0} 332 3% 1

im =(L'H)= lim = =—=,
x—2/3 6X—4 X213 6 6 2

0

(c) Como f'(x)=3e**"2 >0 paratodo x € R, la funcion es siempre creciente.
Ademas, tiene una asintota horizontal hacia —o; es larectay = 0, pues lim e¥*?=e™ =0.

X—>—00

Dando algunos valores:
(—1, e*5) ~ (-1, 0,007); (O,e‘z) ~ (0, 0,14);

(1/3,e’1) ~ (1/3, 0,37); (2/3, e°) = (213, 1);
(1, el) ~ (1, 2,72): (4/3, e2) ~ (413, 7,39).

(d) El &rea pedida, que se corresponde con la de la regién
sombreada en la figura (la abscisa de corte de y =1 con la

funcién es x = 2/3), viene dada por la integral definida
213

213
I (1—e3x‘2)dx={x—le3x‘2} =
0 3

0

= (E_leoJ_(O_le_zjzl_Fi u2-
3 3 3 3 3
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13. Islas Canarias, ordinaria 2022
1A. Dada la funcién:

. x—1%+bx six<1
flo) = {( ) .
a+ In(x) six=1
a) Estudia los valores de los parametros a y b para que la funcion.f(x).sea continua 1.5 ptos
y derivable en R. Escribe la funcién resultante f(x)

b) Tomando los valores a = —2 y b = 1, calcula la ecuacion de la recta tangente a 1pto
f(x)enx=e
Solucién:

a) Por separado, para cada intervalo de definicidn, las funciones dadas son continuas y
derivables. El Gnico punto conflictivo es x = 1, en donde las funciones difieren a izquierda y
derecha.
En ese punto la funcidn esta definida, siendo f(1) = a; para que sea continua, ademas, debe
tener limite en x = 1 y coincidir con su valor de definicion.
Veamos:

Six—17 f(x)=(x-1)"+bx —b

Six—1", f(x)=a+Inx— a.
Ambos limites coinciden cuando b = a.

(x—1)2+ax six<0
a+Inx six>1

Luego, la funcion f(x) = { es continua en todo R.

Salvo en x = 1, su derivada es
2(x-1)+a six<1
f'(x)=
) l six>1
X

La funcion sera derivable en x = 1 si coinciden las derivadas laterales.
Six—17, f'(x)=2(x-1)+a—a
Six—1*, (=151
X
Las derivadas son iguales cuando a = 1.
2 .
(x-1)"+x six<0

) es continua y derivable.
1+Inx  six>1

En consecuencia, la funcion f(x) :{

b) La ecuacion de la recta tangente es y— f (e) = f'(e)(x—e), siendo (por ser e > 1)
f(X)=—2+Inx = f'(x):1 — f(e)=-2+Ine=-1; f’(e):l.
X e
Luego, la recta tangente pedida es:

y+1:1(x—e):>y=£x—2.
e e
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14. Islas Canarias, ordinaria 2022

1B. Realiza el céalculo de las siguientes integrales:

3
a) f;:i} dx 1.25 ptos b) fe (lnx) dx 1.25 ptos

Solucioén:

d =J‘ 2X dx+J- 24 dx.
X +4 X“+4
La primera integral es casi inmediata; hay que ajustar constantes. Asi:

Ix ) ZI dx——In(x +4)

La segunda integral es algo mas complicada, pero se resuelve también ajustando constantes.
Asi:

.[x +4 j 4 ='[(Xj dx = Zj(j dx=2arctan§_

T 2
En consecuencia,
J X+4 iy = 1In(x2+4)+2arctan§+c.
2 2

x> +4

n+1

i In x)° . . .
b) La integral Ju dx es casi inmediata; basta con recordar que J.f ".fdx = , N
X

n+1
-1.

En este caso, como para f(x)=Inx = f'(x)= 1, se tendra que:
X
In x)’ Inx)*
j( i dX=I(|n x)sidx=—( nx)

X X 4
Luego,

J‘e(lnx)3 o ()’ (ine)’ (ing)"

1
X 4‘1 4 4 4
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15. Islas Canarias, extraordinaria 2022
1A. Resuelve los siguientes apartados:

a) Considera la funcién f(x) = ax® + bx? + cx +d

13

1.75 ptos

Calcular los coeficientes a, b, ¢, d, sabiendo que f tiene un extremo relativo en el
punto P(0,1) y su grafica tiene un punto de inflexiéon Q(1,—1)

Dar la expresion de la funcion f(x)

L L . efteT*-2
b) Resuelve el siguiente limite: lim ————
x—0 1—-cosx

Solucion:

0.75 ptos

a) f(x)=ax®+bx? +ox+d = f(x)=3ax? +2bx+c = f7(x) =6ax+2b

Por pasar por P(0, 1), f(0)=1 = 1=

Por pasar por Q(1, -1), f(1)=-1 = -l=a+b+c+d

Por extremoen P(0,1), f'(0)=0 = 0=

PorPlen Q(1,-1), f"(1)=0 = 0=6a +2b
Como c=0yd =1, hay que resolver el sistema:
-l1=a+b+0+1
—a=1b=-3, ¢c=0,d=1.
0=6a+2b

La funcién es f (x) = x* —3x° +1.

. ef+e =2 [1+41-2 O
b) lim =—|.
x>0 1—C0S X 1-1 0

Puede resolverse aplicando la regla de L"Hdpital.

x=>0 1—C0S X

Iimﬁz{g}z(tH)zlim e’ e’ :{%}:(L’H)
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16. Cantabria, ordinaria 2022
Ejercicio 2 [2 5 rurios)

Una imprenta debe disefiar un cartel con 90 cm” de drea para texto y ademds, con margen superior 3 em, inferior

2 cm y margenes laterales 4 em cada uno.

AL [0 25 purTos] Realice un dibujo planteando el problema.

B. [2,25 puros) Caleule las dimensiones (anchura v altura) que debe tener el cartel de manera que se utilice la
menor cantidad de papel posible.

Solucién:
A. Puede valer el dibujo adjunto.
[3 i
El &rea para texto es un rectangulo de dimensiones x-y =90. 90 cml
4
El cartel serd un rectangulo de anchox +2 - 4=x+8,yaltoy +3+2 = I R
y +5.
* 2
B. La cantidad de papel utilizada es S =(x+8)(y+5). g "

Como xy=90 = y= % luego, sustituyendo en la expresion anterior, se tiene:
X

S =(x+8)(y+5)=xy+5x+8y+40 =
S(x)=90+5x+E+40:> S(x)=130+5x+@.
X X
El minimo de S se obtiene en la solucion de S” = 0 que haga positivaa S™".
Derivando:

5(x) =5-122 5 57(x) = 2220
X X

La derivada primera se anula cuando 5—22O =0=5x"-720=0= x=+12.
X

Como para x=12 (el valor negativo de la raiz debe descartarse) la derivada segunda es
positiva, entonces en ese valor se obtiene el minimo buscado.
Por tanto, las dimensiones del cartel deben ser:

Anchura, 12+8=20cm; Altura, y+5=%+5:12,5 cm.
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17. Cantabria, ordinaria 2022

Ejercicio 6 [2 5 rurios]

. . - .
Considere la funcidn fjx) = x= ¢

A.[1 FunTO] Caleule lim ffx) v lim fix)

X—FT X— —x
B. (0,5 purimos] Caleule la derivada primera de fix).
C. [0, 5 punTOS] Determine los extremos relativos de fix).
D. [0 5 purTOs] Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de fjx).
Solucion:
A.

o lim f(x)= lim x%* = [oo-e‘“o = oo-O]. Resulta una forma indeterminada, que puede

X—>+00 X—>+00
resolverse aplicando la regla de L"Hopital:
2
lim x’e™ =[o0:0] = lim X_X:{f} =(L'H)=lim —
o0

X—>+0 X—>+0 e X—>+0 e

« lim f(x)=lim Xze_xz(oo-e+°°):oo_
X—>—00 X—>00

B. f(x)=x%e" = f(x)=2xe ¥ —x% X = (2x— xz)e‘X .

Cy D. Laderivada se anula en los puntos x =0y x = 2.
Con esto:
-Six<0,como f’(x)<0 = lafuncion es decreciente;

-Si0<x<2, f'(x)>0 = lafuncién es creciente.
Luego, en x = 0 se tiene un minimo: (0, 0).
-Six<2, f'(x)<0 = lafuncion es decreciente;

Luego, en x = 2 se tiene un maximo relativo: (Zizj
e

Aunque no se pide, su grafica es la que sigue.

4 -

®

2X

”}:(L’H) = lim izé_

http://www.matematicasimmm.com

José Maria Martinez Mediano

15


http://www.matematicasjmmm.com/

ANALISIS (Selectividad 2022) 16

18. Castilla y Leon, ordinaria 2022
ES8.- (Analisis)
a) Halle el area del recinto del plano limitado por la grafica de f(x) = x3 —4x,eleje OX y

lasrectasx = 0y x = 2. (1 punto)
xsenx

b) Calcule }CI_r)r(l) PRy (1 punto)
Solucion:
a) La fusion f(x) = x*—4x puede escribirse como 4

f (x) = x{x*~4), lo cual permite deducir facilmente que toma

valores negativos en el intervalo (0, 2).

Por tanto, el area pedida viene dada por la integral definida
2

2 X4
—I (x3—4x)dx= ——+2x* | =-4+8=412
0 4 o . 5

Aunqgue no se pide, la representacion gréafica de
f (x) = x* —4x ayuda a entender la solucion.

_2.
b) El limite da lugar a una forma indeterminada.
lim Xsinx__ 0 :9 — Debe hacerse aplicando la 4
x»>02—-2cosx | 2-2 O
regla de L"Hopital.
:(L'H)= lim sin x+_xcosx _ 0 :(L’H): lim COS X+ COS X — XSINn X =E=1.
x—>0  2sinX 0 x—0 2C0S X 2
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19. Castilla y Ledn, extraordinaria 2022
E5.- (Analisis)

2
Dada la funcion f(x) = :zx—_x’ se pide:

a) Encuentre su dominio y calcule sus asintotas, si las tiene. (1 punto)
b) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los maximos y minimos
relativos, si los tiene. (1 punto)
Solucion:

a) Dom( f ) = R—{Z} . La funcidn esta definida para todo x # 2, punto en el que se anula el
2

denominador de f(x)= .
2—X

2
. . ., . X 4
La recta x = 2 es asintota vertical de la funcion, pues I|rr21 5 = [6} =
X—> j— X

También tiene una asintota oblicua, pues el grado del numerador es una unidad mayor que el
grado del denominador.
Silarecta y =mx+n es la asintota oblicua de la curva f(x), entonces:

m:Iim@; n=Ilim(f(x)-mx).
X—>00 X X—>00
Por lo tanto,
2 2 2
m:IimX—zlimX_2:_1; n=Ilim X +X =|im[ﬂj=_2_
X_)OOX(Z_X) x—0 2% — X x| 2 — ¥ x40\ 2 — X

La asintota es larecta y =—-x—2.

X2

b) Derivando: f(x)=

2—X

— — 2. — _ 2
f,(X):Zx(z X) >§ ( 1): X +42x;
(2-x) (2-x)
2x+4)(2-x)" —(=x? +4x)2(2-x){-1
(2-x)
« Laderivada primera se anula cuando —x*+4x=0 =
x=0yx=4
Con esto:
-Six<0,como f'(x)<0 = lafuncion decrece;

-Si0<x<2, f(x)>0 = lafuncion es creciente.
Luego, en x = 0 se tiene un minimo: punto (0, 0).
-Si2<x<4, f(x)>0 = lafuncidn es creciente;

=Six>4, f'(x) <0 = lafuncidn es decreciente.
Luego, en x = 4 se tiene un maximo: punto (4, —8).

Aunque no se pide, la grafica de la funcion es la
adjunta.
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20. Castilla y Leon, extraordinaria 2022
E7.- (Analisis)
a) Enuncie el Teorema de Bolzano. (1 punto)

b) Averigiie si la funcién f(x) = x + senx — 2 se anula en algiin punto del intervalo [O,%].
(1 punto)

Solucion:

a) El teorema de Bolzano asegura que si una funcion continua en un intervalo cerrado toma

signos distintos en sus extremos, entonces corta al eje en algin punto de ese intervalo.

Dice lo siguiente:

Si f(x) es una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b] y toma valores de distinto signo

en sus extremos ( f(a) <0< f(b) o f(a)>0> f(b)), entonces, existe algun punto ¢ € (a, b)
tal que f(c)=0.

Esto es, si la funcion es negativaena ( f(a) <0) y positivaen b ( f (b) > 0), entonces se
anulaenalgin puntocentreayb ( f(c)=0).

Geométricamente, esto significa que si . i)
f(a)<0y f(b) >0, entonces la gréafica de a T I ‘
f (x) corta al eje OX en un punto, al menos. ' [T ‘ 2 E‘x&u

(Analogamente si f(a) >0 y f(b) <0.)

Desde el punto de vista algebraico, este teorema aseguraque si f(a)<0y f(b) >0,

entonces la ecuacion f(x) =0 tiene una solucion entre a 'y b. Esa solucion seré el punto ¢

cuya existencia afirma el teorema.

b) La funcion f(x)=x+sinx—2 es continua en todo R; en particular en el intervalo {Oﬂ .

Como f(0)=0+sin0-2=-2<0y f (gj=g+sing—2=g+l—2>0, entonces, la
funcion cumple el teorema de Bolzano.

Por tanto, existe un punto c e (Ogj tal que f(c)=0.

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano
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21. Castilla—La Mancha, ordinaria 2022
3. a) Sealacuvaf(x) =a—x°.

a.1) [0,5 puntos] ;Qué valores puede tomar a € [R para que la curva f(x) = a — X corte al eje de abscisas (eje
OX) en dos puntos y, por tanto, delimite con dicho eje un recinto cerrado?

a.2) [1 punto] Encuentra razonadamente a € [R para que el 4rea de dicho recinto valga 36.

b) [1 punto] Resuelve la siguiente integral:

2x
dx
V14 32
El cambio de variable t = 1 4 3% te puede ayudar.
Solucién:
a.1) La funcion f(x)=a—x*puede escribirse como f (x) = (\/§+ x)-(\/a— x) siempre que a

> 0. Esta funcion se anula en dos puntos, en x=—+J/a y x= +/a.
La curva asociadaa f(x)=a—x? es una parabola céncava que esta por encima del eje OX en

el intervalo (—\/5, \/5) , ¥ lo corta en los puntos x = —Ja y X= +Ja.

Nota. Podria aplicarse el teorema de Bolzano (visto en el problema anterior) a la funcion
f(x)= (\/§+ x)-(\/a— x) que es continua en todo R y cumple:

. S| x<—\/_ f(x)<0ysi —va<x<0, f(x)>0 = f(x) cortaal eje OX en el intervalo
. Si O<x<\f5, f(x)>0ysi x>+/a, f(x)<0 = f(x) cortaal eje OX en el intervalo

(0.4/a).

a.2) El area del recinto que delimita con ele eje OX viene dada por
Ja
Ja 3
J- a(a_XZ)dXz|:ax_X?} =a\/a_¥_[_a\/a+a\3{gJ=4a\/a.

N i 3
4aJa
3

Como se desea que =36:>a\/5=27:>a:9.

b) Si en J‘%dx se hace el cambio de variable t =1+3x? = 6xdx = dt = 2xdx = %dt :
1+3x

Luego:

2X 1p1 21 1 2
j—mdx—gjﬁdt—gjz—ﬁdt—gﬁ+c

Deshaciendo el cambio se obtiene:

dx =—\/1+3x +cC.
I\/1+3x
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22. Castilla—La Mancha, extraordinaria 2022
2. a) [1,5 puntos] Encuentra razonadamente el valor de a, b € [R para que la funcion

ax + 1
flx) =
() 2x+b
tenga una discontinuidad de salto infinito en x = 1 y tienda a 2 cuando x — H-co.

b) [1 punto] Resuelve la siguiente integral:

/ x - cos(2x)dXx.

Solucion:
ax+1 . - P .
a) Paraque f(x)= 1 b tenga una discontinuidad de salto infinito en x = 1 es necesario que
X+
ax+1l a+l

| = =0
x>12X+b  2+Db
Para ello debe cumplirse que: 2+b=0=>b=-2;peroa+1#0=a#-1.

: . ax
Sise desea que lim
X—>+0 2X + X—>+0 2X +

2_ 8 _72.a=4.
o0 X—>t0 2 2

+é:2,como lim ax+1:{f}:(L'H)= lim

Por tanto, los valores pedidos son: a =4; b = -2,

b) La integral I x-cos(2x)dx puede hacerse por el método de partes.
Tomando
x = u; dv=cos(2x)dx = dx =du; v :J.cos(Zx)dx =%sin(2x) .
se tiene,
1. 1. X 1
J.x-cos(2x)dx—x-ES|n(2x)—JES|n(2x)dx = Esm(Zx)+Zcos(2x)+c.
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23. Catalufia, ordinaria 2022
Sea f'(x) = 3x* - 12x la derivada de una funcion f(x).
a) Si se sabe que f(x) corta el eje de abscisas en x =1, calcule la expresion de la funcion

1.

Jx).
[0.75 puntos]
b) Calcule la abscisa del punto de inflexién de f(x) y estudie la concavidad de la funcion.

(0,75 puntos]
c) Se sabe que el drea del recinto limitado por la curva y=f"(x), el eje de abscisas y las

rectas x=0y x=a, con a > 2, es 15u". Calcule el valor de a.

[1 punta]
Solucion:
a) Si f(x) esunaprimitivade f’(x)=3x?—12x, entonces:
f(x)= I(sz —12x)dx =x*-6x*+c.
Como f(1)=0= f()=1-6+c=0=c=5.

Luego, f(x)=x3—6x>+5.
b) En el punto de inflexion f”7(x)=6x-12=0 — x=2 (Esasipor f7(2)=6=0).

« Si x<2,como f”(x)<0 = lafuncion es concava ().
« Si x>2,como f”(x)>0 = lafuncion es convexa (V). |
c¢) La funcién y = f”(x) =6x—12 es una recta. Determina con el eje OX 'y ,)(
las rectas x = 0 y x = a dos tridngulos. x=0 |
. f| T
El triangulo Ty tiene area T, = % =12 .
El area del triangulo T2 debe ser 3. 2 0 .E“- p
a-2)f(a a—-2)(6a-12 [ —
TZZ( ) ():3:( )( ):3:> _Tllll_'k—d'
2 2 4] |
a’-4a+3=0=a=1;a=3. I."
La solucién validaes a = 3. 8 ] I."
12 4

José Maria Martinez Mediano
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24. Catalufia, ordinaria 2022

6. En el patio de una escuela se quiere crear : L
una drea de juego de 30 m® para los mis
pequeiios en forma de trapecio rectangular,
de manera que la base mayor mida el doble
que la base menor, como se indica en la figu-
ra, y que el lado oblicuo respecto a las bases
(D) sea tan corto como sea posible.

a) Justifique que se verifican las relaciones siguientes: h= 20 y D(x)= fﬁﬂr
X x”

[1 punta]

x

b) Encuentre las dimensiones del trapecio para las que la longitud del lado D es minima.
[1.5 puntos]
Solucion:
a) Como el &rea del trapecio es

=M:3oj

xh oy 20 h h D
2 X

Al trazar la altura por el extremo derecho de
la base superior se forma un triangulo x

22

rectangulo, cuya hipotenusa es D; por tanto 2x

D=vh?*+x*> = D(x)= 400

b) El minimo de D se da en la solucion de D'(x) =0 que hace positivaa D”(X) .
Derivando con respecto a X,

D'(x)= ! (— 8030 + ZXJ :
2 4L'Zo+x2 X
X
) —800 s
D'(x)=0=——+2x=0=2x*=800= x=+/20.

En vez de hacer la derivada segunda, pues resulta engorroso, puede comprobarse que la
funcion D(x) decrece para valores de x <+/20 y crece para x >+/20 . Asf es.

Por tanto, para x =+/20 la funcién toma el minimo buscado.

Las dimensiones del trapecio seran: 2x =220 ; x=+/20; h=+20; D=+40.
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25. Catalufia, extraordinaria 2022

2. Considere la funcion f(x)= ,L
X +x=2

a) Determine el dominio, las posibles asintotas, los extremos relativos y los intervalos de
crecimiento y decrecimiento de la funcion.
[1.25 puntos]
b) Calcule la ecuacion general de la recta tangente a la funcion f(x) en el punto de abscisa

x=4. Represente en un mismo grafico la funcion f(x) y la recta tangente.
[1,25 puntos)

Solucioén:

a) Dom(f)=R—{-2,1}, pues la funcién f(x)= ZLZ no esta definida cuando
X*+X—

X*+x-2=0:puntosx=-2yx=1.

Las rectas x = -2 y x = 1 son asintotas verticales de la funcion, pues:

. 9 9 . 9 9
I|m2—= - =ooyI|m2—= —|=w
x>2x“+x—-2 |0 -1 X°+x—-2 |0

También tiene una asintota horizontal, pues Iim2L = {2} =0 —>rectay=0.
x> X°+X—2 |
. , -9(2x+1
b) Derivando: f(x):2L = f (x):(—“)z.
X +x-2 (x*+x-2)

. Laderivada se anula cuando 2x+1=0 = x= —% )

Con esto:
=Si x<-2, f(x)>0 = lafuncion crece;

—Si —2<x< —% , T7(x) >0 = la funcién crece.

=Si —% <x<1, f(x)<0 = lafuncién decrece.

1 s -
Luego, en X:_E’ la funcion tiene un maximo

relativo: punto (—%,—4).
-Si x>1, f(x)<0 = lafuncidn decrece.

b) La ecuacion de la recta tangente a f(x) enx =4
es y—f(4)=f'(4)(x—4):
1 , -99

Como f(4):3:— y f'(4) = > :—1, Su ecuacion es
18 2 (18) 4

1 1 X
——=—"(X-4) =D y=——+—.
y 2 4(X ) y 4+2
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26. Comunidad Valenciana, ordinaria 2022
Problema 6. Se desea construir un cuadrado y un triangulo equilatero cortando en dos partes un cable de acero
de 240 m. de longitud.

a) Calcular la suma de las areas del triangulo v del cuadrado en funcién del valor x que corresponde con

los metros que mide un lado del triangulo. (3 puntos)
b) Calcular la longitud de cable necesaria para construir el triangulo de modo que la suma de las areas del
triangulo y del cuadrado sea minima y calcular el area minima. (7 puntos)
Solucion:
a) Si el lado del triangulo mide x y el del cuadrado y, entonces:

~ 2403

—la suma de sus perimetros es 3x+4y =240 = vy 1

x-ﬁx
2 1y? o

—la suma de sus areas S =
i

S(x)=

J3x2 +(24O—3xj2
4 4 '

X LB

b) El minimo de S se da en la solucion de S” = 0 que hace positivaa S™.
Derivando e igualando a O:

4J3+9)x-720
\/§x+2(240—3x}(_3J N S'(x)=( 3+ )X _

, 2
S(x) =
) 4 4 8

4

720
Se anula cuando X = ————=m.
9+43

(4\/§+9)

Como S”(x) = —8 >0, para ese valor de x se da el minimo buscado.

El &rea minima obtenida sera

2
@(720} 240-3. 120
9+43) , 9+4\3 | o

4 4

2

S =
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27. Comunidad Valenciana, extraordinaria 2022

Problema 5.
a) Calcular, indicando todos los pasos, la siguiente integral indefinida: (5 puntos)
f 18 P
XZ—bx—14°"
b) Determinar, en funcidn de t, el valor ft 18 dx. (2 puntos)

8 x2 —5x—14t
¢) Determinar el valor de t mayor que 8 para que fs

FE— dx sea igual a In 275. (3 puntos)
Solucion:
a) Como las raices del denominador son x = -2y x =7, pues x* —5x—14=(x+2)(x-7),
puede escribirse la igualdad:
18 A B _A(x-7)+B(x+2)
X 5x-14 x+2 x-7  (x+2)(x-7)

Luego:

18= A(x—7)+B(x+2) =

six=-2: 18=-9A = A=-2;

six=7. 18=9B = B=2.

Con esto:

[E— I(—_Z+Ljdxz 2 g2 g -
X°—5x-14 X+2 x-7 X+2 X—7

= =2In(x+2)+2In(x—7)+c.

! 18 t
b) 8mdx:I:—Zln(X+2)+2|n(X—7)]8 =
10(t-7)

= =2In(t+2)+2In(t-7)-[-2In10+2In1]=2In 3
+

2 2
gsi2n =0, |n[—10(t_7)j :In[Ej S 007 5 go,
t+2 4 t+2 2 t+2 2
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28. Comunidad Valenciana, extraordinaria 2022

Problema 6. Considerar la funcién f(x) = e™ ’ para los valores positivos de x. Por cada punto M = (x, f (x))
de la grafica de f se trazan dos rectas paralelas a los ejes de coordenadas, 0X y OY. Estas dos rectas, junto con
los ejes de coordenadas, definen un rectangulo.

a) Determinar el area del rectangulo en funcion de x. (3 puntos)
b) Encontrar el punto M que proporciona mayor area y calcular esta area. (7 puntos)

Solucidn:
La situacion puede dibujarse como )=
sigue (bastaria con un esbozo). r=e 1~

a) El &rea del rectangulo sera: /
f(l- e S

S(X)=xf(x)=xe™* _— _ ! -

b) EI maximo de S se da en la solucion de S” = 0 que hace negativaa S™".
Derivando e igualando a O:
2 2 2
S(x)=e™ +xe7* (-2x)=S'(x) = (1— 2x? )e‘x
Se anula cuando x = = .
2
2 2 2
Como S”(x) =—4xe™* +(1— 2x2)e*’< {-2x)= (4x3 —6x)e*X , para X = L se tiene

2
S(ij = (i —ij e Y2 <0. Luego, para ese valor de x se obtiene el maximo buscado
V2) \\V2 2 | ’ '

El &rea méaxima obtenida sera
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29. Extremadura, ordinaria 2022
6. Dada la funciéon f(x) = |z + 1| + |r — 2|.

a) Estudiar la continuidad v derivabilidad de la funcion.
b) Calcular el intervalo donde la funcién permanece constante.

Solucion:
a) Hay que distinguir tres intervalos: (—owo, —1]; (-1, 2); [2, +).
o Sixe (-0, 1], [x+]=-x-1y [x=2|=—X+2 = |x+1+|x—2| =—2x +1;
. Sixe(-1,2), [x+]=x+1y [x-2|=—x+2 = |x+1+|x—2|=3:
o Sixe[2 +0), [x+]=x+1y [x-2|=x-2 = |x+1|+|x—2| =2x-1.
Por tanto:
—2X+1, six<-1
f(x)=|x+1+|x-2|=13, si —1<x<2.
2x-1, six>2

27

(1 punto)
(1 punto)

Hay que estudiar la continuidad y derivabilidad en los puntos x = -1y x = 2. En los demés
puntos es continua y derivable. Para la continuidad deben ser iguales los limites laterales; para

la derivabilidad deben ser iguales las derivadas laterales.

« Continuidad en x = —1:
Six— -1, f(X)=-2x+1—-3;
Six—-1%, f(x)=3—3.

La funcién es continua en x = —1.

. Continuidad en x = 2:
Six—27, f(xX)=3 —>3;
Six— 2", f(x)=2x-1—3.

La funcion es continua en x =2.

-2, six<-1 .

. Lafuncién derivadaes: f'(xX)=<0, si -1l<x<2. 6

2, Six>2 5

Es evidente que la funcion no es derivable en los puntos 4
X=-1lyx=2.

2

b) La funciodn es constante en el intervalo [-1, 2]. 1

; £ £ : 4 -3 -2 -1
Aungue no se pide, su grafica es la adjunta. -1
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30. Extremadura, ordinaria 2022

7. Determinar la funcién f(x) tal que su grifica pase por el origen de coordenadas y su derivada
sea ['(x) = (20 + 1)e™" . (2 puntos)

Solucion:

La funcion pedida es una primitiva de f"(x) =(2x +1)e’x; esto es,

f (x) :J(2x+1)exdx.

Esta integral debe hacerse por partes.

Tomando:
U=2X+1=du=2dx; dv=edx => v=—-e"
se tiene:

f(x)= I(Zx +1)edx =—(2x+1)e™* +I2exdx =—(2x+1)e™*-2e" +c.

X

Como se desea que pase por el origen, f(0) =0, entonces
0=-€°-2"+c=>0=-1-2+c=>c=3.

La funcion buscada es f(x)=—(2x+1)e™ —2e™ +3.

31. Extremadura, extraordinaria 2022

6. Hallar los puntos de inflexion de la grifica de la funcién f(x) = o — In(z? + 1). (2 puntos)
Solucion:
Hay que derivar dos veces.
2
] 2x ” 2(X°+1)=2%x2X  9y2 _9
f(x)=x—|n(x2+1):>f(x):1— = ()= ( ) — = =
X" +1 (x2+1) (x2 +1)

Los puntos de inflexion exigen que f~(x) =0; esto sucede cuando 2x*> —2=0=> x = +1.

Para asegurar que son puntos de inflexion hay que ver que en ellos f~(x) #0.
La derivada tercera es:

(0 = 4X(x2 +1)2 ((2x2 _2).2(x2 +1).2x ~ 4X(X2 +1)—(2X2 _2).2.2)( _ a3 +12x |

4 - 3 3
x2+1) (x2+1) (x2+1)
Efectivamente f(-1) = 4_132 =120y Q)= 4 +;L2 =1+0.
2

Por tanto, la inflexion se daen x = -1y x = 1; puntos (-1,-1-In2) y (11-In2).
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31. Extremadura, extraordinaria 2022
7. Calcular la integral /

dzr. 2 puntos
. (2 puntos)

Solucién:
Esta integral debe hacerse por descomposicion en fracciones simples.

Como las raices del denominador de la expresion — son 0, -1y 1, se tendré:

X=X

1 1 A, B C _ A(X? —1) + Bx(x+1) + Cx(x-1)

Cox  X(—D(x+1) x x-1 x+1 3 _x

Por tanto: 1= A(x* —1) + Bx(x +1) + Cx(x —1)

Si damos los valores 0, 1y —1 se tendré:
Parax=0 = 1=-A = A=-1,;
Parax=1 = 1=2B = B=1/2;
Parax=-1= 1=2C = C=1/2.

Luego

J. ! dx:I _—1+1/—2+1/—2 x:—lnx+lln(x—l)+lln(x+l)+c.
X2 — X X x-1 x+1 2 2

32. Galicia, ordinaria 2022
4. Analisis
Obtenga la funcidn f, sabiendo que f"(x) = 2x — e™ y que la ecuacidn de la recta tangente a la grafica de
f enelpuntodeabscisax =0esy =3x — 1.

Solucion:
Si f7(x)=2x—e"= f'(x)=j(2x—e‘x)dx = f'(x)=x*+e*+c.

Por tanto,
3

f(x):j(x2+e‘x+c)dx:%—e‘x+cx+d.

La tangente a la grafica de f (x) en el punto de abscisax =0es y=3x-1, entonces, como su
ecuacion originariaes y— f(0) = f'(0)-x < y = f(0)x+ f (0), se tendra:
f'(0)=3y f(0)=-1.

Luego:
f(0)=0°+e’+c=3=1+c=3=c=2.
3

f(O):%—e°+c-O+d =-1=-1+d=-1=d =0.

., , X
La funcién buscada sera f(x) = 3 e +2x.
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33. Galicia, extraordinaria 2022
3. Analisis

a) Obtenga las coordenadas de los vértices del triangulo rectangulo cuya hipotenusa es tangente a la grafica

de f(x) = x? en el punto de abscisa x = 2 y que, ademds, tiene un cateto de longitud 2 situado sobre el eje
X. Dibuje la gréfica de f, la recta tangente y el triangulo.

b) Halle los valores de a y b que hacen que la funcién f(x) = { 1 sio x=<1,

sea derivable.
ax®>+bx si x>1
Solucién:

a) La recta tangente a la gréfica de f (x) en el punto de abscisa x = 2 es
y—f(2)=f(2){x-2).

\ 9 [/
Como f(X)=x*= f'(X)=2x = f'(2)=4y f(2)=4. 8 48
La recta tangente sera: 7
y—4=4(x-2) < y=4x—4. . '
Esta recta corta al eje OX en x = 1, punto A(Z, 0). "-H .
Como el cateto horizontal tiene longitud 2, el otro vértice P
sobre el eje X es C(3, 0). ﬁ‘-. 4
El vértice B se obtiene al cortar x = 3 con la recta tangente, \——3 -
punto B(3, 8). A\, ,
Por tanto, la situacion del tridngulo es la que se muestra en N /f
la figura. 3 2 10 I.'i{ 7 3Ca
b) La funcion dada seré continua y derivable cuando lo sea th

en x =1, Unico punto dudoso

En ese punto deben ser iguales los limites laterales y las derivadas laterales.
Por tanto:

f(x)={ 1 sixsljf,(x) { 0 six<1

ax?+bx six>1 ~|2ax+b six>1'
. Continuidad en x = 1:

Six—>1, f(x)=1->1;

Six— 1", f(x)=ax’+bx— a+b.
Sera continua cuando a+b=1.

« Derivabilidad en x = 1:

Six—1, f'\(x)=0 —0;

Six— 1", f'(x)=2ax+b — 2a+b.
La funcién sera derivable cuando 2a+b=0.

a+b=1
. Seracontinua y derivable en la solucion de =a=-1Lb=2.
2a+b=0
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34. Galicia, extraordinaria 2022
4. Analisis
Calcule las siguientes integrales:

a) [2xVxZ+ 1dx. b) [(sinx)sin(cosx)dx. «¢) [x?sinx dx.
Solucion:

1
I e &

a) La integral J‘(Zx\/x2 +1)dx es casi inmediata; basta con ajustar constantes y recordar que

fn+1
If”-f'dx= ey
n+1

En este caso,
(x? +1)3/2

I(me)dx:j(ZX).(X2+1)l’2 gt = oo 2(x2+1)3’2

3/2 3

+C.

b) Lo mismo sucede con J.(sin x)(sin (cos x))dx.
Hay que saber que J. f7(x)-sin(f (x))dx=—cos( f(x))+c.

Luego, j(sin x)(sin(cosx))dx =+cos(cos x)+c.

C) J‘x2 sin x dx debe hacerse por el método de integracion por partes.

Tomando x? =u y dv=sinxdx = 2xdx = du; — cos x = v.
Luego,

Ixzsinx dx = —x? cosx+2j'xcosxdx

Para hacer la segunda integral se aplica nuevamente el método de partes.
J.x cosxdx:

Setoma:x=uycosxdx=dv= dx=du, v=sinx.
Luego, Ixcosxdx =Xxsin x—jsin X dX = xsin X + €0S X

Por tanto:

Ixzsinx dx = —x®COS X +2(XSin X+Cos X)+C.

d) JA; dx se hace por descomposicion en fracciones simples.
(x-1)(x-2)
1 A B _A(x-2)+B(x-1)
(-D)(x-2) x-1 x-2  (x-1)(x-2)
Luego:
1=A(x-2)+B(x-1) =>six=1:1=-A = A=-1; six=2: 1=B.
Con esto:

dx = _—1dx+ idx == —In(x-1)+In(x-2)+c.

1
j(x—l)(x—z) x-1 X—2
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35. La Rioja, ordinaria 2022
1.— (2 puntos) Dada la curva f(z) = ;2° + 4z + 4

(i) Halla los puntos de la curva en los que la recta tangente a ésta pase por el
punto (0, 0).

(ii) Da las ecuciones de las rectas tangentes.

Solucién:
(i) La recta tangente a la grafica de f (x) en el punto de abscisa x = a es

y—f(a)= f’(a)-(x—a) = y=f'(a)x-f(a)a+f(a)
Dicha recta pasa por el origen cuando —f"(a)-a+ f (a) =0: la de ecuacion y = f'(a)-x.

Como f(x):%x2+4x+4:> f’(x)=%x+4 = f(a)=%a2+4a+4, f'(a)=%a+4.

Por lo tanto, debe cumplirse que

—(1a+4}a+1az+4a+4:0 = =

2 4 24

1, 20
——a"+4=0=>a=44.

4 16

Los puntos de tangencia seran: 12

(4, f(-4))=(—4,-8); (4, f(4))=(4,24) 8

4

(ii) Paraa =4, f'(4)=6 = latangente serd y =6x.

Paraa=-4, f'(-4)=2 = latangente es y = 2x

(La representacion gréafica, que no se pide, se da para que el
problema se comprenda mejor).
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36. La Rioja, ordinaria 2022
3.— (2 puntos) Determina, si existe, el valor de a de tal manera que:

(i) lfm (m — (3% - 1)) -7

z—+00

3z +a\"
@ tim (5725) =<

Solucién:
a) lim (\/9x2 +ax +1—(3x—1)) =[o0—o0]. Para resolver esta indeterminacion es necesario

X—>+00

transformar la funcién multiplicando y dividiendo por la expresién conjugada; asi:

S o (m—(3X—1)).(m+(3x—l))
XI_I)TOO( ” +ax+1_(3x_l))_xl_lm°° (\/9x2+ax+1+(3x—1))

(a+6)x

(9% +ax+1)-(3x-1)°

lim = lim 0 = (dividiendo cada término
0 JOx? +ax+1+(3x-1) X y9x* +ax+1+(3x-1)
(a+6)x
pOfX): lim X _a+6

x>0 gy? Lax4] 3x—1 3+3
; n

X X
Si el valor de lim (\/9x2+ax+1—(3x—l)):2 = aLS:Z:a:G.

X—>+00 3+

X
b) lim [BX i aj = [1‘”} — esta indeterminacion se transforma aplicando logaritmos:

x—o| 3X—1
X X
inf tim[ 220 2 fimn| [ 252 |2 jim | xin[ 242 | 2 [ In1=00] =
x—o\ 3X—1 X—>00 3x-1 X—>00 3x-1
3x+a
In(S 1) 0
= lim X— :[—} — ahora puede aplicarse L Hopital:
X—>0 1 0
X

@ =(L'H)= lim ﬁ =”m[wj{w}_

- )!I—r)Tolo 1 X—>00 _i X—>00 (3X_1)2 g B
X X2

- C(UH)—tim [ 2858 o]y i [2(3483) |1+
X—300 (3X—1 0 X—00 18 3

6
l+a
. (3x+a) = . (3x
Por tanto, Ilm( j =e 3 . Como se desea que Ilm(

X l+a
X—>00 x—ol| 3x—=1
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37. La Rioja, extraordinaria 2022
1.— (2 puntos) Sea

CL‘3

f(z) e

(i) Halla el dominio, asintotas verticales, horizontales y oblicuas de la funcién f,
en caso de que existan.

(ii) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y méximos y minimos
relativos y puntos de inflexién si los hubiera.
Solucion:
3
(i) La funcion f(x) =

, .. . 2
> No esta definida cuando se anula el denominador: (1+ x) =0;

(1+x)
en x = —1. Por tanto, Dom(f) = R — {-1}.

3
. . . X -1
La recta x = —1 es asintota vertical, pues: lim = {—} =00,

X—-1 (1+ X)z 0
También tiene una asintota oblicua (y = mx + n), pues:
L fx) X3 . X3
m=lim —= = lim > = lim — =1y

x—o X X—>oox(1+x) x—0 X 4+ 2X° 4+ X

X—>0 X—>0 (1+ X)2 2

3 _9y2

n = lim (£ () —mx) = lim| —— x| = lim 22 =% _ 5
x>0 X° 42X +1

La asintota es la recta y = x—2.

(i) Derivando:

3 2
fo0 - X . _X°(x+3)
) (1+x)° ) (1+x)°
6X
f7(x) = )
) (1+x)"

Lugo: f'(x)=0en x=-3yx=0; f"(x)=0enx=0.
Con esto:

Six<-3, f(x) >0= f(x) crece.

Si-3<x<-1, f(x) <0= f(x) decrece.

Por tanto, en x = —3 hay un maximo: (-3, -27/4).
Six>-1, f(x) >0= f(x) crece.

Si x<-1, f7(x)<0 = f(x) esconcava (M).
Si-1<x<0, f7(x)<0 = f(x) esconcava ().
Si x>0, f7(x)>0 = f(x) esconvexa (V).

Por tanto, en x = 0 hay un punto de inflexion: (0, 0).

(La grafica se da para que el problema se comprenda mejor).
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38. Madrid, ordinaria 2022
A.2. Calificacién maxima: 2.5 puntos.
231/ si 240
0 si x=0"

Sea la funcién f(x) = {

a) (1 punto) Estudie la continuidad y derivabilidad de f () en = = 0.

b) (0.5 puntos) Estudie si f(x) presenta algun tipo de simetria par o impar.

¢) (1 punto) Calcule la siguiente integral: /2 ff;) da.
L
Solucién:
e six#0
a) La funcién f(x) = _ sera continua y derivable en x = 0 cuando
0 six=0
Iirrol f(x)=f0) y Iing f'(x)=7(0).
3V —0e™ =0 = la funcién es continua en x = 0.

Como lim f(x) =limx
x—0 x—0

Derivando:

Salvoenx =0, f'(x)=3x%"¥ + XB-(E

—1U/x? 2 —1/x?
S e =(3x° +2)e .
X
. , . _1x2 - ., .
Como lim '(x) = Ilrr(}(?,x2 +2)e ™ =2e™ =20=0 = lafuncion es derivable en x = 0.
X— X—
2 .
SV X% six#0

e six#0
o f(=X) = = f(-xX)=-1(X).
0 six=0 =) { 0 six=0 =) ¥

Por tanto, la funcion es simétrica respecto del origen: impar.

b) Como f(~x) ={(‘X)

o f (x) x%e V¥ e VX .
¢) Una primitiva de = dx = —dx= ;—dx puede hacerse ajustando constantes,
X X X

teniendo en cuenta que I f(x)e"™dx=e"™,

En este caso, como la derivada del exponente es (—%) = —i:( = % el ajuste es:
X XX
e " 1102 we 1 e
J. 5 dx=—I — e dx=Ze"".
X 2J\x 2
Por tanto
_Ux? 2
J‘Zeﬂs dX=Fe1’XZ} _lowe _Llou
1 X 2 2 2
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39. Madrid, ordinaria 2022

B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Sea la funcion f(x) = ﬁ

a) (0.5 puntos) Compruebe si f(x) verifica las hipotesis del Teorema de Bolzano en el intervalo |1, 1].
b) (1 punto) Calcule y clasifique los extremos relativos de f(z) en R.

c) (1 punto) Determine el area comprendida entre la grafica de la funcién f(x) y el eje OX en el intervalo
[—1,1].
Solucion:
a) El teorema de Bolzano dice:
Si f(x) es una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b] y toma valores de distinto signo

en sus extremos ( f(a) <0< f(b) o f(a)>0> f(b)), entonces existe algiin punto ¢ < (a, b)
tal que f(c)=0.

X

2

Como f(x)=
X“+1

es continua en el intervalo [-1, 1] y, ademas, f(-1) = —% <0y

f@)= % >0 = la funcién cumple dicho teoema.

2 2
X +1—Xx{2x -
b) Derivando, f’(x)= ( ) S 1 — seanulaen x =—1y x = 1, entonces:

2 2
(x2 +1) (x2 +1)

« Six<-1,como f’(x)<0 = lafuncion es decreciente en el intervalo (-, —1).

« Si—-1<x<1, f(x)>0 = lafuncion es creciente en el intervalo (-1, 1).

Luego, en x = -1 la funcién tiene un minimo relativo.
« Six>1,como f'(x)<0 = lafuncion es decreciente en el intervalo (1, +o).
Por tanto, en x = 1 la funcion tiene un maximo relativo.

¢) Como la funcién es impar, el area pedida viene dada por

1 1
2 2X dx:j 22X dx:ln(x2+1)‘l:In2—ln1:In2.
0o X“+1 0 0

X°+1
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40. Madrid, extraordinaria 22

A.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Sea la funcién
2r+1

flr) = *
22 —drx+3 x>0

a

b

0.75 puntos) Estudie la continuidad de f(x) en R.

c

d

( )
(0.25 puntos) ¢ Es f(x) derivable en = = 07 Justifique la respuesta.
( )

0.75 puntos) Calcule, si existen, las ecuaciones de sus asintotas horizontales y verticales.

= s =

(0.75 puntos) Determine para x € (0,00) el punto de la grafica de f(x) en el que la pendiente de la recta
tangente es nula y obtenga la ecuacion de la recta tangente en dicho punto. En el punto obtenido, ¢ alcanza
f(x) algun extremo relativo? En caso afirmativo, clasifiquelo.

Solucion:
H' Xx<0
ayb) Lafuncion f(x)= X esta definida, es continua y derivable en todo R,
x> —4x+3 x>0

salvo en x = 0, en donde hay que comprobarlo.
Sera continua y derivable en x = 0 cuando Iirrol f(x)=1(0) y Iirrol f'(x)=f(0).

2x+1 = E} =00 = la funcion no es continua en x = 0. En

Como lim f(x) = lim

x—>0" x—0" X

consecuencia, tampoco sera derivable.

c) Por la izquierda de x = 0, la funcidn tiene una asintota vertical, la recta x = 0, pues
2x+1

lim —
x—0" X
. . . . . 2x+1
También tiene una asintota horizontal hacia — ya que lim =2.
X—>—00 X

La asintota es la rectay = 2.

d) Derivando f(x)=x"—4x+3 = f'(x)=2x—-4.
La pendiente de la tangente es nula en x = 2; punto (2, —1). Su ecuacién seray = —1.

En el punto (2, —1) la funcion alcanza un minimo, pues la derivada segundaes f”(x)=2>0.

Aunque no se pide, la grafica de la funcion es la adjunta.

i,
VAV
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41. Madrid, extraordinaria 2022

B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Sea la funcion

Si <

fla) = { ‘1'hl1(.1') si 1

a) (0.5 puntos) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f(x) en z = 0.

o o

b) (1 punto) Estudie los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x), asi como los maximos y minimos
relativos.

2
c¢) (1 punto) Ca\cu\e] flz)d.
1
Solucioén:
X six<0

i esta definida, es continua y derivable en todo R,
xIn(x) six>0

a) La funcion dada f (x) :{

salvo en x = 0, en donde hay que comprobarlo.
Seré continua y derivable en x = 0 cuando Iirrg f(x)=1(@0) y Iirrg f'(x)=17(0).

Como:
lim f(x)= lim x=0; lim f(x)= lim xIn(x)=0(—), este limite debe hacerse por
X—0" X—0~ x—0" x—0"
L Hopital.
1
. . In(x - i oy .
lim xIn(x) = lim ( ):{ﬁ}:(LH): lim %= lim (-x)=0.
x—0" x—0t 1/X 0 x—>0+;1 x—07
2
X

Al coincidir los limites laterales, la funcion es continua en x = 0.

1 six<0
In(x)+1 six>0
Las derivadas laterales en x = 0 no son iguales:
lim f°(x)=lim1=1y lim f(x)= lim (Inx+1)=—o.

Xx—0" Xx—0" x—0" x—0"
Por tanto, la funcion no es derivable en x = 0.

Derivando, f"(x) :{

b) A la izquierda de x = 0 la funcidn es creciente: es una semirrecta de pendiente 1.

. 4 1
Para x > 0, la derivada se anula cuando Inx+1=0=Inx=-1=>x=e*==,
e
. 1 . - .
« SiO<x<=,como f°(x)<0 = lafuncidn decrece en ese intervalo.
e
. 1 , . 1
« Six>=,como f’(x)>0 = lafuncién crece cuandox > —.
e e
1 o . . 1 1 3
Luego, en x == la funcién tiene un minimo relativo: | =,—=|. 5
e e e
En x =0, como a su izquierda es creciente y a su derecha 1
dececiente, la funcion tiene un maximo relativo; punto (0, 0).
-3 -2 A1 1 2 a

(La gréfica no se pide). !
2

-3
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d) La integral len(x)dx debe hacerse por partes.

Se hace
2

u=hx= du:ldx; dv:xdx:>v=x?
X

Luego,
2 2

2
len(x)dx:X—Inx—jzdx:x—lnx—x—.
2 2 2 4

2 2 272
Portanto,j xIn(x)dx = X hx-X :2In2—l—(lln1—lj:2ln2—§.
1 2 4 ) 2 4 4
42. Murcia, ordinaria 2022

3: En este ejercicio se puede utilizar el resultado del apartado a) para realizar el apar-
tado b), aun en el caso en que no se sepa realizar el apartado a).

Un triatleta participa en una competicién de SwimRun en la que debe ir desde el
punto A, situado en la orilla de un canal de agua en reposo de 2 kilometros de
ancho, hasta el punto B, situado en la otra orilla del canal y a una distancia de 10
kilometros del punto C (punto opuesto de A), tal y como se indica en la figura. Para
ello, debe ir nadando desde A hasta cualquier punto D de la otra orilla del canal y
continuar corriendo desde D hasta B. \EI triatleta tiene plena libertad para elegir D.

10 km
CL(L‘_D B

» > P

2 km /

A

a) [1 p.] Sabiendo que el triatleta es capaz de nadar a una velocidad de 4 km/h y
de correr a una velocidad de 12 km/h, demuestre que el tiempo total empleado
por el triatleta en ir desde A hasta B (pasando por D) viene dado por la funcién
flx)= _‘.;1+4 + 1012'\‘, donde x denota la distancia de C a D.

b) [1,5 p.] Calcule cudl debe ser el punto D para que el tiempo empleado por el

triatleta en ir desde A hasta B sea minimo. ;. Cuéanto tardara en dicho caso?
Solucioén:

a) La distancia recorrida nadando es d (A, D) =/x?+4; el tiempo empleado en recorrerla es

X% +4 e

. . : . : e
t, = . (Recuérdese la relacion entre velocidad, espacio y tiempo: v=—<&t=—).
: 4 t

La distancia recorrida corriendo es d (D, B) =10-x; el tiempo empleado en recorrerla es

10-x
t2 = .
12

x> +4 10—x
+ .

El tiempo total empleado sera t= f(x) =t +t, - f(X)= 2 P

b) El minimo de f (x) se daen lasolucion de f°(x)=0 que hacea f”(x)>0.
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Derivando:
X°+4 10-X 2x 1 3x—+x*+4

f(x)= + = f(x)= S Loy
4 12 42Nx*+4 12 12\x%+4

f7(x) =0 cuando 3x— x2+4:0:>3x:»\,’x2+4:>9x2:x2+4:>8x2:4:x:i

J2°
(La solucion negativa no tiene sentido; supondria retroceder).
En vez de calcular la derivada segunda (en este caso resulta engorroso) puede estudiarse el

signo de f’(x) aizquierday derecha de x = L , observandose:

N7

e Si O<x<i, f'(x) <0= f(x) decrece:

2

o Si X> L f'(x) >0= f(x) crece.

ﬁ )

) 1 ] L.
En consecuencia, en x = — se tiene el minimo buscado.

N7

El tiempo minimo que tardaré el atleta en hacer el recorrido seré

1
/ 4 10—
f(i]= J— _A45V2 oy

2 4 12 62

43. Murcia, ordinaria 2022
4: Considere la funcion f(x) = xIn(x), definida para x > 0.

a) [1 p.] Calcule la derivada de f(x) y determine sus intervalos de crecimiento y/o
decrecimiento.

b) [1 p.] Calcule la integral indefinida de la funcién f(x).

c) [0,5 p.] Determine la primitiva de la funcion f(x) cuya grafica pasa por el punto
de coordenadas (1,0).
Solucién:

a) La derivada de f(x)=xIn(x) es f'(x)=|n(x)+x-§=ln(x)+1.

Para x > 0, la derivada se anula cuando Inx+1=0=Inx=-1=Xx= et

fDIl—\

: 1 , - .
« SiO<x<=,como f’(x)<0 = lafuncidn decrece en ese intervalo.
e
. 1 , . 1
« Six>=,como f’(x)>0 = lafuncién crece cuandox > —.
e e

1 1
Luego, en x = Ia funcién tiene un minimo relativo: | =,—= |.
e e’ e

b) La integral len(x)dx debe hacerse por partes.

Tomando
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2

u:lnx:du:ldx; dv = xdx :v:%.
X

Luego,

2 2 2 2 2
len(x)dxzx—ln x—jidx:x—ln x—24c = F(x):X—In x—2ic.
2 2 2 4 2 4

Si la primitiva buscada pasa por el punto (1, 0), entonces, F(1) = % In 1—% +c=0=c= % :

2 2
Por tanto, F(x):X?In x—X—+1

4 4

44. Murcia, extraordinaria 2022
3: Considere la funcion f(x) dada por

Inx

fry=¢ *71

a si x=1

Si x>0y x#1

a) [0,5 p.] Calcule el limite de f(x) cuando x tiende a +-oo.
b) [1 p.] Determine el valor de « para que la funcion f(x) sea continua en x = 1.

c) [1 p.] Estudie si, para dicho valor de «, la funcion f(x) es derivable en x= 1. En
caso afirmativo, calcule el valor de la derivada de fenx = 1.

Solucién:
a) El limite pedido se hace aplicando la regla de L"Hopital.
1

lim '”—Xz[f}:(l_’H): lim X = lim 1:[1}0.

Xx—+0 X —1 0 x>+0 1 x>+ X oo

b) La funcion es continua en x = 1 cuando Iirq f(x)=1@Q).
X—>

1
Iimln—xz{g}:(L’H):Iimizlimlz}:l.
x-»1x-1 [0 x->11 x-1x 1

Luego,a=1.

¢) Una funcion f(x) es derivable en x = 1 si existe el rI]im fa+h-f@ .

-0
In@+h)
Como Iimw = lim—P :P}:Iim—ln(Hh)_h :[9}=(L’H) =
h—0 h h—>0 h 0] h>0  h? 0
i—1 - 2
:|im&:l:9}:(|_’|_|):“m(l+h) :_l.
h—0  2h 0 h—»0 2 2

. . . , 1
Por tanto, la funcion es derivable en x = 1y su derivada vale (1) = 5
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45. Navarra, ordinaria 2022
i
P6) Se considera la funcion [ (x} = e¥ietess

@) Estudia la continuidad de la funcién en el intervalo [0, 7] .
(0.75 puntos)
b} Halla su extremo relative en ese mismo intervalo.

(1.75 puntos)

Solucioén:
1

a) La funcion f(x)=esinx+cosx ng esta definida cuando sin x-+cosx=0.

. . . T .
Como sinx+cosx=0 = sinx=-cos X, cuyas soluciones son x =——-+Kkr, siendo una de

3 - . :
ellas x = f € [0, n] , se deduce que la funcién no es continua en dicho punto.

1

b) Derivando f (X) — @SINX+C0SX — f'(X) — @SinXx+cos X, —CoSX+sIn X

(sinx+cos x)2

. T . T
Se anula cuando sinx=cosx: en los puntos x = 2 +km, siendo uno de ellos x = 2 € [0, n] :

El signo de la derivada viene determinado por el factor —cos x +sin x, pues tanto
1
— 1 ..
f (x) = esinx+cosx como — > SON positivos
(sin x+cosx)

Con esto:

. Si O<x<§,como —cosx+sinx<0 = f(x)<0, luego f(x) decrece.

« Si g<x<%n,como —cosx+sinx>0 = f’(x)>0, luego f(x) crece.
1

s .z . ;. . T 5
Por tanto, en x = Z la funcion tiene un minimo relativo: punto Z,eﬁ

. Si %ﬂ< X<m,como —cosx+sinx>0 = f’(x)>0, luego f(x) crece.
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46. Navarra, ordinaria 2022

2 —
e 2

P7) Se considera la funcién f () =

T
o) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [~2, ~1} .
(0.75 puntos)
) Comprueba que existe un valor a € (=2,—1) tal que f'(a) = e . Enuncia el/los resul-
tado{s) tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.
(L.75 putos)
Solucion:
x2-2

., e : : . .
a) La funcion f(x) = es el cociente de dos funciones continuas en el intervalo [-2, —1];

por tanto, es continua en dicho intervalo.

b) También es derivable en el intervalo (-2, —1), siendo

Lo 2xeX 2x—e 2 (2X2 _1)9)(2_2 . .
f(x)= 5 = > , que existe para todo x del intervalo.
X X

Ademas, esta derivada es continua en [-2, —1].

En consecuencia, cumple el teorema de los valores intermedios en el intervalo [-2, —1], que
dice: Si f(x)es continua en [a, b], entonces la funcién toma todos los valores comprendidos
(intermedios) entre f(a) y f(b). Esto es, para cualquier valor ¢, f(a)<c< f(b), existe un
punto a € [a, b], tal que f(a)=c.

(Zx2 —1)e"2*2

En este caso, como la funcién continua f'(x) = 5 cumple que:
X
2 -1 2
f(-2)= 7% y f(-1)= eT 1 , COMO es 7% >e> 1 = existe unpunto a.e (-2, —1)
e e

tal que f'(a) =e.

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

ANALISIS (Selectividad 2022) 44

47. Navarra, extraordinaria 2022

P5) Sea la funcion [ (x) = sin (g In %) )

1
a) Demuestra que la funcién es continua en el intervalo [ el .
. -

(0.75 puntos)
eV?2

1 ‘
b) Demuestra que existe un valor o € (._ 6) tal que ['(a) = - Enuncia el/los
e —e

resultado(s) tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.
(1.75 puntos)
Solucidn:

a) La funcion f(x)=sin (g In lj esta definida para todo x > 0. Por tanto, es continua en el
X

. 1
intervalo | =,e|.
e

b) También es derivable en el intervalo F,e} , pues la funcion derivada siempre esta
e

definida.
La derivada es:

f'(x)= cos(E In l) E-(—EJ = [—lj-COS[E In lj , que esta definida en todo ese
4 x)\ 40 x 4x 4 X

intervalo.

Luego, la funcion dada, cumple las hipétesis del teorema del valor medio (incrementos

finitos, de Lagrange), que dice:

Si f(x)es continua en [a, b] y derivable en (a, b), entonces existe algun punto ¢ € (a, b) tal
, fO)-f(@) _

ue ——==f7(c).
g - (©)

. . . 1 .
. Aplicando el teorema del valor medio en el intervalo {—,e , entonces, existe un punto

e
L fe)—f (lj
ae(—,ej tal que & f(a).
e o1
e
sin(nlnej—sin(nlnlj sin(nj—sin(—n) \E—[—\E]
4 4 e 4 4) 2 2 ) e2
Como 1 = 7 = > =
o= e -1 e -1 e -1
€ e e
efectivamente, existe un punto ae(l,ej tal que f'(a) = e2\/§ .
e e —
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48. Navarra, extraordinaria 2022
P6) Calcula los siguientes limites:

TQ 2x—1
h'm T
z—+oo \ a4 Lo —1

PN Gt Vi
m ———
a0 In (v 4+ 1) —x

(1.25 puntos)

(1.25 puntos)

Solucion:
X2 2x-1
o |lim| ——— =117 .
H+oo(x2+x—1J [ }
lim (f(x)—l)-g(x)j
Puede aplicarse la regla lim ( f (x)g(x)): [1“’] = e(x—m .
X—»00
I Iim[ < —1]-(2x—1)
Asi, lim 2x— =[1°°]=e“”° Kl .
x40 X7+ X-1
2 —x+1)(2x-1 —2x% +3x -
Como lim ZX——l (2x+1) = lim ( 5 I ) = lim 2);;3)(1 =2 =
x—>+o| X4+ X-1 X—>+o0 X“+x-1 x>+ X7+ X-1
2x-1
. ( X2 J " )
Ilm 2— =e .
x—+eo{ X7+ X-1
2
(-1 1o o | |
o lim———~>—=| = | — Esta indeterminacidn se resuelve aplicando L"Hopital.
x->0In(x+1)—-x [0
2
e* -1 0] 2(e*-1)e* 2X _opX
P G B —(L'H)=1lim (0" 272" 0]
x>0 In(x+1)-x [ 0] o0 1 0 1 [0
X+1 x+1
2X _ 9pX _
=(L’H)=Iim4e 2e =4 2:_2.
x—0 1 -1
(x+1)°
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49. Pais Vasco, ordinaria 2022
Ejercicio A4

Calcula '[ x+13 dx.

(x+1)(x2—x—2)
Solucién:
Puede hacerse por descomposicién en fracciones simples.
La raiz x = —1 es doble: (x+1)(x2—x—2)=(x+1)(x+1)(x—2).
Con esto:
7x+13 _ A, B ~C_ A(x+1)(x-2)+B(x-2)+C(x+1) _
(x+1)(x2—x—2) x+1 (x+1)2 x—2 (x+1)2(x—2)
_ X*(A+C)+x(-A+B+2C)+(-2A-2B+C)
) (x+1)*(x-2)

— identificando coeficientes:

A+C=0 A+C=0 A+C=0 A=-3
-A+B+2C=7 = E2+El1{ B+3C=7 = B+3C=7=:C=3.
—2A-2B+C=13 E3+2El1|-2B+3C=13 E3-E2| -3B=6 B=-2

Luego:
* 7X+13
dx =
J (x+1)(x2—x—2)
:j _3+ _22+ 3 dx=—3In(x+1)+i+3ln(x—2)+k.
X+1 (x+1) X—2 X+1

50. Pais Vasco, ordinaria 2022
Ejercicio B3
Sea f(x)= X% + Ax% + Bx+C . Encuentra los valores de A, B'y C para que f se anule en el

punto de abscisa x = 1y las rectas tangentes a la grafica de f en los puntos de abscisax = -1y
x = 3 sean paralelas a larecta y =2x+1.

Solucién:

Si f(X)=x+A+Bx+C seanulaenx=1= 0=1+A+B+C.

Si las rectas tangentes a la grafica de f en los puntos de abscisax = -1y x =3 son paralelas a
larecta y=2x+1= f'(-1)=f"(3)=2.

Como f'(x)=3x*+2Ax+B = f(-1)=3-2A+B=2y f'(3)=27+6A+B=2.

1+ A+B+C=0
Resolviendo el sistema ¢ 3—2A+B =2 se obtienen los valores de A,By C.
27+6A+B=2
1+ A+B+C =0 A+B+C=-1 A+B+C=-1
3-2A+B=2 <4 2A+B=-1= —2A+B=-1=>A=-3;B=-7;C=09.

21 +6A+B=2 6A+B=-25 E3-E2| 8A=-24

Por tanto, la funcién es: f(x) =x> —3x* —7x+9.
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