ALGEBRA (EBAU-EVAU 2022) 1

ALGUNOS PROBLEMAS DE ALGEBRA PROPUESTOS EN LAS PRUEBAS DE
ACCESO A LA UNIVERSIDAD. ESPANA 2022

Los problemas que con mayor frecuencia se plantean en este bloque de ALGEBRA (en todos
los distritos universitarios) son:

1) Problemas relacionados con algebra de matrices y determinantes: ecuaciones matriciales y
calculo de la matriz inversa (hay que manejar con soltura las propiedades de los
determinantes; y conocer la férmula para el calculo de la inversa).

2) Problemas de sistemas lineales: discusion y solucion. (Teorema de Rouché).

3) Planteamiento y resolucién de problemas de sistemas con enunciado.

He seleccionado los ejercicios que, aparentemente, presentaban mayor dificultad o resultaban
algo novedosos.

1. Andalucia, ordinaria 2022
EJERCICIO 6. (2,5 puntos)

f ey F ey
m 3/ y/ Tt

Considera la matriz A = Jmo om 1 , donde m = ().
mo1 )
V

a) ;Para que valores de i tiene inversa la matriz A? (1 punto)

b) Para m: = 4 resuelve, si es posible, la ecuacion matricial AX = 127, donde I es la matriz identidad de
orden 3. (1,5 puntos)
Solucion:

a) La matriz A tendra inversa cuando su determinante sea distinto de 0: |A| #0.
m m Jm
A=[ym m 1]= m-(m2 —1)—%-(m«/ﬁ—«/ﬁ)+«/ﬁ(ﬁ—m«/ﬁ) = m-(m—l)z.
Jm o1 m
Luego, |A/=0sim=00om=1.
Por tanto, la matriz A tendra inversa cuandom#0y m # 1.

(&)

. . . t
b) Param =4 la matriz A tiene inversa: A~ = ,donde (4;) es la traspuesta de la

A
matriz adjunta de A.
Param =4,
4 2 2 15 -6 -6 (A_)t . 15 -6 -6
A=|2 4 1|;|N=36;(Aj)=|-6 12 0 |y A—1=3—g=£ 6 12 0
2 1 4 -6 0 12 -6 0 12

En consecuencia, de
AX =121 — (multiplicando por A™ por la izquierda) = X = A™121 =12A™
15 6 -6 5 -2 -2
Por tanto, X :E- -6 12 0 |=|-2 4 0
36 -6 0 12 -2 0 4
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2. Andalucia, extraordinaria 2022
EJERCICIO 6. (2,5 puntos)

Se sabe que

a) Calcula 21 2y | (1 punto) b) Calcula 26 | (1,5 puntos)

Solucién:

a) Se aplicaran las siguientes propiedades de los determinantes:

(1) Si se intercambian entre si dos filas de un determinante, su valor es el mismo cambiado de
signo.

(2) Un determinante no varia si a una fila se le suma o resta otra fila cualquiera, elemento a
elemento.

(3) Si los elementos de una fila se multiplican por un nimero, el determinante de la matriz
gueda multiplicado por ese mismo numero; esto permite “sacar factor” comun de una fila o
columna. Esto es: det(k-F1,F2,..., Fn)=k-det(FL, F2,..., Fn).

(4) El determinante de una matriz es igual al de su traspuesta: |Al=|A'|.

a C b a C b
a) | 2x 2z 2y| = (intercambiando F2 por F3) = —|-3p -3r -3q| =
-3p -3r -3q 2X 27 2y
a b c
(intercambiando C2 por C3) = +|-3p -3q -—3r| =(se extrae el factor -3 de F2 y el
2x 2y 2z
a c b
factor2de F3) = (-3)2{p r q|=-6(-2)=12.
X z Yy
X a—-3p -2a X a-3p a
b) [y b-3q —2b| =(seextrae el factor-2de C3)= -2y b-3q b|=
Z c-3r -2 Z c-3r c
X -3p a
(@C2selerestaC3) = -21y —3q b| =(se extrae el factor -3 de C2) =
z -3r ¢
X p a a p x
= -2(-3){y q b|=(intercambiando C1 por C3)= —(-2){-3){b q y|=
Z r ¢ c r z

(el determinante obtenido es el de la traspuesta del dado) = —(—-2){-3){-2)=12.
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3. Aragén, ordinaria 2022
5] Dada la siguiente matriz:

1 -1 0
A=|0 0 1
1 0 1

a) (1 punto) Resuelve la ecuacion matricial A X — 2 1 = A%, donde [ es la matriz identidad de orden 3.
b) (1 punto) Analiza el rango de la matriz 4 — mEB, segun los valores de m € R, siendo A la matriz del

apartado anterior y
0D -1 0
B=|1 0 1).
0 -1 0
1 -1 0

a) La matriz dada tiene inversa, pues su determinante |A|=(0 0 1|=-1#0.
1 0 1

Solucion:

t
Suinversaes A= (Aij) , donde (Aj )t es la traspuesta de la matriz adjunta de A.

A
0 1 0 (A)t 0 -11
La matriz de los adjuntos es: (Aj): 1 1 -1|=>At=22L1 1 1.
-1 -1 0 0 1 0

(Se recomienda comprobar que AA™=1).

Por tanto, como
AX =21 = A & AX = A2 421 = X =A’1(A2+2I):>X “ATAZ2ATY =

X =A+2A"
1 -1 0 0 -11 1 -3 2
Por tanto, X=/0 0 1|+2{-1 -1 1|=|-2 -2 3].
1 0 1 0 1 0 1 2 1

b) El rango de una matriz es el orden del mayor menor no nulo.
1 -1 0 0 -1 0 1 -1+m O

Lamatriz A-mB={0 0 1|-m|1 0 1|=|-m 0 1-m]|.
1 0 1 0 -1 0 1 m 1
Su determinante vale

1 -1+m 0
|JA-mB|=]-m 0  1-m|=-m(1-m)-(-1+m)(-m-1+m)=m’-1.
1 m 1
SuvaloresQsim= *1.

Por tanto:
« Sim# =1, elrangode A—mB sera 3.
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1 0
« Sim=1—-> A-mB=|-1 0
1 11
. -1 0
El rango de esta matriz es 2, pues el menor 11 =-1#0.
1 -2 0
e« Sim=-1—-> A-mB=|1 0 2|.
1 -1 1
El rango de esta matriz es 2, pues el menor _O‘:Z;to.

4. Aragon, ordinaria 2022
6)

1 11
X ¥y EZ
a b ¢

a) (1 punto) Sabiendo que

= —2, calcula justificadamente

—a+?2 —«c+2 —-b+2
o o Yl
3 3 3

b) (1 punto) Comprueba que la matriz B es invertible y calcula su inversa, siendo
32 0
B=[0 1 -1
5 3 —1
Solucioén:

a) Se aplicaran las siguientes propiedades de los determinantes:

(1) Si se intercambian entre si dos filas de un determinante, su valor es el mismo cambiado de
signo.

(2) Un determinante no varia si a una fila se le suma o resta otra fila cualquiera, elemento a
elemento.

(3) Si los elementos de una fila se multiplican por un nimero, el determinante de la matriz
gueda multiplicado por ese mismo numero; esto permite “sacar factor” comun de una fila o
columna. Esto es: det(k-F1,F2,..., Fn)=k-det(F1,F2,..., Fn)

Por tanto:
-a+2 —Cc+2 —-b+2 -a+2 —-Cc+2 -b+2
x/2 z12  yl2|= %-3- X z y | =(se extraen los factores 1/2 de F2
3 3 3 1 1 1
F1-2F3 |-a -c¢ -b
y 3de F3) = g Z Y| =(seintercambian filas: F1 por F3) =
1 1 1
1 1 1
= —g- Xz Y| =(seextrae el factor —1 de F3; y después se intercambian las
-a —-c -b

columnas 22y 32) =
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3 1 11 3
(v v A-(-2jenaa-s,
a b c
b) La matriz B es invertible, pues su determinante es distinto de O:
32 0
B[=]0 1 -1=3(-1+3)-25=-4.
5 3 -1

(By)

Suinversaes B =

t
, donde (Bij) es la traspuesta de la matriz adjunta de B.

Bl
2 -5 -5 (B)t 1 2 2 -2
La matriz de los adjuntos es: (B;)=| 2 -3 1 |= B™= "4 =-21-5 -3 3
-2 3 3 5 1 3

(Se recomienda comprobar que BB =1).

5. Aragon, extraordinaria 2022
5] Dada la siguiente matriz:

1k
4 z(—'l k+1}'

a) (1 punto) Determina el valor de k € K para que se verifique 4> = 31, donde [ es la matriz identidad
de orden 2.

b) (1 punto) Calcula, para k = 0, la matriz B™ con B = 24 — [, siendo [ la matriz identidad de orden 2, y
n e N

Solucioén:

1 k 1 k 1 k - 2
a)Si A= — AZ— - _[ Ik ka2
-1 k+1 -1 k+1)-1 k+1 —2-k k*+k+1

- 2 3 0
Si se desea que A> =31 = 1=k K2k =k=-2.
—2-k k*+k+1) (0 3

1 0 2 0 10 1 0
b) Parak =0, A= = B=2A-1= - = .
-1 1 -2 2) (0 1 -2 1

U G Y

1 0
Se hace la conjetura B" :( on J ,queesvalidaparan=1(yparan=2y 3).

= O

Hay que comprobar que también se cumple para el siguiente, paran + 1.
En efecto:

Bnﬂ:B'Bn:(—lz (1)}(—; 3:(—;% (Dz[—Z(rlwl) cl)j

1 0
Por tanto, es cierto que B" = :
-2n 1
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6. Asturias, ordinaria 2022

BLOQUE 1.ASeaacRyP-= 0 1 2

(a) (1 punto) Calcula el determinante y el rango de P para cada valor de a.
(b) (1 punto) Para a =1 ;existe P-'? En caso afirmativo calctlala.

{c) (0.5 puntos) Calcula, en caso de que exista, los valores de a tal que det(P) = det(P—).

Solucion:
a) El rango de una matriz es el orden del mayor menor no nulo.

-1 -1 2
_______ 1 2 -1 2
P|=1|0 v 2|=-1 +(-1) =—-a—-2+(-1)-(-4)=-a+2.
Pl=fo 1 ‘—1a()‘12‘ (-D(-4)
1 -Loa
El determinante de P vale 0 cuando a = 2.
Por tanto:

. sia#2,elrango de P sera 3, pues P es de orden 3 con determinante distinto de 0.
« sia=2,elrango de P sera 2, pues P siempre tiene un menor de orden 2 no nulo. Por

-1 -1 2
b) Paraa=1,como |P|=|0 1 2[=1,se deduce que la matriz P tiene inversa.
-1 -1 1
t
(Ry)

t
Suinversaes Pt = , donde (P,) es la traspuesta de la matriz adjunta de P.

P
3 -2 1 (P-f 3 -1 -4
La matriz de los adjuntos es: (Pij): -1 1 0|=pP!= ; =-2 1 2]
-4 2 -1 1 0 -1

(Se recomienda comprobar que PP =1).

¢) Como PP =1 = |P-P7!|=|1]=1.
1
—a+2’

Por otra parte, ‘P-P‘l‘:|P|‘P‘1‘ = (—a+2)-‘P‘1‘:1 = ‘P‘l‘ _

Si se desea que |P|:‘P‘1‘ = —a+2= :>(—a+2)2 =l=a=1o0a=3.

-a+2
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7. Asturias, extraordinaria 2022

24 + ¥y + Z
ELOQUE 1.B Dado m £ B, se considera el sistemalineal x + 2y + z
I+ Iy + Z

Imnmn
3 -
e,

(a) (1.75 puntos) Discute el sistema segun los valores de m y resuelvelo en los casos en
los que sea posible.

{(b) (0.75 puntos) Estudia si es posible encontrar una solucionen laquez = 3.

Solucién:
a) Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada,

2 1 111
A=|1 2 1| -1(=M.
3 3 2/m

Sir(A) =r(M) = 3 — sistema compatible determinado: solucion Unica.
Sir(A) = r(M) < 3 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.
Si r(A) < r(M) — sistema incompatible: no tiene solucién.

El determinante de A vale,

2 11
|Al=]1 2 1/=21-(-1)-3=0 — (puede observarse que F3 = F1 + F2).
3 3 2
2 1 1
El menor [M,|=1 2 -1=2(2m+3)—(m+3)-3=3m — seanulasi m=0.
33 m

Con esto:
« Sim#0,r(A) =2y r(M) =3 — sistema incompatible.
« Sim=0,r(A) =2 =r(M) — sistema compatible indeterminado.

2X+y+z=1
. 2Xx+y+z=1
En este caso, el sistema resultante es < X+2y+z=-1 <:>{X+2 P — Latercera
3x+3y+2z=0 yre=

ecuacion puede eliminarse, pues es la suma de las dos primeras.
Se resuelve como sigue:

2X+y+z=1 2X+y=1-z 2X+y=1-z
= = =
X+2y+z=-1 X+2y=-1-z E2-2E1|-3x=-3+2
E1+E2 2 2 x=t
+ —X+y=-— =-2+X
y y & (x=t)>qy=—2+t.
—3X=-3+12 z=3-3X
z=3-3t
x=0
b) Sisedeseaquez=3 = 3=3-3t=t=0.Luego {y=-2.
z=3
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8. Baleares, ordinaria 2022
2. Considerau el sistema d’equacions lineals depenent del parametre a,

3r—2y =4
ay =—
ar+3z =10
(a) Discutiu el sistema segons el parametre a. (4 punts)

(b) Per al valor del parametre a per al qual el sistema té solucid, resoleu-lo. (6 punts)

Solucién:
(@) El sistema dado puede resolverse por sustitucion.
3x-2y =4 -2y =4
ay =-3 — despejando y en la segunda ecuacion E2 — = % ,

ax +3z=0

solucion que tiene sentido solo cuando a # 0.

3x+§ =4=x= 4a-6
a 3
(b) Sustituyendoen E1: 1 y= _;3
ax +3z=0
X+—  =4=x= 4a
a 3a
Sustituyendo el valor de x en E3: y = _;3
480, 40,2024
3a
4a—-6
X p—
3
Por tanto, la solucion para cualquier valordea#0es: ¢ y= _;3
_6a—4a’
9
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9. Baleares, extraordinaria 2022

2. Durant un any, certa empresa ven 21000 vehicles de tres models A, B i C, al preu de 10000,
15000 i 20000 euros, respectivament. El total de les vendes és de 332 milions d’euros. S’ha
observat que també s’han venut 21000 vehicles comptant només els del model B i A vegades

els del model A.

(a) Plantejau un sistema d’equacions amb les condicions del problema, en funcié del

nombre de vehicles venuts de cada model. (3 punts)

(b) Calculau el nombre de vehicles venuts de cada model, suposant A = 3. (3 punts)

(¢) Determinau si existeix algun valor del parametre A per al qual 'anterior situacié no

es pugui donar. (4 punts)
Solucidn:

(a) Si se han vendido x, y, z vehiculos de los modelos A, By C, respectivamente, se cumplen
las siguientes ecuaciones:
Vehiculos: x+y+2z=21000.

Importe total: 10000x +15000y + 20000z = 332000000 <> 10x +15y + 20z = 332000.
Vehiculos de los modelos Ay B: Ax+ Yy =21000.
X+Yy+z=21000
Se forma el sistema: <10x+15y+ 20z = 332000 .
AX+y=21000

X+Yy+2z=21000
(b) Si A = 3, queda el sistema: {10x+15y + 20z = 332000 .

3x+y=21000
Puede resolverse aplicando transformaciones de Gauss.
X+Yy+z=21000 X+Yy+2z=21000
10x+15y+20z =332000 = E2-10E1< 5y +10z =122000 =
3x+y=21000 E3-3E1 |-2y—-3z=-42000

X+Yy+2z=21000
5y +10z =122000 = (sustituyendo los valoresdezenE2ydezeyenEl) =
5E3+2E2 5z = 34000
X+ Yy+2z=21000= x+10800-+ 6800 = 21000 = x = 3400
5y +10-6800 =122000 = y =10800

z=6800"T
1 1 1
(c) La matriz de coeficientes del sistemaes |10 15 20 |. Su determinante vale —10+5A\.
A1 0

Por tanto, para A = 2 el determinante vale 0 y el rango de la matriz de coeficientes es 2.
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1 1 121000
Como la matriz ampliada, | 10 15 20|332000 |, tiene rango 3, pues el menor
A 1 0] 21000

1 1 21000
15 20 332000|=-17000 =0, se deduce que si A = 2 el sistema es incompatible.
1 0 21000

10. Canarias, ordinaria 2022

2A. Averigua gué dos matrices de dimensiones 3x3, X e Y, verifican las siguientes
condiciones:

- Lasuma de ambas matrices X e Y da como resultado la matriz| I3

(siendo I3 la matriz identidad 3x3) 2 pros

9 0o =7
- Siendo A = (14 -12 0 ) la matriz traspuesta de A es el resultado de realizar
0 -7 =5
la resta del doble de la matriz X y cinco veces la matriz Y

Solucion:
Si las matrices son X, =(%;) € Yy, =(; ), paraque X, +Yy =I5, debe cumplirse:

o X tYi=1—-y;=1-%;

o X =Yy
X X X 1- Xu X —Xi3
Estoes: Xga=| X X X5 |5 Yaa=| X 1-Xp =Xy
Xa X Xg3 X3 X3 1_X33
9 0 -7 9 14 0
SiA={14 -12 0 |= A= 0 -12 -7|.
0 -7 -5 7 0 -5

Si se desea que 2X,,—5Y, ,=A', entonces:
Xi Xp Xy 1- X1 X X3 9 14 0

20 Xo1 Xy Xpg [=O =Xy 1=X,, Xy |[=| 0 12 7| =
Xa Xz X X3 X3 1- X33 -7 0 -3
7%, =5=9, 7%, =14, %53 =0; Xy =2 X, =2 X% =0
Xy =0;  7X,,=5=-12; TXy=—7, = X, =0; X, =-1 X,=-1
Xy =—1; X5, =0; Xy —5=-b. Xy ==1 X, =0; X;,;=0.
Por tanto, las matrices pedidas son:
2 2 0 -1 -2 0
Xsa=| 0 -1 -1[;Y,,={0 2 1].
-1 0 O 1 0 1
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11. Canarias, ordinaria 2022
2B. Dado el siguiente sistema de ecuaciones con un parametro k:

kx—y—z=1
x+ky+2kz=1k
x+y+z=-1

a) Discute la resolucion del sistema de ecuaciones, segun los valores que pueda 1.5 ptos
tomar el parametro k

b) Resuelve el sistemaparak =1 1pto
Solucion:
a) Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada,

k -1 -1 1
A=|1 k 2k| k |=M.
1 1 1]
Si r(A) = r(M) = 3 — sistema compatible determinado: solucién Gnica.

Sir(A) = r(M) < 3 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.
Sir(A) < r(M) — sistema incompatible: no tiene solucién.

El determinante de A vale,

k -1 -1
A=[1 k 2k|=k{(-k)-(-1)}1-2k)-(1-K)=—k>—k — [A=0sik=00k=-1.
11 1

Con esto:
« Sik#0y-1,r(A) =3y r(M)=3— sistema compatible determinado.
« Sik=0,r(A)=2.

0 -1 -1 1
Enestecaso, A=|1 0 0| 0 |=M = r(M)=2. (Observa que la columna de términos
1 1 1141

independientes es la opuesta de la de los coeficientes de la incognita y).
Por tanto, si k = 0 el sistema es compatible indeterminado.
« Sik=-1,r(A)=2.

-1 -1 -1 1
Enestecaso, A=| 1 -1 -2| -1|=M = r(M) =2. (Observa que la columna de términos
1 1 1]-1

independientes es la opuesta de la columna de coeficientes de la incognita x).
Por tanto, si k = —1 el sistema también es compatible indeterminado.

b) Para k = 1 el sistema es compatible determinado. Puede resolverse aplicando Gauss.

X—y-z=1 X—y-z=1 0O-y-2=1=y=-3
X+y+2z=1= E2+El{ 2x+2=2 ={ 0+z=2=2=2"7
X+y+z=-1 E3+E1| x=0 x=07T

Lasoluciénes: x=0;y=-3;z=2.
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12. Cantabria, ordinaria 2022
Ejercicio 5 [2 5 runios)

. . (2 3 (1 -3 )
Sean las matrices A= | 4 |- B= |2 .|
AL [0,5 rurmos) Compruche que las matrices A v B son regulares.
B. [0 5 puntos] Caleule las matrices inversas de Ay B.
C.[0,75 purmos] Despeje X en la ecuacion matricial AXE = A'— 35 en donde A’ denota la matriz traspuesta de 4.
D.[0,75 rurmos] Caleule X
Solucion:

A) Una matriz es regular cuando su determinaste es distinto de 0.

En este caso:
3 _
‘=2-(—2)—3-(—1)=—1 y |B|= =-12-(-3)1=1.

2 _
|A|=—1 2 1 2

Luego, ambas matrices son regulares. En consecuencias, son invertibles.

t
B) Lainversade Aes A= (?AJJ) , siendo (Aij )t la traspuesta de la adjunta de A.

La matriz de los adjuntos es:

(w)=(5 )= =7 F)-5 3
(By) |

B]

(2 -1 L (2 3
(Bij)_(3 _J:B _L—l _J.
C) AXB=A'-3B = A™'(AXB)B'=A"(A'-3B)B™" = X = A" (A'-3B)B™".
S [T B S A e Y
D) X = : - : = X = : : =
-1 2J|(3 2) (3 6)[(-1 1 -1 2)lo -8)l-1 1
[10 —8}[2 3} (28 38)
X = \ =X = .
5 8)(-1 -1 -18 23

LainversadeBes B™ =
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13. Castilla La Mancha, ordinaria 2022

1.  a) [1,5 puntos] Encuentra todas las matrices X que conmutan con la matriz

=22

b) [1 punto] ; Existe alguna matriz simétrica que conmute con A y cuyo determinante valga 47
Solucion:

es decir, que verifican que AX = XA.

b
a)Si X = [: dj , para que AX = XA, debe cumplirse que

20ab_ab202>2a 2b_2a+b—b
1 -1/lc d) (¢ d/l1 =1 a-c b-d) \2c+d -d)

Igualando los elementos de cada producto:

2a=2a+b b=0
2b=-b b=0 _
= = Los valores de a 'y d son arbitrarios; C=ﬂ.
a—c=2c+d |c=(a—d)/3 3
b—d=-d d=d
a 0
Por tanto, las matrices X son de laforma: X =| 53— dl
3

b) Todas las matrices en las a = d son simétricas y conmutan con A. Esto es, las matrices
a o0

X = :
0 a

. a
Su determinante |X|:‘0 —a’ =4 cuandoa= +2.

a
. 2 0 -2 0

Las matrices son: X = y X = :
0 2 0 -2
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14. Castilla La Mancha, ordinaria 2022

6. a) [1,5 puntos] Estudia el rango de la matriz M en funcién del parametro m € [R, siendo

b) [1 punto] Seanlos planos my = 2x+my =1, M, = 2x+y = my m; = 4x+ y+ mz = 2. Estudia su posicion
relativa segun los valores de m. \Puedes utilizar los resultados obtenidos en el apartado anterior.
Solucién:

a) El rango de una matriz es el orden del mayor menor no nulo.

2 m 011
EnM=[2 1 0: m | se pueden considerar menores de orden 3.

41 m2
]2 m 0}

|M1|—§2 1 Oizm-(Z—Zm)—>|Ml|=0 sim=0om=1.
141 m
2 m 1

IM,|=]2 1 m[=2(2-m)-m(4-4m)—-2=4m*—-6m+2
4 1 2

— |M,|=0sim=1om=1/2.

Con esto:
. Sim#1,r(M)=3— el menor [M,|=0.

« Sim=1,r(M)=2— los menores de orden 3 valen 0; pero el menor de orden 2,

M| =° T=—220
3174 = .

Observa:
« sim=0, |[M,|=0, pero |[M,|=0 — el rango de M es 3;
. sim=1/2, [M,|=0, pero |M,|#0 — el rango de M es 3,

2X+my =1
b) Los planos dados generan el sistema < 2x+y =m . Discutiendo este sistema puede
AX+y+mz=2
determinarse la posicién de los planos dados.

La matriz ampliada del sistema coincide con la matriz M estudiada en a); mientras que los
elementos del de M; son los de la matriz de coeficientes.
Por tanto:

« Sim#0y 1, r(My) =r(M) =3 — sistema compatible determinado: los tres planos se cortan
en un punto.

« Sim=1,r(M1)=r(M)=2 — sistema compatible indeterminado: los tres planos se cortan
en una recta. Observa que en este caso n1 Y 72 son el mismo plano.

« Sim=0,r(M1)=2yr(M)=3 — sistema incompatible: los tres planos no tienen ningun
punto en comun; se cortan dos a dos.
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15. Castilla—Leo6n, ordinaria 2022
E1.- (Algebra)

2x+2my—z=10
Dado el sistema { x + 2y + mz =0
x—my+mz=10

a) Discuta el sistema el sistema segun los distintos valores de m. (1 punto)
b) Resuelva el sistema sim = —2. (1 punto)
Solucion:

a) Se trata de un sistema homogéneo; por tanto, siempre tiene solucion, para cualquier valor
de m: al menos la trivial.

Si el determinante de la matriz de coeficientes es distinto de O, |A| #0, la solucidn sera Unica;

cuando |A| =0, el sistema tendra infinitas soluciones.

2 2m -1
A=1 2 m :2(2m+m2)—1-(—m—2):2m2+5m+2.
1 -m m

54+ _ _5+ _2
A=0 = 2m? +5m+2=0=m=22¥2710 _5%3 |
4 4 -1/2

Por lo tanto:
« Sim#-2y-1/2 el sistema tiene solucion tnica: x=0;y=0;z=0.

« Sim=-20m=-1/2 el sistema es compatible indeterminado: tiene infinitas soluciones.

2x—-4y—-z=0

2Xx—4y-z=0
b) Param = -2 el sistema queda: < X+2y-2z=0 < y — trasponiendo una
X+2y—2z=0
X+2y—-2z=0
P : 2x—-4y =12 .,
incdgnita a los segundos miembros, , puede resolverse por reduccion:
X+2y =22
x=2t
ox—4y=7  E1-2E2[-8y=—37 4
= =>((z=t)= 3.
X+2y =22 2E2+El| 4x=5z y:§t
z=t
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16. Castilla—Leo6n, extraordinaria 2022
E2.- (Algebra)

. _ (1 0 _ (0 2 _ (1 3\ .. .
a) Dadas las matrices A = (1 1), B = (1 0), C = (2 2), hallese la matriz X tal que

AX+B =C. (1,2 puntos)

1 0 1 1 2 Lo
b) Dadas las matrices M = (_1 1 0), N = (3 4), P = (é (1) , expliquese cuales de

los productos MN, MP, NP pueden calcularse, y calculense cuando se pueda. (0,8 puntos)
Solucion:

10 : . .
a) Como |A|:‘1 1‘ =10, se deduce que la matriz A es invertible. Por tanto:
AX+B=C= AX =C—B:>A*1(AX):A*1(C—B):>X =A"(C-B).
t
(A)
A

Esta matriz adjunta es: (A )—(l - ] - A‘1—£ 1 OJ
o 1 "l 1)

Lainversade Aes A™ =

t . .
,donde (A;) es la traspuesta de la matriz adjunta de A,

Luego,
1 0)(1 3) (0 2 1 0)1 1 11
X = : - = X = : = .
-1 1)j\2 2) (1 0 -1 1)1 2 01
b) El producto de matrices puede hacerse cuando el nimero de columnas de la matriz de la
izquierda, A, es igual al nimero de filas de la otra matriz, B. La matriz producto, P, tiene el

mismo numero de filas que Ay el mismo nimero de columnas que B.
Enesquema: A,.,-B R

nxp*
Por tanto:
« MN no puede hacerse.

mxp =

5 1)

1

. 1 01
« MP si puede hacerse: MP = 11
-11 0 0

o F O
|

« NP no puede hacerse.
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17. Catalufia, ordinaria 2022

. . .
1. Siguin les matrius C= Ll a2 0 J
-10 3 -1
a) Comproveu que C*=1I,, en qué I, és la matriu identitat d’ordre 2, 1 deduiu que la
matriu C és invertible i que C' = C*. Calculeu C**.
[1.5 punts]

b) Resoleu I'equacio matricial C. X=A - 2I..
[1 punt]

Solucion:

: -1 1 , (-1 1)(-1 1) (0 -
-1 0 -1 0){-1 0) (1 -
3 0 -1)(-1 1) (1 0 _ A
C'=C°C= - = =1, = Efectivamente, C*=C™".
1 -1){-1 0) (0 1

674
Como C2022 :C3-674 =(C3) — C2022 _ |674 —1.

La ecuacion matricial
AX =A-31 o (A2)7(APX)=(A2) " (A-31) = X =(A?) (A-3I).

b) CX = A-21, = X =C*(A-2l,) = X =(O _1]{@ _01]—2((1) m =

ey

18. Cataluiia, extraordinaria 2022

I a 3
3. Considereu la matriu A=| 2a 5 3a [, que depen del parametre a.
7 da 9

a) Calculeu el rang de la matriu A per als diferents valors del parametre a.

[1,25 punts]
X 1 2 3 0
b) Si X=| y |, resoleu'equacio matricial segiient: | 4 5 6 [ X=| 0
> 7 89 0
[1,25 punts]
Solucion:
a) El rango de una matriz es el orden del mayor menor no nulo.
1 a 3
|Al=|2a 5 3al=1(45-12a’)-a(18a—21a)+3{8a’ —35)=15a"~60=15(a’ —4)
7 4a 9

—seanulasia= *2.
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Por tanto:
. Sia# =2, elrango de la matriz A es 3.
1 -2 3
« Sia=-2, lamatriz A= L—45 —6 |, con |A|=0.
7 -8 9

1 -2
Como el menor |A1|=‘ 4 5‘=—3¢0,el rango de A sera 2.

. Sia=2 lamatriz A=4 5! 6|, con |A|:O.

1 2
Como el menor |A,|= ‘4 5‘ =-3#0, el rango de A sera 2.

1 2 3)\(x 0
b) La ecuacion matricial [ 4 5 6 || y |=| 0|, en la que se observa que la matriz inicial es la
7 8 9)\z 0

correspondiente para a = 2, es equivalente a un sistema homogéneo con infinitas soluciones,
pues |A|=0.

X+2y+3z2=0 v 43220
X+2y+3z=
El sistema es: 4x+5y+62:0:>(E3=2E2—E1):> y — trasponiendo
4x+5y+62=0
7x+8y+9z=0

P . X+2y=-3z
una incognita a los segundos miembros, :
4X+5y =—62

Puede resolverse por reduccion:

X+2y=-3z 5El—2E2{—3x:—3z

X=t
=
{4x+5y=—62 E2-4El1 | -3y =6z

=((z=t)=y=-2t.
z=t
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19. Comunidad Valenciana, ordinaria 2022
Problema 2. Dada la matriz

m 0 m-—1
A=|-2m m? 1
0 2m 1
Determinar:
a) El rango de la matriz A en funcion del parametro real m. (4 puntos)
b) Lamatriz inversa de A en el caso m = 2. (4 puntos)
¢) El nimero real m para el cual el determinante de la matriz 24 es igual a —8. (2 puntos)
Solucion:

a) El rango de una matriz es el orden del mayor menor no nulo: coincide con el nimero de
filas o de columnas linealmente independientes.
Su determinante,

m 0 m-
|A=[-2m m* 1 :m-(m2—2m)+(m—1)-(—4m2):m2-(2—3m).
0 2m 1

Este determinante vale O cuandom=00 m= %

Con esto:

. Sim#0y m;t%,como |Al#0 = rango (A) = 3.

o0 -1
« Sim=0, A=C§) é) 1 | =rango (A) =1.
0 0
2/3 44444444444444 6 ,,,,,,, : U3
. Slm_ —2/3 4/9 1 —>elmenordeorden2,‘2/3 0 ‘:E;ﬁo.Por
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 513 1 -2/3 419 27
lo tanto, rango (A) = 2.
2 01
b)Sim=2lamatriz A=| -4 4 1|= |A=-16=0. Luego, la matriz es invertible.
0 41
t
Suinversaes A= (AX| - donde (Aij): Adj(A) es la matriz de los adjuntos.
0 4 -16 0 4 4
La matriz de los adjuntos es (Aj): 4 2 -8 |= A‘lz—%- 4 2 -6].
-4 6 8 -16 -8 8

c) El determinante de la matriz 2A es: [2A=2°|A.
Si se desea que |2A/=2°| A =-8=|A =-1 = m*(2-3m)=-1 = 3m®-2m*-1=0.
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Como una solucion de esa ecuacion es m = 1 (solucidn que se encuentra probando entre los
divisores del término independiente 1) = 3m®-2m’-1=0 < (m —1)-(3m2 +m +1) =0.

El segundo factor, que se encuentra dividiendo 3m* —2m? —1 entre m — 1, no tiene raices
reales; por tanto, el valor de m buscado esm = 1.

20. Comunidad Valenciana, extraordinaria 2022

Problema 2. Dada la matriz A = (a -g b u i b):
a) Calcular los valores de los pardametros a y b para que se cumpla A~ = (é _11) (4 puntos)
b) Para los valores a y b obtenidos en el apartado anterior, calcular A% y A%, (3 puntos)
¢) Caleular det(A~%%) cuando a® — b% # 0. (3 puntos)
Solucion:
a+b 1

1 -1
a) Si la inversa de Az[ J es A :(0 . ] debe cumplirse que AA™ =1 .

0 a-b

a+tb 1 1 -1 10 a+b -a-b+1 10
. = - = =
0 a-b)l0 1 01 0 a-b 01

a+b=1
—=a=1b=0.
a-b=1

11
b)ySia=1lyb=0= A:( ]

01
Luego:

R R R S R b SR N
won s o 16 )

. a+b 1 B (o a2 2
b) Si A_[ 0 a_bj:>|A|—(a+b)(a b)=a’-b?
Como |A"|=|A" = ‘A‘S(":(az—bz)*so:; con a>—b? £0.

(az —b2 )50 !
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21. Extremadura, ordinaria 2022
2. Dadas las matrices

Calcular la matriz X cuadrada de orden 3 que cumple M - X — N = 2.X. (2 puntos)
Solucion:
La ecuacion matricial M-X —N =2X < M-X-2I-X=N < (M-21)}X =N.
3 00 2 00 1 00
Como M-2I={2 3 0|-|0 2 0|=|2 1 O] tieneinversa, pues |M —21|=1,se
1 2 3 0 0 2 1 21
tendra que X =(M -2l )71-N :
Calculo de (M —21)".

1 -2 3
La matriz de los adjuntos de (M —21) es Adj(M -21)=/0 1 -2/
0 0 1
1 0 O
Adj(M -21))
Por tanto, (M—ZI)_l:( i )):—2 1 0.
M —21|
3 21
1 0 0yYy0o 1 O 0 1 0
Luego, X =(M-21)"N=X=[-2 1 0}{2 0 -2|=X=|2 -2 -2/
3 -2 1){0 -1 3 -4 2 7
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22. Galicia, extraordinaria 2022
2. Nimeros y Algebra

x + (m-=3)y + mz =
Discuta, segun los valores del pardmetro m, el sistema (m—=3)y + (m*-m)z =
X + m?z =

Solucién:
Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada,

1 m-3 m 1
A=l0 m-3 m°-m|1(=M.
1 0 m* | 0
Si r(A) = r(M) = 3 — sistema compatible determinado: solucion Unica.

Sir(A) = r(M) < 3 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.
Sir(A) < r(M) — sistema incompatible: no tiene solucién.

El determinante de A vale,
1 m-3 m
[Al=[0 m=3 m’-m|=(m-3)m’—(m=3)(-m*+m)-m(m-3) = 2(m-3){m*—m).
1 0 m®
— |A=0sim=3,m=0om=1.
Con esto:

« Sim#3,0y1,r(A) =3y r(M)=3— sistema compatible determinado.
« Sim=3,r(A)=2.

o B
Il
<

1
En este caso, A=| 0
1

~ O O O
w ©O© o w

1
Como el menor [My|={0 6 1/=-9-3=-12+#0 = r(M) =3.
1 90

Por tanto, si m = 3 el sistema es incompatible.
« Sim=0,r(A) =2

1 -3 01
Enestecaso, A=|0 -3 0| 1[=M
1 0 00

Como la columna de términos independientes es proporcional a la columna 22, de coeficientes
de la incognitay, el rango de M es 2.

Por tanto, si m = 0 el sistema es compatible indeterminado.

« Sim=1,r(A)=2.

1 -2 11
Enestecaso, A=|0 -2 0 1|=M = r(M) = 2. La matriz ampliada solo tiene dos
10 4o

columnas linealmente independientes.
Por tanto, si m = 1 el sistema también sera compatible indeterminado.
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23. Galicia, extraordinaria 2022

1. Niimeros y Algebra

a) Obtenga la matriz antisimétrica A de orden 2 X 2 tal que a;, = 1. Luego, calcule su inversa en caso de que
exista. Nota: a;; es el elemento que esta en lafilaiy enla columna j de A.

0 b
b) Sea A = ( 01 é) SiB= (1 blz), halle los valores de by, y de by, sabiendo que B no tiene inversa y
- 22

que det(A='B + 4) = —1.

Solucién:

« Una matriz A es simétrica cuando es igual a su traspuesta: A= A'.
« Una matriz A es antisimétrica cuando A=—-A".

. L . 0 1
a) En este caso, la matriz antisimétrica sera: A:[ J

-1 0
1
Existe su inversa, pues |A| :‘ 01 0‘ =1#0.
Adj(A)) 1
La matriz A™ :M,siendo Adj(A) = 0 :
|A -1 0
Por lo tanto: Alz(o _1j.
1 0

. (01 (0 by,
) A_(_l ijB_(l bzzj.

Si B no tiene inversa su determinante debe valer O; luego b12 =0.
Con esto,

o 0 -1y(0 O 0 1 -1 -b,, 0 1 -1 1-b,
A B+A= y + = + =
1 0/\1 b, -1 0 0 O -1 0 -1 0
Si se desea que ‘A*B + A‘ =-1, entonces:

-1 1-h,

) =0+1-b,,=-1 = Db, =2.
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24. La Rioja, ordinaria 2022
6.— (2 puntos) Determina los valores de los pardmetros a, b y ¢ para los que
(z,v,2) = (1,2,3) es solucién del sistema

292 +by+z = g
3z —2by —2cz = . a,
Sax —2y+cz = —4b.

Solucion:
2ax+by+z=3c
Si(x,y,2) =(1, 2, 3) es solucion del sistema < 3x—2by—2cz =a , entonces, al sustituir x por
S5ax—2y+cz=-4b
2a+2b+3=3cC 2a+2b-3c=-3
1,ypor2yzpor3, severificaque: § 3—-4b-6c=a < < a+4b+6c=3 .
5a—-4+3c=-4b 5a+4b+3c=4
El segundo sistema puede resolverse por Gauss.
2a+2b-3c=-3 2a+2b—-3c=-3 2a+2b—-3c=-3
a+4b+6c=3 = E2+2El: 5a+8b=-3 = 5a+8b=-3 =
5a+4b+3c=4 E3+E1l 7a+6b=1 5E3-T7E2 —26b =26
2-2-3c=-3=c=1 a=1
5a-8=-3=a=1T =b=-1.
b=-11 c=1

25. La Rioja, extraordinaria 2022
4.— (2 puntos) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del
pardmetro real a y resuélvelo en los casos en que es compatible:

zt+y+z = 2
r+2y+az = 8§,
2e—y—2z2z = 1,
T—Yy+z = -2
Solucion:
El sistema dado puede transformarse como sigue:
X+y+z=2 X+y+z=2

x+2y+az:8: E2-E1| y+(a-1)z=6

2x—-y-z=1 E3-2El1| -3y-3z=-3

X—y+2=-2 E4-El |-2y=-4—>y=2

Sustituyendo el valor y = 2 en las tres primeras ecuaciones se tiene:

X+2-1=2 Xx=1
2+(a-1)-(-)=6 |a=-3

= .

—-6-3z=-3—>z=-17 7=-1
y=2"7 y=2

El sistema es compatible cuando a = —3. En ese caso, su solucion es (x, y, z) = (1, 2, -1).
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26. La Rioja, extraordinaria 2022
5.— (2 puntos) Calcula sin desarrollar el valor del siguiente determinante:

2 b c+a
2 a b+ec
2 ¢ a+bd

Justifica en cada paso la propiedad de determinante que has utilizado.

Solucién:

Aplicando las propiedades de los determinantes, se tiene:
2 b c+al |2 b b+c+a 2 b
2 a b+c|=2 a a+b+c|=(a+b+c){2 a 1=0, por tener dos columnas
2 ¢ a+b] |2 ¢ c+a+b 2 C

proporcionales.

Se aplican las propiedades siguientes:

1. Un determinante no varia si a una fila (o columna) se le suma o resta otra fila (columna)
cualquiera, elemento a elemento. En este caso, a la tercera columna se le ha sumado la
segunda

2. Si los elementos de una fila (columna) estan multiplicados por un mismo numero, ese
factor comun puede extraerse de esa fila (columna).

Esto es: det(k-F1,F2,..., Fn)=k-det(FL F2,..., Fn).

En este caso se extrae el factor a + b + ¢ de la tercera columna.

3. Si un determinante tiene dos filas (columnas) proporcionales su valor es 0.
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27. Madrid, ordinaria 2022

A.1. Calificaciéon maxima: 2.5 puntos.

Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del parametro real 1n:

xr—2my+ =z
mr 4+ 2y — =z

r—y+z

1

a) (2 puntos) Discuta el sistema en funcién de los valores de .

b) (0.5 puntos) Resuelva el sistema para el valor m = %
Solucién:
a) Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada.
1 -2m 1|1
A=lm 2 -1 -1|=M
1 -1 1|1

Si rango de A = rango de M = 3 — sistema compatible determinado: solucién Unica.

Sir(A) = r(M) < 3 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.

Sir(A) > r(M) — sistema incompatible: no tiene solucién

Nota: En este caso podria observarse que la columna de términos independientes es igual a la
columna de coeficientes de la incognita z, lo que implica que el rango de M sera el mismo que
el de A. Por tanto, el sistema sera siempre compatible.

El determinante de A vale

1 -2m 1
|Al=lm 2 -1=1-(-2m)(m+1)+(-m-2)=2m*+m-1.
1 -1 1

Se anula sim =-1 o m = 1/2 (soluciones de la ecuacion de 2° grado asociada).
Con esto:
« Sim=-1y1/2= r(A) = 3 =r(M). El sistema sera compatible determinado.

« Sim=-1, setendra:

1 2 1 1 2 1 1
A=|-1 2 -1|; M=[-1 2:-1 -1|.
1 -1 1 1 111 1

_________

Puede verse que en ambos casos la segunda fila es la opuesta de la primera: F2 = —F1. Por

1 2[
tanto, ambas matrices tienen rango 2, pues: 1 JJ'; -1+#0.

En este caso, el sistema sera compatible indeterminado.

« Sim=1/2, se tendré:

1 -1 1 1 -1 1 1
A=1/2 2 -1|; M=|1/2 2 -1 -1|- seobservaqueF1l=F3.
1 -1 1 1 -1 1 1
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Como 2]1 =5/2#0 — r(A) = r(M) = 2 — sistema compatible indeterminado: infinitas

1
1/2
soluciones.

X—y+z=1 X—y=1-z

b) Param = 1/2 el sistema queda: < x/2+2y—-z=-1<14 x — (se resuelve por

—+2y=-1+2
X-y+z=1 2

>
Il
—

glw g N

5 X—y=1-z2 E1_2E?2 —-5y=3-3z
Gauss, por reduccion) 1 x = 5
E+2y:—l+z E2+2E1 EXZl_Z

+
—_

<
Il
T olw galN

N
I

28. Madrid, ordinaria 2022

B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Tres primos, Pablo, Alejandro y Alicia, se van a repartir un premio de 9450 euros de forma directamente propor-
cional a sus edades. La suma de las edades de Pablo y Alejandro excede en tres afios al doble de la edad de
Alicia. Ademas, la edad de los tres primos juntos es de 45 afos. Sabiendo que en el reparto del premio Pablo
recibe 420 euros méas que Alicia, calcule las edades de los tres primos y el dinero que recibe cada uno por el
premio.

Solucién:
Sean x, v, z las edades de Pablo, Alejandro y Alicia, respectivamente.
Con los datos del enunciado se obtiene:

X+Yy+2z=45 — laedad de los tres primos juntos es de 45 afios;

X+Yy=3+2z — Lasuma de las edades de Pablo y Alejandro ...;
Como se reparten 9450 € directamente proporcional a sus edades, y entre todos suman 45

~ ~ 4 . .,
afios, a cada afio le corresponden % =210 €. Esto permite plantear la tercera ecuacion.

210x =420+210z — Pablo recibe 420 € mas que Alicia.

X+y+z2=45 X+y+z2=45
Se obtiene el sistema: X+y=3+2Z =>{X+y-2z=3.
210x =420+ 210z X—-2=2
Aplicando el método de Gauss:
X+y+z=45 X+y+z=45 X+y+z2=45
X+y—27=3=E2-El{-3z=-42=7=14= z=144 —y=15.
X—-2=2 X—-2=2 X-14=2=x=16

Por tanto:
Pablo tiene 16 afios y recibe 16 - 210 = 3360 €.
Alejandro tiene 15 afios y recibe 15 - 210 = 3150 €.
Alicia tiene 14 afios y recibe 14 - 210 = 2940 €.
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29. Madrid, extraordinaria 2022

A.1. Calificaciéon maxima: 2.5 puntos.

En una estanteria de una biblioteca hay ensayos, novelas y biografias. Tres de cada dieciséis libros de la es-
tanteria son ensayos. Las biografias junto con la tercera parte de los ensayos exceden en dos a las novelas.
Si retirdramos la mitad de los ensayos y la quinta parte de las novelas quedarian ciento cinco libros. Calcule el
numero de libros de cada clase que hay en la estanteria.

Solucion:
Sean x, Y, z el nUmero de ensayos, novelas y biografia, respectivamente. El total de libros en
la biblioteca serd x+y+z.

Con los datos del enunciado se obtiene:

%(x+ y+2)=x — 3 de cada 16 libros son ensayos;

z +%x =Yy+2 — las biografias junto con la tercera parte ...;
Si se retiran la mitad de los ensayos, queda la otra mitad: % X; si se retira la quinta parte de las
novelas, quedan gy. Con esto se plantea la tercera ecuaicon:

1x+£y+z =105.

2 5
3
—(x+y+z)=x
16 13x—3y-3z=0

Se obtiene el sistema: z+§x:y+2 & X—3y+3z=6
5x+8y+10z =1050

1 X +ﬂ y+2z=105
2 5
Puede esolverse haciendo tansformaciones de Gauss:
13x-3y—-3z=0 13x-3y—-3z=0 13x-3y—-3z=0
X-3y+3z=6 = 13E2-E1{-36y+42z=78 = 5E2< -180y+210z=390 =
5x+8y +10z =1050 E3-5E2 | 23y -5z =1020 42E3 966y —210z = 42840
13x-3y—-3z=0
-180y +210z =390 — despejando y sustituyendo: y = 55; z = 49; x = 24.
E3+E2 786y = 43230

Por tanto, en la biblioteca hay 24 ensayos, 55 novelas y 49 biografias.

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

ALGEBRA (EBAU-EVAU 2022) 29

30. Madrid, extraordinaria 2022

B.1. Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Se consideran las matrices reales

1 1
A:(Ll_ N j1> B=|1 1],
1 0
a) (1 punto) Calcule para qué valores del parametro k tiene inversa la matriz AB. Calcule la matriz inversa de
ABparak=1.

b) (1 punto) Calcule B Ay discuta su rango en funcion del valor del parametro real k.

c) (0.5 puntos) En el caso & = 1, escriba un sistema incompatible de tres ecuaciones lineales con fres
incégnitas cuya matriz de coeficientes sea B A.

Solucion:
11 11
) 1 -1 k 1 -1 k k 2
a)Si A= yB=|1 -1|=> C=AB= 11 -1|= :
k 1 -1 k 1 -1 k k-1
10 10

Tendra inversa cuando su determinante se distinto de O:

kK 2
. J=k2—k—2k=k-(k—3)¢0—>k¢0y3.

(cy)
C|

0 - 0 -2 0 1
La matriz de los adjuntos es (Cij):( 5 1) = C™* :—%{ 1 1 j:[1/2 1/2)

11 1 1« 1+k 0 k-1
b) D=B-A=|1 -1 ( J: 1-k -2 k+1].
k 1 -1
10 1 -1 Kk
El rango de una matriz es el orden del mayor menor no nulo.
1+k 0 k-1
ID|=1-k -2 k+1=(1+k){-k+1)+(k-1)(1+k)=0 = el rango es menor que 3 para
1 -1 Kk
cualquier valor de k.
1+k O
1-k 2

Suinversaes C* = ; donde (Cij ) = Adj (C) es la matriz de los adjuntos.

El menor |D,| =

‘ =2(k+1) #0 cuando k # -1.

El menor |D,|=

-2 k+
1 K =—k+1 # 0 cuando k # 1.

Por tanto, para cualquier valor de k siempre hay un menor de orden 2 no nulo; luego, el rango
de B -Aes?2.
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2 0 O
c)Parak=1, D=B-A=|0 -2 2].
1 -1 1
Haciendo que x =1,y =2y z = 0 cumplan las dos primeras ecuaciones, pero no la tercera, se
2X =2

forma el sistema { -2y +2z=-4.
X—y+z=0

Aungue no sea necesario hacer mas comprobaciones, si se hacen transformaciones de Gauss
en ese sistema se obtiene:

2y+21=-4 & 2y+22=-4 & —2y+2z=-4 — absurdo.
X—y+z=0 2E3-E2 2x=4 E3-E1 0=2

31. Murcia, ordinaria 2022

1: [2,5 p.] La suma de las edades de Carmela, Esperanzay Aurora es 68 afnos. La edad
de Carmela es 5 afilos mas que la mitad de la suma de las edades de Esperanzay
Aurora. Ademas, dentro de 4 afos la edad de Aurora sera la edad que actualmente
tiene Esperanza. Calcule las edades de cada una de ellas.

Solucion:

Sean x, v, z las edades de Carmela, Esperanza y Aurora, respectivamente.

Con los datos del enunciado se obtiene:

X+Yy+2=68 — lasuma de sus edades esz 68;

X= 5+% — la edad de Carmela es 5 afios mas que ...;

z+4=y — dentro de 4 afios ...

X+Yy+2=68 X+y+7=68
Se obtiene el sistema: x:5+erz & 92x—-y-2z=10.
z+4=y y-z=4
Puede esolverse haciendo tansformaciones de Gauss:
X+y+2=68 X+Yy+2=68 X+Yy+2=68
2X—y-2=10 = E2+E1{3x=78 >%x=26 = < x=264 :
y—z=4 E3+E1 X+2y=72 26+2y=72—>y=23

Sustituyendo los valores de x e y en la primera ecuacion se tiene que z = 19.
Por tanto: Carmela tiene 26 afios, Esperanza, 23 afos; Aurora, 19 afios.
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32. Murcia, ordinaria 2022

0O 3 4 1 00
2: Considere las matrices A = 1 -4 -5 |yB=| 11 0 |.
11

-1 3 4 1

a) [1 p.] Si I denota la matriz identidad de orden 3, compruebe que A* = -1y
calcule A20%3,

b) [0,5 p.] Calcule la inversa de A.

c) [1 p.] Resuelva la ecuaciéon matricial AX —B” = A%, donde BT denota la matriz
traspuesta de B.

Solucion:
a) Multiplicando:
0 3 4)(0 -1 0 1
A*=AA=|[1 -4 5|1 1 4 | 4]
-1 3 4){-1 3 -1 -3 -3
-1 0 1)0 -1 0 0 100
A=pAA=|1 4 4}{1 -4 -5/=/0 -1 0|=-|0 1 0]|-1I.
-1 -3 3J{-1 3 4 0 0 -1 001

Teniendo en cuenta este resultado,
A2023 — ’AZOZZ.'A\= A3-674.A= (A3)674-A= (—l )674'A= | 'A= A ]

0 3 4
b) La matriz A es invertible, pues |A/=|1 -4 -5/=-1=0.
-1 3 4

Suinversa, A, cumple que A*-A=1.
-1 0 1 1 0 -1
Como A®=A*A=—I =(-A"}A=1 = A =—A"=—| 1 4 4 |=|-1 -4 4|
-1 -3 -3 1 3 3
(Es facil comprobar que A*-A=1).

b) AX —BT = A” = AX = A2+B = A(AX)=A(A’+B" )= X =A™ (A +B') =
X=A"A+A"BT.
Como ALA%=—A%A*=—AA’=-A(-1)=A, se
0 3 4) (1 0 -1)(1 11
X=ATA’+A*B" = X=|1 -4 5|+|-1 -4 —4}{0 1 1|=
-1 3 4)(1 3 3J)lo o1
0 3 4)(1 1 0) (1 4 4
X=|1 -4 -5|+/-1 -5 -9|=/0 -9 -14|.
-1 3 4)(1 4 7)(0 7 11
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33. Murcia, extraordinaria 2022
2: Se dice que una matriz cuadrada A es idempotente si cumple que A% = A.

a) [0,75 p.] Si A es una matriz idempotente, calcule razonadamente 42022,

b) [0,75 p.] Si A es una matriz idempotente y regular (o inversible), calcule razona-
damente su determinante.

c) [1 p.] Determine para qué valores de « y b la siguiente matriz es idempotente

a 0 0
A= 2 1—a 0 |.
0 0 b
Solucioén:

3)Si A=A= A=(A)A=(A)JA=A=A=A'=A .. A=A,

b) Si AZ=A = |A|=|A.
Como ‘A2‘=|A|-|A|:|A|2, entonces: |A|2 =|Al.Si |A=x = x* =x=x(x-1)=0 =x=0, 1.

Como A es regular, entonces |Al=1.

a 0 0
c)Si A=|2 1-a 0], paraque A’>=A:
0 0 b
a 0 O0Ya 0 0) (a 0 0 a® 0 0)/a 0 o0
2 1-a 0{2 1-a 0(=|2 1-a 0|=|2 (1-a) 0]|=|2 1-a 0|=
0 bJ)lo 0 b) 0 0 b 0O 0 |0 0 b
a’=a a=0
) 1
(1-a) =l-a= o
b~ b:{
1
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34. Navarra, ordinaria 2022
126‘

P2) Calcula los valores de ¢ para los que la matriz A% + A% es matriz singular, siendo

0 -1
A= 1 f—1 (2.5 puntos)
Solucion:

Una matriz es singular cuando su determinante vale 0.
En este caso, hay que encontrar los valores de t para los que se cumple que ‘AZ‘S + Azs‘ =0.

Como
A® + AP = AP (A+]) = ‘Azs + AZS‘ = ‘AZSHA+ | =|A”{A+1| — (Habria que recordar
que el determinante de un producto de matrics es el producto de sus determinantes).

| A%+ A®|=0= |A*|=|A]” =00 |A+1|=0 — |A =00 |A+1]|=0.

0 -1 0 -1 10 1 —
Como A= = A+l = + = .
1 t- 1 t-1 0 1 1 t
0 -1
- |A= =120;
1 t-

—>|A+I|=E _tl‘zt+l=0:>t=—1.

Por tanto, para que A% + A® sea una matriz singular es necesario que t = —1.

35. Navarra, extraordinaria 2022

P2) Demuestra que se cumple |A - B| = 0 para toda matriz A de dimension 3 x 2, siendo B la
siguiente matriz:

101
B:
(0 1 2) (2.5 puntos)
Solucién:
a b a b a b a+2b
) 1 01
Si A=lc d |, AB=|c d-( J=cdc+2d
01 2
e f e f e f e+2f

En la matriz producto se observa que la tercera columna es una combiunacion lineal de las
dos primeras: C3=C1+2C2. En consecuencia, su determinante vale 0: |A-B| =0.

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

ALGEBRA (EBAU-EVAU 2022) 34

36. Pais Vasco, ordinaria 2022
Ejercicio Al

Discute la existencia de soluciones del sistema de ecuaciones lineales que sigue en
funcion de los valores del parametro a:

r+y+az=aq,
20 +ay+az=1
T+ oy +z =
Resuelve el sistema para &« = —1 y o« = 1, si es posib .
Solucion:
Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada.
1 1 o«
A=12 o ao|l|=M.
1 o 1|1

Por el teorema de Rouché:

Sir(A) =r(M) = 3 — sistema compatible determinado: solucién unica.
Sir(A) =r(M) <3 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.
Si r(A) <r(M) — sistema incompatible: no tiene solucion

El determinante de A:

1 1 a
A=2 o OLZ(OL—OLZ)—(Z—OL)+OL'(2(X—OL)=20L—2.
1 a 1
— Seanulasia=1.
Por tanto:
. Sia#1,como |A=0, el sistema serd compatible determinado: r(A) = r(M) = 3.
1141
. Sia=1 A=|2 1 11[=M.
1141

(Hay tres columnas repetidas; para el calculo del rango puede prescindirse de dos de ellas).

Como

i':—l;to = rango de A =rango de M = 2.

Por tanto, si o = 1, el sistema serd compatible determinado.

X+y+z=1
. , X+y+z=1 X+y=1-z
En este caso, el sistema serd <2x+y+z=1< = .
2X+y+z=1 2X+y=1-z
X+y+z=1
x=0
Directamente se observa que x =0 — (haciendoz=t) =< y=1-t.
z=t
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— Para a = —1 es sisterma es compatible determinado:
X+y—-z=-1 1 1 -
2X—y-z=1 - 1|2 -1 -1=-4.
X-y+z=1 1 -1 1

Puede resolverse por la regla de Cramer.

La solucion sera:

-1 1 -1 1 -1 -1
1 -1 -1 2 1 -1
1 -1 1| 2-2+0 1 1 1| 2+3-1
1 1 - -4 1 1 -1 -4
2 -1 - 2 -1 -1
1 -1 1 1 -1 1
1 1 -1
2 -1 1
1 -1 1| 0-1+1
= = =0.
1 1 -1 -2
2 -1 -1
1 -1 1
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37. Pais VVasco, extraordinaria 2022

Ejercicio B1

Calcula de manera razonada, aplicando las propedads adecuadas, el valor del determinante
a b c
pq ri,
X Yy Z

sabiendo que
p+a q+b r+c

2X 2y 27 |=6.
p+X q+y r+z

Solucion:

a) Se aplicaran las siguientes propiedades de los determinantes:

(1) Si se intercambian entre si dos filas de un determinante, su valor es el mismo cambiado de
signo.

(2) Un determinante no varia si a una fila se le suma o resta otra fila cualquiera, elemento a
elemento.

(3) Si los elementos de una fila se multiplican por un nimero, el determinante de la matriz
queda multiplicado por ese mismo nimero; esto permite “sacar factor” comun de una fila o
columna. Esto es: det(k-F1,F2,..., Fn)=k-det(FL,F2,.., Fn).

Por (3):
p+a g+b r+c p+a Qgq+b r+c p+a Qgq+b r+c
2X 2y 27 |=6 = 2| X y Z |=6=| X y z |=3.
P+X Qq+y r+z P+X Qq+y r+z P+X Q+y r+z
Por (2):
p+a qgq+b r+c p+a q+b r+c F1-F3la b c
X y z |=3=> X y z |=3=> X y z|=3.
p+X Qq+y r+z F3-F2| p q r p g r
Por (1):
a b c a b c
X y zl=3=F3|p q r|=-3.
p q r F2|x y z
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