ANALISIS (Selectividad 2021) 1

ALGUNOS PROBLEMAS DE ANALISIS PROPUESTOS EN LAS PRUEBAS DE
EBAU-EVAU-PEBAU ... DE 2021

Los problemas que con mayor frecuencia se plantean en este bloque de ANALISIS (en todos
los distritos universitarios) son:

1) Funciones y derivadas: dominio; asintotas; crecimiento y decrecimiento; ... Representacion
grafica.

2) Estudio de la continuidad y derivabilidad de funciones definidas a trozos.

3) Aplicaciones de los teoremas de Bolzano, valores intermedios (Lagrange), Rolle y Cauchy.
4) Uso de derivadas para hallar la tangente a una curva y el calculo de limites (L"Hopital).

5) Problemas de optimizacion: planteamiento y resolucion.

6) Integracion indefinida: inmediatas; por partes y descomposicién en fracciones simples.

7) Integrales definidas: calculo de areas de regiones planas. (Representacion de esas
regiones).

He seleccionado los ejercicios que, aparentemente, presentaban mayor dificultad o resultaban
algo novedosos.

1. Andalucia, ordinaria 2021
Ejercicio 1 (2,5 puntos)
ax® +bx+2

Se sabe que la gréfica de la funcion f definida por f (x) = 1 (para x # 1) tiene una

asintota oblicua que pasa por el punto (1, 1) y tiene de pendiente 2. Calculaay b.
Solucién:
La recta de pendiente 2 que pasa por el punto (1, 1) es y—1= 2(x—1) = y=2x-1.

Silarecta y =mx +n es asintota oblicua de la curva f(x), entonces:

m=|imﬂ; n=lim(f(x)-mx) >m=2yn=-1.
X—0 X X—»00
Por lo tanto,
o ax+bx+2 . ax’+bx+2
m=lim =lim =a >a=2;

oo X(x=1)  xoe x*-X

2
n:lim(”+—b’l‘+2—2xj=|im(w—)‘lﬂj=b+2 sb+2=-1b=-3.
X—0 X_ X—o0 X_
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2. Andalucia, ordinaria 2021
Ejercicio 4 (2,5 puntos)

Considera la funcion F : [0, +o0) — R definida por F(x) :I (2t+\/t_) dt . Halla la ecuacion de
0

la recta tangente a la grafica de F en el punto de abscisa x = 1.
Solucién:
La ecuacidn de la recta tangente a la grafica de F(x) en el punto de abscisa x = 1, es

y—-F@=F@)(x-1).

- t%2
_ 12 )
Una primitiva de I(Zt+ﬁ)dt-j(2t+t )dt—t +3/2.
X 132 X 9y 32 2 5
Luego, F(X)=| (2t++t)dt=|t*+ =x"+ = F)=1+===
d 9 J-o< J_) ( 3/2)O @ 3 3

X

Por el teorema fundamental del célculo integral: si F(x) = I f()dt = F(x)=f(x);
a

entonces, F'(X) =2x++/x = F(1)=2++1=3.

Con esto, la ecuacién de la tangente pedida es:

y—§:3(x—1):> y:3x—g.

3. Andalucia, extraordinaria 2021
EJERCICIO 1 (2,5 puntos)

a(1-cos(x))+bsin(x)—-2(e* -1
Calcula a 'y b sabiendo que Iing ( () > ) ( )=7
X—> X

Solucion:
Este limite, que resulta indeterminado, se hace por L"Hopital.

x—0 X2 0

asin(x)+bcos(x)—2e* b-2
2X

lim a(l_COS(X))+bSin(X)_2(e _1) - a(1_1)+b.0_2(1_1) B [%J — (se aplica la regla

de L"Hobpital) = Iing — como debe seguir siendo
: . . b-2 0
indeterminado, pues el limite vale 7, se cumple que o = o =>b-2=0=b=2.

Aplicando otra vez la regla:
acos(x) —bsin(x)-2e* a-2

jim @SiN(x) +bcos(x) —2e* _b-2 [0 —(L'H)=lim
x—0 2X 0 0 0 2 2
a(1-cos(x))+bsin(x)-2(e* -1 —~
Como lifTol ( ®) 2 v ( ):a22:7:>a:16'
X—> X
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4. Aragon, ordinaria 2021
1) Dada la siguiente funcién
x*4+bx+2 x<0

f(x) = jL In(x+1) M }_0 , ab ER ab=0

ax

a) (1 punto) Determine los valores de a, b € R para que la funcion f(x) sea continua en R.
b) (1 punto) Calcule aquellos valores que ademas hacen que la funcion f(x) tenga un extremo
relativo en el punto x = —1, y determine el tipo de extremo que es.
Solucion:
a) Por separado, para cada intervalo de definicion, las funciones dadas son continuas. El Gnico
punto conflictivo es x = 0, en donde las funciones difieren a izquierda y derecha. La funcion
sera continua en ese punto cuando legg f(x)=f(0)=2.

El limite existe cuando existen los limites laterales y coinciden.
Por la izquierda: lim f(x) = lim (x* +bx+2) = 2;

x—0" x—0"

I 1
Por la derecha: lim f(x) = lim M = {%} — (debe resolverse por L"Hbpital) —»
ax

x—0" x—0"

m‘ -
[BEN
QD |

Iimln(X—H):[g}:(L'H): lim X+1 _
x—0" ax 0 x—0*

Serén iguales cuando 2 = 1 —a= % .
a

El valor de b puede ser cualquiera.

b) Para que la funcion tenga un extremo relativo en x = —1 es necesario que f’(-1)=0.

La funcion que esta definida en ese punto es f(x) = x> +bx+2.
Derivando e igualando a 0:
f'(x)=3x*+b - f(-)=0=3+b=0=b=-3

Como la derivada segunda, f”(x) =6x, cumple que f”(-1)=-6<0, entonces, en x = -1 se
tiene un maximo.
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5. Aragén, ordinaria 2021
3) Calcule

f x?—1 J

— - ax.

x3—3x+2

Solucién:

Esta integral puede hacerse por descomposicion en fracciones simples.

Hay que observar que x = 1 es una de las raices de x® —3x+2. Luego x — 1 es un factor.
Se divide (x3 —3x+2) :(x-1),
1 0 -3 2
1 1 -2
|1 1 =2 0 = (x*-3x+2)=(x-1)(x*+x-2).

1

El segundo factor se descompone haciendo la ecuacién de segundo grado asociada. Asi se
obtiene:

(x:*3—3x+2)=(x—1)(x2 +x—2)=(x—1)(x—1)(x+2)

Con esto:

-1 (x=1)(x+1) X+1

C-3x+2  (x=1)(x=1)(x+2) (x—1)(x+2)
Ahora, se escribe y resuelve la siguiente igualdad:

x? -1 X+1 A B X+1 A(x+2)+B(x-1)

; = = + = =

X =3x+2 (x-1)(x+2) x-1 x-2 = (x-1)(x+2) (x—=1)(x—2)
1=A+B {A:2/3

Identificando los coeficientes del numerador de ambas fracciones: {

= )
1=2A-B B=1/3
oxA-1 X+1 2/3 1/3
Por tanto: — = = + .
X*=3x+2 (x-1)(x+2) x-1 x+2
Luego;
2_
J-;(—ldx_I(Z/?ﬁ1/3jdx=gln(x—1)+lln(x—2)+k.
X*—3X+2 Xx-1 x-2 3 3

Nota: la mtegral resulta mmedlata si se observa que

j I j 3 Eln(x3—3x+2)+k.
X3 —3x+2 3 X3 —3x+2 3 X3 —3x+2 3
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6. Aragon, ordinaria 2021
4) Para la siguiente funcion

) = 2x3 — x?
x Cx2—x-2

a) (1,2 puntos) Estudie el dominio de definicion y calcule las asintotas horizontales, verticales y
oblicuas caso de existir.

b) (0.8 puntos) Calcule |la recta tangente a la curva en &l punto x = 1.

Solucién
a) La funcion no esta definida en los valores de x que anulan el denominador.
++/ + -1 S_x?
xz—x—2:0:>x:1_ 1+8 _143_ = f(x):—zx X
26 2 2 (x+1)(x-2)
Por tanto, Dom (f) = R — {-1, 2}.
3_ 2

« Lafuncion no tiene asintotas horizontales, pues lim — =+o0 . (Basta con observar

X—>too X" —=—X-
que el numerado es un polinomio de grado 3 y el denominador de grado 2).
« Tiene dos asintotas verticales (de ecuaciones x = -1y X = 2), pues:

23— x? -3 o233 -x* 12
lim—"—=| — |=40 y lim———"—=| == | =+o0.

x>1x2—x—2 | 0 2 x2—x—2 | 0
. Tiene una asintota oblicua. Su ecuacion es larecta y = mx +n, siendo:
fx) . 2x% —x* . 2X* =X
m=|lm£=|lm— =2,

X—>00 X X—)oox(xz_x_Z) X—)ooxz_x_z
. [ 2x3—x? . X% +4x
n=Ilim(f(x)—=mx)=lim| —-2x |=lim| — |=1.
xaw( () ) xaw(xz_x_z ] xaw[xz_x_z
La asintota oblicua es la recta y =2x+1.

b) La ecuacion de la tangente a la curvaenx =1 es y— f (1) = f'(1){x-1).
Derivando:

2x% — x?
f(x)=_2—2_
() X2 —X—2
f(x) (6" —2xJ{x" = x=2) (2" =X {(2x-1) _ 2x* - 4x® ~11x¢ + 4x
X) = =
(xz—x—z)2 (xz—x—z)2
Como f (1) =—% y f'() :%9, la tangente pedida es:
1 9 9 7
—=——(x-1 =—=X+-—.
y+2 4(x )=y 4x+4
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7. Aragon, extraordinaria 2021

3) Se desea construir un depdsito con forma de prisma regular de base cuadrada. Ademas, el depdsito
es abierto (sin tapa superior). La capacidad total debe ser de 64 m?. El material de construccion de
los laterales tiene un precio de 70 euros por m?, mientras que el de la base, mas resistente, es de
140 euros por m=. Halle las dimensiones del depdsito para gue tenga el menor coste posible.

Solucién:
El volumen del prisma es:

V=x’y=64 = y:i—?.
El area lateral, A =4xy.
El area de la base, A, =x*.
Coste de construccion:

C =70-4xy +140-x*
Sustituyendo el valor de y en C:

C(x) = 280x-6—j' +140x2 = 27920 14052,
X X

El minimo de C se da en la solucion de C'= 0 que haga positivaa C"".
Derivando:

C'(x) = —179220 +280X — —179220 +280x=0=-17920+280x° = 0= x* =64 = x =4.

X X
. 35840 o _ _

Como C”(x) = + 280 es positiva para x = 4, se deduce que para el valor de x =4 m se

3
tiene el minimo buscado.

El valor de yz%:4 m.

Por tanto, el depdsito es un cubo (sin tapa) de lado 4 m.
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8. Asturias, ordinaria 2021
Bloque 2.A Sean las pardbolas y, = 222 4+3 e Yy = azx? +b

a) Calcula los valores de a y b para que en el punto de abscisa = = 2 las dos pardbolas tengan

la misma recta tangente. Calcula dicha recta tangente. (1 punto)

b) Para a=1,b=1 esboza el recinto limitado por las pardbolas entre el eje ¥ y el punto de corte

entre ellas. Calcula el area del mismo. (1.5 puntos)
Solucion:

a) La ecuacion de latangente a lacurva y = f(x) enx=2es y—f(2) = f'(2){x-2).
Para las parabolas y, = x* —2x+3 e y, =ax’ +b se tendra:
$1(2) =3; y,(2)=4a+b;
Para sus derivadas:
Yi=2X-2 = VY,2)=2; y,=2ax = Yy,(2)=4a.
Como las pendientes en x = 2 deben ser iguales: 2=4a=a :%.

Ecuaciones de las rectas tangentes:
e Ay =x-2x+3 > y-3=2(x-2)=y=2x-1;

. Ay, =ax’+b > y—(4-%+b]:2-(x—2):> y=2x-2+Db.
Como las ordenadas en el origen deben ser iguales: -1=-2+b=b=1.

Por tanto, la segunda parabola debe ser y, = % x* +1.

La ecuacion de la recta tangente es y =2x—1.

b) Paraa=1yb =1, las parabolas son: y, =x*—2x+3 e y, =x*+1.

Ambas curvas pueden representarse dando algunos de sus puntos.

« Para y, =x*-2x+3 — (-1, 6); (0, 3); (1, 2); (2, 3); (3, 6).

« Paray,=x"+1— (-2, 6); (-1, 2); (0, 1); (1, 2); (2, 5).

« Se cortan en las soluciones de 5
X* —2X+3=x*+1=>x=1 — punto (1, 2).

El recinto limitado por las parabolas entre el eje OY y el punto de 3
corte es en sombreado en la figura adjunta. 9
Su éarea viene determinada por la integral definida,

Il((xz —2x+3) (X’ +1))dx =

0

1
= I (—2x+2)dx=[—x2 +2x]2 =1 u? -1

0
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9. Asturias, ordinaria 2021
Bloque 2.B Sean tres niimeros reales positivos cuya suma es 90 y uno de ellos es la media de los
otros dos. Determina los niimeros de forma que el producto entre ellos sea méaximo. (2.5 puntos)

Solucioén:

Sean X, Y, z los nUmeros reales buscados.
Cumplen:

X+Yy+z=90; x:% —> 2X=Yy+1Z.

Sustituyendo la tercera igualdad en la primera: 3x=90= x=30.
Por tanto, 30+y+z=90=2z=60-y

Se desea que el producto P = x-y-z sea maximo.
P=xyz < P=30y{(60-y)< P=1800y-30y’.

El maximo de P se da en la solucion de P"= 0 que haga positivaa P"".
Derivando:
P'=1800-60y, que se anula cuando y = 30.

Como P”"=-60, para la solucion hallada se obtiene el producto maximo.

Los numeros son x=y =z =230.
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10. Asturias, extraordinaria 2021

1

Bloque 2.A Sea la funcién f(z) =1— e

a) Haz un esbozo de su grifica determinando: dominio de definicién, asintotas, intervalos de creci-

miento y decrecimiento, maximos y minimos relativos y regiones de convexidad y concavidad.
(1.5 puntos)

b) Calcula el drea de la regién limitada por la recta tangente a la funcién en el punto de abscisa
z=1, larecta y =1 y el gje de ordenadas. (1 punto)
Soluciodn:
a) La funcion no esta definida en x = 0, punto donde se anula el denominador.
Dom (f) = R — {0}.

En x = 0 tiene una asintota vertical, pues lim (1—ij = (1—% =—00,

x—0 x2 0

Tanto a la izquierda como a la derecha de 0 la funcién tiende hacia —oo; luego la curva se
pega, por ambos lados, al semieje negativo OY.

También tiene una asintota horizontal, pues lim (1—ij =1.

X—>*too X2

La asintota es larectay = 1.
Tanto hacia —eo como hacia +o la curva va por debajo de la rectay = 1.

Derivando:
. 2 .
f’(X) = — — no se anula en ningun punto
X

de su dominio = no tiene extremos.

« Six<0,como f(x)<0 = lafuncion es
decreciente.

« Six>0, f'(x)>0 = lafuncion es
creciente.

La derivada segunda, f(x)= _—S siempre
X

toma valores negativos, lo que significa que
es concava (M). No tiene puntos de inflexién.

b) La ecuacion de la recta tangente a la curva en el punto de abscisa x = 1 es
y—f@)=f@(x-1) > y-0=2(x-1)=y=2x-2.

La region de la que se pide el area es el triangulo de vértices (0, -2), (0, 1) y (3/2, 1). Su area es
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11. Asturias, extraordinaria 2021

Bloque 2.B En una nave industrial se quiere instalar una pantalla de cine
(ver figura). La forma de la nave es la descrita por la gréfica de la funcién

y=£(x)

. (x,¥)
flz) =12 — % > 0. Calcula los valores positivos (x,y) que hacen médxima

el drea de la pantalla. (2.5 puntos)
Solucién:
El area de la pantalla viene dada por

S =2xy.

Como (x, y) cumple la relacién funcional
2

y=12—% =

(x. )

2
S =2x(12—x—j . 5—24x_2x.
3 3

El maximo de S se da en la solucion de S”
que hace negativaa S™".
Derivando:
S'=24-2x*> = S"=-4x.
§'=24-2x2=0= x=+/12 = 24/3; paraese valor S’ < 0.
2
K (243)
3"

Sustituyendo en f (x) =12—? = f (2\/3_’) =12—

1]
o
N
A !

L
‘ o

=

L% ]
/‘3‘*

8.

Por tanto, (X, y)=(2\/§, 8).
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12. Baleares, ordinaria 2021

3. Considera la funcio

|
(a) Representa-la graficament. (7 punts)
(b) Comprova que f(2) = f(-2). (1 punt)
(c) Comprova que no existeix ¢ € [—2,2] tal que f'(¢) = 0. (1 punt)
(d) Hi ha una contradiceié amb la conclusié del teorema de Rolle? (1 punt)

Solucioén:

(@) La funcion f(x) = i4 no esta definida en x = 0, punto donde se anula el denominador.
X
Dom (f) = R — {0}.

En x = 0 tiene una asintota vertical, pues lim (ij = (%j =+00.,

x—0 )(4

Tanto a la izquierda como a la derecha de 0 la funcidn tiende hacia +o0; luego, la curva se
pega, por ambos lados, al semieje positivo OY.

X—>*to0 X4

La asintota es la recta y = 0 (eje OX). Tanto hacia —o como hacia +o la curva va por encima

o ] . . 1
También tiene una asintota horizontal, pues lim (—] =0.

de la asintota, pues f(x)= i4 >0 para todo x de su dominio.
X

Derivando:

, 4 ., .. .
f’(x) =—— — no se anula en ningdn punto de su dominio = no tiene extremos.
X

« Six<0,como f'(x)>0 = lafuncion es creciente.
« Six>0, f'(x)<0 = la funcion es decreciente.

La derivada segunda, f™(x)= 2—2 siempre °
X 4

toma valores positivos, lo que significa que es
convexa () en todo su dominio. No tiene 3
puntos de inflexion. 5
Teniendo en cuenta lo dicho y calculando 1
alguno de sus puntos: | |

(-1, 1); (-2, 1/16); (-3, 1/81); 4 3 2 10 1 2 3 4

(1, 1); (2, 1/16); (3, 1/81). 1
Su gréfica es la adjunta.
(b) Efectivamente: f(-2)=—— =~y f@2)=2 -1

' (-2)* 16 2% 16

La funcion es par.
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(c) Se havisto que f"(x)= —is # 0 en todo su dominio. En particular para cualquier punto c
X

del intervalo [-2, 2].

(d) Lo anterior no entra en contradiccion con el teorema de Rolle, pues dicho teorema exige
que la funcion sea continua en el intervalo considerado, no solo que tome el mismo valor en
sus extremos. La funcién no es continua en x = 0.

13. Islas Canarias, ordinaria 2021

. x ax<—2 .
1A. Dada la funcion f(x) = g donde a y b son dos parametros con valores reales.

a) Calcular el valor de los parametros a y b que verifican que f(—2) =2 y que f(x)
sea continua en R — {5}.
Escribir la funcidn resultante f(x) y calcular su derivada f'(x).

1.25 ptos

b) Hallar las ecuaciones de las asintotas de la funcidén f(x) si los parametros 135 ptes
toman los valoresa = -1y b= -3
Solucion:
2

ax’—2 no estd definidaenx=5, b—x=0 cuandox=5=b =5.

ax? —2
5-x

a) Silafuncién f(x)=

Luego, f(x)=

a(-2)> -2

Como f(-2)=2 —» f(-2)= 5 (2)

=2=>4a-2=14=a=4.

4x% -2
Por lo tanto, f(x)= X :
5-X

Su derivada es:
8x(5-x)—(4x* ~2)(-1) | _4x2 +40x-2

f(x) =
(5-x)’ (5-x)°
2
-2

b) Paraa=-1y b =-3, f(x):X .

-3-X
. Esta funcidn tiene una asintota vertical en x = — 3, punto donde se anula el denominador.

2
. —x"=2 -11 . .

En efecto, lim X =— =100 = larecta x = -3 es asintota vertical.

x—»>-3 =3—X 0

. También tiene una asintota oblicua, pues el grado del numerador es una unidad mayor que
el grado del denominador.
La asintota es recta y = mx +n, siendo:
f) . —x2-2 S
m= lim = lim = lim 2= —
X=X X—>0 X(—3—X) X—>0 —3X—X2

n=lim (f(x)—mx) = lim [_XZ_Z—XJZ lim [‘XZ_ZHHXZ} lim (_2””‘):—3.

X—300 x—w| —3—X X—300 —-3-X Xx—w\ —3—X

1.

La asintota oblicua es la recta y =x—3.
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14. Islas Canarias, ordinaria 2021

1B. Se desea construir una caja sin tapa superior (ver Figura 1). Para ello, se usa una
lamina de cartén de 15 cm de ancho por 24 cm de largo, doblandola
convenientemente después de recortar un cuadrado de iguales dimensiones en

2.5 pt
cada una de sus esquinas (ver Figura 2). Se determina como requisito que la caja P
a construir contenga el mayor volumen posible. Indicar cuales son las
dimensiones de la caja y su volumen maximo.
A 2cm
15 em
| |
Figura 1 Figura 2
Solucion:
Si se corta un cuadrado de lado x, el volumen de la caja
obtenida sera: . |/1 \ﬂl .
V(X) =(24-2x)(15-2X)x = V (x) =4x° —78x* +360x. T - T
El volumen méximo se encuentra, si existe, en la solucion de V'=0 que hace V'~ < 0.
, 13+/13-430 13+7 |3
V'(x) =12x? -156x+360=0 = x*—13x+30=0 x = 5 == :{10'

Como V7 (x) =24x-156 y V7 (3) =72—-156 <0, para x = 3 se obtiene el maximo buscado.
(La solucién x = 10 es imposible en este caso, pues V (10) < 0 ; ademas se corresponde con el
minimo de la funcion f(x) = 4x® —78x* +360x .

Las dimensiones de la caja serian 18 x 9 x 3 cm; siendo su volumen 486 cm?.
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15. Cantabria, ordinaria 2021
Ejercicio 2 [2.5 PUNTOS]
Considera la funcion f(z) = 2.

1) [0.5 PUNTOS] Determina la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(z) en el punto de abscisa z = 1.
Llamaremos a dicha recta g(z).

2) [0.5 PUNTOS] Calcula el area de la region limitada por las rectas g(z). z = % x =1 yelee OX de
abscisas.

3) [0.5 PUNTOS] Halla una primitiva F'(z) de la funcién f(x).
4) [1 PUNTQ)] Calcula el area de la region limitada por la grafica de la funcion f(z). v las rectas g(x). x = %

Solucién:
1) La ecuacion de la recta pedida es:

g(x)=y-f@Q)=fO(x-1)
Derivando:

f()=x> = f'(x)=2x »> fQ)=1; f'Q)=2.
Luego, g(x)=y-1=2(x-1)=g(x)=y=2x-1.

2) El &rea pedida viene dada por

" (2x-1)dx=(x2—x) =o-{1-L1|1
Sl_L/Z(Zx 1)dx_(x X)L/z_o (4 2]-4u.

(Observa que es un tridngulo de base 0,5 y altura 1).

3) F(x)zszdx=%x3+k.

4) En este caso, el area es

S, = J;z(xz —(2x—1))dx = (% x3 —x% + xj

1

1/2

1 1 1 1y1 7 1 ,
= 14l | =4S =S ——=— U~
3 24 4 2) 3 24 24
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16. Cantabria, ordinaria 2021

Ejercicio 6 [2.5 PUNTOS] En una poblacion, la proporcion de personas infectadas por una determinada en-
ke’ sit <1

2 . N
gy Sit>1
constante real, ¢ el tiempo en afios desde el inicio de la epidemia y ¢ = 1 el inicio de la vacunacion.

fermedad en funcién del tiempo, 7(t). viene dada por la funcion [(t) = { siendo k una

1) [0.75 PUNTOS] Calcula el valor de & para que I(¢) sea confinua.

2) [0.75 PUNTOS] Calcula la proporcion de personas infectadas cuando ¢t — oc.

1
3) [0.5 PUNTOS] Calcula la velocidad de crecimiento de /() para el instante ¢t = —.

4) [0.5 PUNTOS] Calcula la velocidad de crecimiento de I(t) para el instante ¢t = 2.

Solucion:

1) Una funcién, f(x), escontinuaen x =a cuando lim f(x)=f(a).
x—>a

En este caso, el Unico punto que presenta duda es t = 1, cuando las funciones se unen, o no.
(Las funciones que intervienen estan definidas siempre, en todo R; por tanto, son continuas)

Sera continua si coinciden los limites laterales cuando t — 1, con () =7

Por laizquierda, lim 1(t)= lim ke® =ke®.

x—1 x—1
. P
Por la derecha, lim I(t) = lim ——=-.
x—1t x> 3t°+1 4
Por tanto:
ke? =T k=1
4 4¢?
o R S|
2) Laproporcion sera: lim 1(t)= lim ——=—.
X—>+00 x>+03t“+1 3
Este limite puede hacerse directamente, o aplicando L"Hépital:
2
lim —— =(LH)= lim 2=2_1
x—+0 3t° 41 x>+06t 6 3

3) La velocidad de crecimiento en el instante t :% viene dada por I(%) .

. 1 5 , 2 o 1 o (1) 1
Derivando I(t)=—e“ = I't) =—e“" =—e°" > || = [=—.
® 4e? ® 4e? 2¢? 2) 2e

4) La velocidad de crecimiento en el instante t =2 viene dada por I’(2).
2 237 +1) -6t o 4

Derivando I(t)=—— = I'(t) = = - 1'(2)=—.
37 +1 <3t2 +1):2 (3t2 +1)2
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17. Castilla 'y Ledn, ordinaria 2021

(Anz’tlisis}
eX—x—cos(3x) )
Calcular 1;1_1)1 T{x} (2 puntos)
Solucion:

Debe hacerse aplicando la regla de L"Hopital.

e’ —x—cos(3x) {1 0-1 o} (L'H)=lim e’ —1+3sin(3x) _{1—1+o _9} _
0 0 x>0 2sin(x)cos(x) 0 0

e* +9-cos(3x) 1+9

=(LH) = >I<I—r>rc]>2cos( )cos(x)—ZSin(x)sin(x): 2 =>

lim —
x>0 sin“(x)

18. Castillay Ledn, ordinaria 2021
E7.- (Analisis)

a) Dadas las funciones f(x) = x%, g(x) = —x? + 8, hallar los valores de x € R para los que
g(x) = f(x). (0,5 puntos)
b) Calcular el area limitada por las graficas de las funciones f(x) v g(x). (1,5 puntos)
Solucion:

a) g = f(X)=>-x*+82x>=822x* = x* <4=-2<x<2.
Sy =
b) El &rea pedida viene dada por

S= _[ ( X2 +8— ))dx:J‘:(—sz+8)dx=2'[02(—2x2+8)dx =

= 2(—2 x3 +8x)
3

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

ANALISIS (Selectividad 2021) 17

19. Castillay Leon, extraordinaria 2021
ES.- (Analisis)
Dada la funcion f(x) = x° — 5x — 1, determinense sus intervalos de crecimiento y

decrecimiento, sus extremos relativos, sus intervalos de concavidad y convexidad y sus
puntos de inflexion. (2 puntos)
Solucién:
Derivando dos veces:

f(x)=x>-5x—1 = f'(x)=5x*-5 = f"(x)=20x°

Crecimiento ( f"(x) >0) y decrecimiento ( f(x) <0):

f'(x)=5x*-5=0=x* =1=x=+1.
Por tanto:
« Six<-1,como f’(x)>0 = lafuncidn es creciente.

« Si-1<x<1, f(xX)<0 = lafuncion es decreciente.

Luego, en x =—1 hay un maximo relativo.
« Six>1,como f(x)>0 = lafuncion es creciente.

Luego, en x =1 hay un minimo relativo.

5 -
Concavidad () ( f”(x) <0) y convexidad (U) (f”(x)>0): 4
f7(x) =20x> =0=x=0. 3]

Por tanto:
« Six<0,como f7(x)<0 = lafuncidn es concava.

« Six>0, f7(x)>0 = lafuncion es convexa.

Luego, en x = 0 hay un punto de inflexion.

Los maximos, minimos y puntos de inflexion también podrian
caracterizarse por derivadas.

Maximo: f'(-)=0y f”(-1)<0.

Minimo: f')=0y f7(2)>0.

Punto de inflexién: f7(0)=0y f®(-1)=120x0.

Aunque no se pide, su grafica es la adjunta.
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20. Castillay Leodn, extraordinaria 2021
E7.- (Analisis)

LS six # 0

a) Estudiar la continuidad de la funcion definida por f(x) = { x . (1 punto)
0 ,six=0

b) Calcular [ xIn(x?) dx. (1 punto)

Solucion:
a) Una funcion, f(x), escontinua en x =a cuando lim f(x)= f(a).
X—a

En este caso, el Unico punto que presenta duda es x = 0; para cualquier otro valor de x la
funcion esta definida.

Como
lim  (x) = lim =—S98X {1 ! 0} (LH)=1im X0 _o_ t(0).
x—0 x—0 X 0 x=0 1 1

Por tanto, la funcion es continua también en x = 0; luego es continua en todo R.

b) La integral pedida, Ix In (xz)dx , debe hacerse por el “método de partes”.

Tomando,
2
u:ln<x2) = du:z—;(dxedu:gdx; xdx=dv = v =
X X 2
Luego,

jxln(xz)dx j——dx_—m( ?)- dex=x?ln(x2)—x7+k.

21. Castilla y Leon, extraordinaria 2021

ES8.- (Analisis)

Se considera la funcién f(x) = x — cos(x)

a) Demostrar que la ecuacion f (x) = 0 tiene al menos una solucion en el intervalo [0,7/2].

(1 punto)
b) Probar que la ecuacion f(x) = 0 solo puede tener una solucion en el intervalo [0,7/2]. de
modo que la solucion del apartado anterior es la unica. (1 punto)

Solucion:
a) Lafuncion f(x)= x—cos(x) es continua en el intervalo [0, ©/2] (y en todo R) y toma

valores de distinto signo en sus extremos:
T T T T
f(0)=0-cos(0)=-1y f|=|=—=-cos| — |==>0.
© © y(zjz (zjz
Por tanto, por el teorema de Bolzano, la funcion toma el valor 0 en algun punto x, € (0, g] .
b) La funcién f (x) = x—cos(x) también es derivable en todo R. Su derivada

f(x) =1+sin(x) >0, paratodo x e [0, gj ; lo que significa que la funcién es creciente en

todo el intervalo. Luego, solo puede cortar una vez al eje OX: la ecuacion
f (x) =x—cos(x) =0 solo tiene una solucioén.
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22. Castilla—La Mancha, ordinaria 2021

2
3. a) [1,25 punto] Calcula razonadamente la siguiente integral: / 3_’_—_Ifir.
e

(Cambio de variable sugerido: ¢* =t.)
b) [1,25 puntos] Calcula razonadamente la siguiente integral: [ _2217:31(?:
Solucion:
a) Si se hace el cambio de variable e* =t = e*dx =dt = dx :eixdt = %dt .
Luego:

2 2 2 2
J‘3+ex dX:IS+th I3+t idt J-(3+t)tdt'

Esta Gltima integral puede hacerse por descomposicién en fracciones simples.

2 A B At+B(3+t) (A+B)t+3B A+B=0 A=-2/3
(3+t)t (3+t) t (3+1)t (3+1)t 3B=2 B=2/3
Por tanto,
[ 2ae[| 212,218 dt_—ln(3+t) itk = 2tk
(3+1t)t (3+t) Tt 3 3 3+t
Deshaciendo el cambio, queda:
X
j 2 _dx=2In—— k.
3+e* 3 3+e
) [ AL TN x= [ x+ | L oax.
G +3 X2 +3 X“+3
La primera integral es inmediata ajustando constantes:
—X 1 2x 1 2
dx=-= dx=—=In{x"+3)+k;.
JAx2+3 2 x*+3 2 ( ) !
La segunda integral es también inmediata, aunque el ajuste de constantes es algo méas costoso.
1
I dx = I j#dx = iarctani+ K, .
x> +3 X +3 3 . (Xj 3 J3
_l’_ N
3 Ne
Por tanto:
—x+1 1 2 1 X
dx=—=In(x“+3)|+—=arctan—+Kk .
-[x2+3 2 ( ) J3 J3
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23. Castilla—La Mancha, ordinaria 2021

6. a) [1 punto] Sea la funcién f(r) = az® —22* —x + b con a,b € R. Determina razonadamente los
valores de a y b para que la grifica de la funcién pase por el punto (1,2) y la pendiente de la
recta tangente a la grafica de la funcién en este punto sea 1.
2 —ar4+1 r<0
be® >0
mente los valores de a v b para que la funcién sea continua y derivable en 2 = 0.
Solucion:

a) f(x)=ax®—2x%—x+b.
Por pasar por el punto (1, 2): f()=a—2-1+b=2 = a+b=5.

3 2

b) [1,5 puntos] Sea la funcién f(z) = , con a,b € R. Determina razonada-

La pendiente de la grafica de la funcion en ese punto es f’(1); nos dicen que f'(1)=1.
Derivando,

f(x)=3ax*—4x-1 = f'()=3a-4-1=1=3a=6=a=2.
Sustituyendoen a+b=5 = 2+b=5=Db=3.

La funcién sera:
f(x) = 2x3 —2x% —x+3.

b) Una funcidn, f(x), es continuaen x =a cuando lim f(x)=f(a).
X—a

Una funcion definida a trozos sera continua cuando la funcion que interviene en cada intervalo
lo sea y, ademas, los limites laterales en los puntos de unién sean iguales.
Las funciones consideradas en este caso son continuas en todo su dominio; también son
derivables.
Para la continuidad hay que exigir que sus limites laterales sean iguales en el punto de union,
enx=0.

lim (x2 —ax+1) =1; lim (bex) =b.

x—0" x—07"
Seréa continua si b = 1.

Para la derivabilidad hay que exigir que sus derivadas coincidan en x = 0.
Como

x> —ax+1 x<0 2x—a x<0

f(x)= = f(x)={

e* x>0
Sera derivable en x = 0 cuando:
lim (2x—a)=—a seaigual a lim (ex):l =a=-1

X—0 x—0"

e* x>0
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24. Castilla—La Mancha, extraordinaria 2021

- o o =1
5. a) [1 punto] Caleula razonadamente el siguiente lfmite: lim P
- r—1 et —

b) [1,5 puntos| Dada la tfuncién

e’ sioox<0
flz) = L 7 S 0<ae<2
- —
1 siox>2
estudia su continuidad en » =0 y en # = 2 ¢ indica el tipo de discontinuidad, si la hubiera.
Solucion:
. x—1 1-1 0 . L . A
a) lim =| —==—| — Esta indeterminacion puede resolverse aplicando L"Hbopital.
x>lgx1-1 [1-1 0
.o x-1 0 , .1 1
I|mT= — :(L H)=I|m—1=—=1.
x—»1eX* -1 |0 x>l 1

b) Una funcidn, f(x), es continuaen x =a cuando lim f(x)=f(a).
X—a

Una funcion definida a trozos sera continua cuando la funcion que interviene en cada intervalo
lo sea y, ademas, los limites laterales en los puntos de unién sean iguales.

La funcién f,(x)=e€* es continua siempre.
-, 1 . L
La funcion f,(x) = 1 no es continua en x = 1, pues no esta definida. Se trata de una
X_

discontinuidad de salto infinito: Iimi = l =+4c0.
x=1X—=1 0

La funcion f;(x) = x es continua siempre.

Falta por ver la continuidad en x=0yenx = 2.

Enx=0:

lime* =’ =1; lim BEC
x—0~ x—ot X=1 -1

Como no coinciden los limites, la funcién no es continua en x = 0. Presenta un salto finito.

lim i:izl; lim x=2
x—2~ X=1 2-1 x—2"

tampoco coinciden los limites, la funcion no es continua en x = 2. Presenta un salto finito.
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25. Cataluiia, ordinaria 2021
1. Considere la pardbola y=4-x"y un valor a > 0.

a) Compruebe que la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la parabola en el punto
de abscisa x=a es y=-2ax+ a’+4 y calcule los puntos de corte de esta recta tangente
con los ejes de coordenadas.

[1.25 puntos]

b) Calcule el valor de a>0 para que el drea del tridngulo determinado por esta recta
tangente y los ejes de coordenadas sea minima.
[1.25 puntos]
Solucion:
a) La ecuacion de la recta tangente a una curva, y = f(x) en el punto de abscisa x = a es

y—f(@)=f(a)(x—a).
Eneste caso, y=f(x)=4—x> - f'(x)=-2x; luego: f(a)=4-a’y f'(a)=—2a.
Por tanto, la tangente pedida es:

y—(4—a2):—2a-(x—a) =N

y=—2ax+2a’+4-a’ = y=—2ax+a’ +4. E\ < a*+4
b) Para a > 0, la tangente corta al eje OY en la ordenada
a’+4,yal eje OX en la abscisa solucién de
2
0=—2ax+aZ+d4=x=2 1%
2a
El area del triangulo que determinan es
2
a - +4 2 2 2 4
1a“+4 2
S = 2a ( ):(a +4) )
2 4a
El minimo de S se da en la solucion S” = 0 que hace ;2 5
positivaa S™.

Derivando con respecto a a,

2(a’ +4)2a4a-4(a’ +4)2 _ 3a*18a%-16

S'=
168.2 43_2
S0 33% 1822 160 a2 — —8+/64+192 _-8+16 :{ —4 N
6 6 413

3a* +8a%-16=0 < 3(a2 + 4)[a2 —%) =0 —> siendo a=—— la Gnica solucion valida.

2
3
Se hace la derivada segunda:
2
S'=31+2—i = S":%+§. Como S~
4 a’ 4 a°
buscado.

j >0, para ese valor se tiene el minimo

&l
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26. Catalufia, ordinaria 2021
_In(x)
X

4. Seala funcion f(x)=
riano.
a) Encuentre las coordenadas de un punto de la curva y=f(x) en el que la recta tangen-
te a la curva sea horizontal y analice si la funcién tiene un extremo relativo en este
punto.
[1 punto]

definida en el dominio x >0, donde In es el logaritmo nepe-

b) Determine si la funcion f(x) tiene alguna asintota horizontal.
[0,5 puntos]

¢) Calcule el area de la region delimitada por la curva y=f(x) y las rectas x=1y x=e.
Haga un dibujo aproximado de la grafica de la funcion en el dominio 0 <x <5, donde
quede representada el area que ha calculado.

[1 punto]

Solucién:
a) La tangente es horizontal a la curva en los puntos con derivada 0.

—x—=In(x)1 ,

f(x) = '”(X) = () =%X—; 'Z(X) S () =0 si In(x)=1=>x—e.
X
La derivada segunda:
1.,
R S G 2 S WYY
f7(x)= 7 = 3 .
X X
Al ser f7(e)= isln(e) = _—él <0 = en x = e se tiene un maximo.
e e
1
b) Como lim In(x) {OO} (L'H)= lim £ 0 =0, se deduce que la rectay = 0 s asintota
X—4w0 X 00 x>+0 1 1
horizontal de la curva.
(También tiene una asintota vertical en x = 0).
. (x) :
c) Lagraficade f(x)=—— es laadjunta. 08
Algunos de sus puntos son: 04
(1, 0): (2, 0,466); (e, 3679), Maximo: /*’_'
(3,0,3662); (4, 0,3466)... . 1 > o3 A r E
El area pedida es la coloreada en la figura. Su 0.4
€
valor viene dado por j @dx : 08
1

Una primitiva se obtiene integrando por partes.
Tomando:

u=Inxy dv:ldx = du:idxyv:jidx:ln(x).
X X X

Por tanto:
_['”—de Inx-In x — J—d .['”—de .['”—de nxInx =
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ZJ-In—de_ Inx) .

e e
Con esto, J- mdx:F(ln x)z} “le
1 X 2 . 2

27. Catalufia, extraordinaria 2021

4. a) En la figura es mostra la grafica de la fun-
cio f(x). Representeu de manera esquema-
tica la grafica de la funcié derivada de f(x).
Expliqueu el raonament que heu seguit.
[1,25 punts]

b) Calculeu els valors de a i b perque la funcio g(x) = ax’ + bx? + 1 tingui un punt d’infle-

|
Xid en x=5 i la seva derivada en aquest punt sigui ?

[1.25 punts]
Solucién:
a) Para representar graficamente f’(x) hay que observar:
1) La funcion dada f (x) es creciente en el intervalo (—e, —0,5), por tanto, ese intervalo la
funcion derivada es positiva: f'(x) >0.
Es decreciente en el intervalo (0, 1), luego en ese intervalo su derivada f"(x) <O.
Vuelve a crecer si x> 1, luego f’(x) >0 a partir de x = 1.
La derivada se anula en los puntos x = 0y x = 1. Por tanto, dos de los puntos de la gréafica de
f’(x) son (0,0) y (1, 0).
2) En x = 0,5 (aproximadamente) la funcion f (x)
tiene un punto de inflexion. Por tanto, en ese punto la
derivada segunda vale 0: ( f’(x))' = f”(x)=0; esto
significa que f“(x) tiene un extremo relativo en x =

0,5. Ese extremo es un minimo de f’(x), pues f"(x)
solo es negativaentre 0y 1,y f(x) no presenta mas

puntos de inflexion.
En consecuencia, un esquema de f’(x) puede ser el

que se adjunta.

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

ANALISIS (Selectividad 2021)

b) Si g(x) =ax®+bx? +1 tiene un punto de inflexién en x :% = g”(z

en ese punto g(%} = —g , entonces, derivando dos veces:
g'(x) =3ax® +2bx; g (x) =6ax+2b.
Por g(%} =0 = 3a+2b=0.

Por g'(lj:—§ = §a+b=—§:>3a+4b=—6.
2 2 4 2
) 3a+2b=0 a=2
Resolviendo = .
3a+4b=-6 b=-3

28. Comunidad Valenciana, ordinaria 2021

1

25

] =0 si, ademas,

Problema 6. Un espejo plano, cuadrado, de 80 em de lado. se ha roto por una esquina siguiendo una linea
recta. El trozo desprendido tiene forma de triangulo rectangulo de catetos 32 em y 40 cm respectivamente. En el

espejo roto recortamos una pieza rectangular R, uno de cuyos vértices es el punto (x, y) (véase la figura).

a) Hallad el area de la pieza rectangular obtenida como funcién de x, cuando 0 < x < 32. (4 puntos)
b) Caleulad las dimensiones que tendra R para que su drea sea maxima.

¢) Calculad el valor de dicha area maxima.

40|

W

-

PR
Solucién:
a) Si se sitla el origen de coordenadas, O, en el extremo
inferior izquierdo del espejo, la ecuacion de la recta que se

apoya en la hipotenusa del tridngulo es y = 40—% X.

— Pasa por los puntos (32, 0) y (0, 40):
Xx-32_y-0 _ _ 40(x—32)
0-32 40-0 -32

5
= y=40—-X.
Y 4

El area de la pieza rectangular sera:
R=(80-x)(80-y) =

40

R :(80—x)(80—[40—%xn = R(X) = —gxz +60x+3200.

(4 puntos)
(2 puntos)

“Jr0, 40)

80 —x

80—y

b) EI maximo de R se da en la solucion de R” = 0 que hace negativaa R™".
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Derivando e igualando a 0:

R’(x)=—%x+60:0:x=24.

Como R”(x) = —% <0, para x = 24 se da el maximo buscado.
Las dimensiones de R seran: ancho, 80 — 24 = 56 cm; alto: 80 — 10 = 70 cm.
c) El valor de su area es R = 56 - 70 = 3920 cm?.

29. Comunidad Valenciana, ordinaria 2021
Problema 3. Dada la funcién f(x) = xe'™", calculad:

a) El dominio, los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos. (4 puntos)

b) Las asintotas y la grafica de f. (3 puntos)

¢) Laintegral [ f(x)dx. (3 puntos)
Solucion:

y —x2 L . . .
a) La fusion f(x)=xe"™ esta definida en todo R. Ademés, toma valores negativos si x <0y
positivos si x > 0. En x = 0 vale 0.

Derivando:

2 2 2
f(x) = —2xxe"™ :>f'(x)=(1—2x2)el‘x .

2
Igualando a O: (1—2x2)e1‘X =0=>1-2x*=0=>x=+

-

Con esto:

. Six< —i, como f’(x) <0 = lafuncién decrece.

2

Si _ 1 <X< 1
22
Esto indica que en x = L la funcién tiene un minimo.

Ng

. 1 . .
« Si x>—,como f'(x)<0 = lafuncion vuelve a decrecer.

NA

1 e .
Luego, en x =—= la funcién tiene un maximo.

Ng

b) La funcion tiene una asintota horizontal, tanto hacia — como hacia +«, pues:
Hacia —oo:

lim xe'™" =[~c0]= lim — :{ﬁ}:(L'H):Iim L 1o

f’(x) >0 = la funcion crece.

X—>—0 X——o0 gX"-1 o0 X—>—00 2X€XZ71 —00
La asintota es la recta y = 0; la curva va por debajo de la asintota.
Hacia +oo:
. )2 . X 0 , . 1 1
lim xe'™ =[+00]= lim ——=|—|=(L'H)= lim = =0".
X—>+00 X0 X o0 x40 9 yaX -1 400

La asintota es la recta y = 0; la curva va por encima de la asintota.
Su grafica es la siguiente.
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4!_1,_..
m|

c) Laintegral Ixel‘xzdx puede hacerse de manera inmediata, ajustando constantes:

jxel"<2 dx = —% I (—2xe1‘X2 )dx —e 4k,

30. Extremadura, ordinaria 2021

e P - oy ; " o -
6. Demostrar que las grificas de las funciones f(r)=2—1" ¥ g(r) = €* se cortan en al menos

2 puntos. Para cada uno de los puntos de corte, encontrar un intervalo que lo contenga de

longitud menor o igual que 1. Razonar las respuestas exponiendo y verificando los resultados
o= (= 1 *

{teoremas) que lo justifiquen. (2 puntos)

Solucion:
a) Las funciones dadas, f(x)=2-x>y g(x)=e€* son continuas en todo R. Por tanto, su
diferencia, h(x) = f (x) - g(x) =2—x*—e* también es continua.
Ademas, cumple:

h(0)=2-0-e°=1>0y h(1)=2-1"-e'=1-e<0.
Por tanto, aplicando el teorema de Bolzano, se deduce que en algun punto ¢ € (0, 1) la
funcion toma el valor 0: h(c)=f(c)—g(c)=0 — f(c)=g(c).
Esto significa que las funciones f(x)=2-x>y g(x)=e* se cortan en algin punto del
intervalo (0, 1).

Por otra parte:
h(-1)=2-1-¢* :1—1 >0y h(-2)=2-4-¢7 :_2_12 <0.
e e
Luego, también por Bolzano, se deduce que en algun punto d € (-2, —1) la funcion toma el

valor 0: h(d) = f(d)—g(d)=0 — f(d)=g(d). Las funciones f(x)=2-x"y g(x)=¢€* se
cortan en algun punto del intervalo (-2, —1).

. El teorema de Bolzano dice:
Si f(x) es una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b] y toma valores de distinto signo

en sus extremos ( f(a) <0< f(b) o f(a) >0> f(b)), entonces existe algin punto ¢ € (a, b)
tal que f(c)=0.
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31. Extremadura, extraordinaria 2021

7. Resolver la integral / In?(z) dz. (2 puntos)
Solucion:
La integral Ilnz (x)dx = I(In(x))z dx puede hacerse mediante el método de partes.
Tomando:
Uy :(In(x))2 y dv; =dx = du, = 2(In(x))-§dx Y V=X,
luego,

I(In( )) dx = IZIn L xdx = x (In(x —Zjln

La segunda integral también puede hacerse por partes.
Tomando

u, =In(x) y dv, =dx = du, =de y V=X,
X
luego,
ZIIn x)dx =2x(In(x) 2_[ xdx = 2x(In(x))—2x.

Sustituyendo en la primera integral se tiene:

I(In(x))z dx = x(ln(x))2 —2xIn(X)+2x+k .

32. Galicia, ordinaria 2021

3. Analisis:

De entre todos los rectangulos situados en el primer cuadrante que tienen dos lados sobre los ejes de
coordenadas y un vértice sobre la recta x + 2y = 4, determine los vértices del que tiene mayor area.
Solucién:

La situacion es la que se muestra en la figura adjunta.

El area el rectangulo, de lados x e y, sera >
S(X1 y) =Xy,

despejando y en la ecuacion x+2y =4 y sustituyendo s

en S se tiene:

S(y)=(4-2y)y=S(y)=4y-y>.

0

El maximo de S se da en la solucion de S” = 0 que hace negativaa S”".
Derivando con respecto a y:

S(y)=4-4y —igualandoa0: 4—-4y=0=>y=1.
Como S”(y)=-4<0, paray = 1 se da la superficie méxima. El valor de x = 2.

Por lo tanto, los vértices seran los puntos: (0, 0), (2, 0), (2, 1) y (0,2).
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33. Galicia, ordinaria 2021

4. Analisis:

Dada la funcién f(x) = {

2 .
x*=—x—-1 si x<0 , L, .
9 " calcule el area de la region encerrada por la grafica de f

—x“—x—1 si x>0,
ylasrectasy =4x—7ey = 1.
Solucién:
La funcion viene dada por dos parabolas. Puede y=x —x—

dibujarse dando valores.

. Para y=x?>-x-1,(0,-1), (-1,0) y (-2, 5).

. Para y=—x*—x-1, (0,-1), (1, -3) y (2, -7).

La funcion f (x) es continua. '

Larecta y=4x—7 pasa por los puntos (1, -3) y (2, 1).
La recta horizontal y =1 pasa por (-1, 1) y (2, 1).

La region encerrada entre la gréafica y las rectas es la
coloreada en la figura. Puede descomponerse en tres
partes. Su areaes S =S, +S, + S5, siendo:

S, :J‘_Ol(l—(x2 —x—l))dx:‘[_ol(2+x—x2)dx =

1
S, Zjl(l—(—xz—x—l))dx:J.Ol(2+x+x2)dx = {2X+x_2+x_3} =2+%+1:£.

S3 :% =2 — tridngulo de base 1y altura 4.

Por tanto, el area pedida sera: S = % +%+ 2= 36 _ 6 U
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34. Galicia, extraordinaria 2021

3. Analisis:

a) Enuncie el teorema de Bolzano.

b) Obtenga los valores de a, b y ¢ que hacen que f(x) = ax® + bx? — 3x + ¢ cumpla f(0) = 1 y tenga
extremos relativos en x = 1. Decir luego si los extremos son maximos o minimos.

Solucion:

El teorema de Bolzano dice:

Si f(x) es una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b] y toma valores de distinto signo

en sus extremos ( f(a) <0< f(b) o f(a)>0> f(b)), entonces existe algun punto ¢ € (a, b)
tal que f(c)=0.

Esto es, si la funcion es negativaen a ( f(a) <0) y positivaen b ( f (b) > 0), entonces se
anulaenalgin puntocentreayb ( f(c)=0).

Geométricamente, esto significa que si . i)
f(a)<0y f(b)>0,entonces la grafica de a fT T ’
f (x) corta al eje OX en un punto, al menos. ' l e b ‘ a c‘\\i?

(Anélogamente si f(a) >0 y f(b) <0.)

Desde el punto de vista algebraico, este teorema aseguraque si f(a)<0y f(b)>0,

entonces la ecuacion f(x) =0 tiene una solucion entre a'y b. Esa solucion seré el punto ¢

cuya existencia afirma el teorema.

b) La funcion es f(x)=ax® +bx* —3x+c
Si f(0)=1= f(0)=a0®+b0°-30+c=1=c=1.
Si tiene extremos relativosen x = +1 = (1) =0.
Derivando: f(x) =3ax® +2bx—3.
f(-)=0=3a-2b-3=0: f(1)=0=>3a+2b—3=0.
3a-2b-3=0 a=1
3a+2b—3=0:>{b=0'
La funcidn seré:
f(x)=x>—3x+1.

Resolviendo {

La derivada segunda es f™(x) =6x.
Como f”(-1)=-6<0, entonces, en x = —1 se tiene un maximo.
Como f7(1)=6>0, entonces, en x = 1 se tiene un minimo.
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35. Galicia, extraordinaria 2021

4. Analisis:
a) Enuncie el tearema de Rolle.

.. . ] . —2x
b) Calcule el drea de la regién encerrada por las grdficas de f(x) = x + 6y g(x) = { 5
X

Solucion:
a) El teorema de Rolle dice:
Si f(x) es una funcién continua en el intervalo [a, b] y derivable en el intervalo (a, b), y

ademés f (a) = f (b), entonces existe al menos, un punto ¢ € (a, b) tal que f’(c)=0.

Geométricamente, esto significa que existe un punto de la curva en el que la recta tangente a
ella es horizontal.

b) Las funciones que determinan la regidn pueden representarse dando valores.
Recta f(x)=x+6 — puntos (0, 6) y (3, 9). '

\ 10
Recta g,(x) =—-2x — puntos (0, 0) y (-2, 4). 2,(x) = o
Parébola g,(x)=x? — puntos (0, 0), (2, 4)y (3, 9). \ 5
Corte;:= L LS =x+ 6
{ — (-2, 4); \
y=X+6

WP ————— e ———— =

y=X
Suareaes S=S,;+S,, siendo: .
4
S, = 6—22 =6 — triangulo de base 6 y altura 2. gi(x)=—2x

3
3 2 3

SZ=I (6+x—x2)dx= ox+ X :18+9—9:2.

0 2 3] 2 2

Por lo tanto, el area pedida sera: S = 6+2—27 = 3—29 =19,5 u?
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36. La Rioja, ordinaria 2021
1.— (2 puntos) Sea la funcién

f(z) = zel/=.

Determinar el dominio y las asintotas verticales, horizontales y oblicuas cuando
existan.
Solucién:
La funcion no esté definida en x = 0, punto en el que el exponente se hace infinito; luego
Dom (f) = R — {0}.
En x = 0 puede haber una asintota vertical. Veamos:
Por la izquierda: lim (xell"3 ) = [O-e”0 =0e " = O-O} =0. Luego, no hay asintota vertical a la
x—0"
izquierda de x = 0.
Por la derecha: lim (xe”"3 ) = [O-e”O+ =0e™ = O-oo} —> esta indeterminacion habré que

x—0"

resolverla aplicando la regla de L"Hopital.

lim (Xellx3)=[0-oo]: lim elix ={f} =(L'H) =

x—0* x—0" L 0
X
3 1/x3
- " e 3

R X4 . 361/)( —+00

lim = lim S—=| — | =+©.
x—0" i x—0" X 0*

X2

Por tanto, la recta x = 0 es asintota vertical de la funcion. La grafica de f se pega a la recta por
la derecha (de la recta) y hacia + oo.

Asintotas horizontales.
Hacia —oo:
lim (xe” x ) = |:—oo-elj_°° =—o0g? = —oo-l} =—0 — No hay
X—>—0
asintota horizontal hacia —oo.
Hacia +oo: ch
lim (xe” x ) = |:+oo-e]j+°0 = +oo-1} =+00 — No hay asintota

X—>+0

horizontal hacia +co. Z

Asintota oblicua: recta y =mx+n. .7
1/x°

_xe . 3
m= lim = lim e¥* :[e”ioo :1]=1;
X—>to0 X X—>*too

) 3 . 3
n= lim (xe”x —xj: lim (x(eﬂx —1))
X—>to0 X—>to0

1/x3_
= lim ¢ 1={f} = (L'H) 5 4
o0

X—>to0 1
X

I
It
S

=)
I
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X3
—— € X3
. 4 . 3e 3
= lim —X—— = lim —=—|=0".
X—>Fo0 _i X—to0 X +00
X2

Larecta y=x es asintota oblicua de la curva. Tanto hacia —eco como hacia +oo la curva va por

encima de la recta.
(La gréfica, que no se pide, se da para que el problema se comprenda mejor).

37. La Rioja, ordinaria 2021

T+ 3

3.— (2 puntos) Calcular el drea del recinto limitado por la funcién f(z) = H—;})g
T

el eje OX y las rectas x =0 y = = 5.

Solucion:
En el intervalo [0, 5], la funcién f(x) = ( )2 es positiva. Por tanto, el area pedida viene
X+2
. . - 5 x+3
determinada por la integral definida J‘ 5 dx.
0 (x+2)
Una primitivade f(x)= ( )2 puede encontrarse por descomposicion en fracciones
X+2
simples:
xt3 __A B _ A+B(x+2) Bx+A+2B
(x+2)*  (x+2)° (x+2)  (x+2)° (x+2)°

Identificando coeficientes:

B=1
— A=1B=1.
{A+ZB:3

Luego.

X+3 1 1 1
I(x+2)2 dx:-[(x+2)2 dx+J(X+2)dx:—(X+2)+In(x+2).

Por tanto:
5
5 x+3 X+3 1 1 1
dx=| ——dx=| - +In(x+2)| =—==+In7—-| —=+In2| =
IO (x+2)2 J‘(x+2)2 { (x+2) ( )L 7 ( 2 j

5 7Y 5
= —+In| = | u-.
14 2
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38. La Rioja, extraordinaria 2021
2.— (2 puntos) Sea la funcién

f(z) = cosz.

Hallar el 4rea de la superficie encerrada por la recta tangente a la grafica de f en
m

el punto = = —g, la grifica de f y las rectas = = —E Vo= 5
Solucion:

., . e
La ecuacion de la recta tangente a f (x) =cosx en el punto de abscisa x = 2 es:

i)

Como f|-Z 1= cos(—%} = ﬁ y f’(—%j =-sin (_%j = g , entonces dicha recta sera:

4 2
2By
2 2 4
2
2 2 ( TC) (_,,-"/
y=—X+——"1+—1|.
2 2 4 A

El recinto pedido es el coloreado en la
figura adjunta.

. ] m:4 m 3Tr.f4 rr
Como en el intervalo considerado la

recta esta por encima de la curva, el area
pedida viene dada por a integral definida,

J_n/4[§x+§(l+4j cosxjdx_(£x +£( 4jx sme_n/4

(B Eor s 25 o) s)l5)-
_ 92r® 3en( nj_2+\/§ 2

64

/2

0

|
o'}
p
I
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39. La Rioja, extraordinaria 2021
3.— (2 puntos) Calcular los siguientes limites:

a) lim ( — .
:] r—0+ ('I-Z )

4r — 1\*
b) If )
HE&( 1 )

Solucién:
Ambos limites pueden hacerse aplicando logaritmos y la regla de L"Hopital.

tan x 0
a) lim (—j = K—j = ooo} — esta indeterminacion se transforma aplicando logaritmos:

x—0" X2 0

osa () m(o()”  pamon()-o-

= lim ((tan x)(-2Inx)) =[00] = lim —2Inx_ [f} —» ahora puede aplicarse L Hoépital:

x—0" x—0" 1 o0
tan x
-2
—Z ,
fim —2X | 2| (LH) = tim X = fim 20X O]
x—0" 1 o0 x—0" —1 x—0" X 0
tan x sin?
_ (L’H): lim 4smxcosx: 9 Y
x—0" 1 1

x—0* 2

tan x
Por tanto, lim (—j e’ =1,
X

X—>0 4X

o{m( %2 o am e (%52 - m 52 -

(4x—1
In
— lim |\ 4x )
1
X

_(4x-1Y* : N : :
b) Ilm( X j :[1“’] — esta indeterminacion se transforma aplicando logaritmos:

X—>00

) = [g} — ahora puede aplicarse L"Hopital:

4x-1 1
n 4 2 —x? o0 1
lim| ——%2 |=(L'H) = lim| 2°=X | jim —|Z ===,
X—»00 1 x—>o| L X—>00 4X2—X 00 4
X X2
X
Por tanto, Iim(4x_1j —e V4,
X—>00 4X
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40. Madrid, ordinaria 2021

A.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Calcule el area de la region delimitada por las graficas de las funciones
flz)=2+2z— 2%, g(z) =227 — 4=

Solucién:
Las funciones dadas son dos parabolas; pueden representarse dando valores.
La region delimitada por ambas gréficas es la sombreada en la figura.

Sus gréficas se cortan en las soluciones de la ecuacion 3
f(X)=g(x) > 2+x—x>=2x"—4x =

J -1/3 2
3¢ —Bx—2=0= x = 22N2*T24 .
6 2
El &rea viene dada por la integral definida
2 :
I (2+x—x2—(2x2—4x))dx = 1 0 ]
13

2 5y2 2 -1
J (—3x2+5x+2)dx = | x®+22 4 2x =
~13 2 3 -

—8+10+4—(i+£—£j:6+gzﬁ u2.
54 54

41. Madrid, ordinaria 2021

B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Se considera la funcién
senx Six <0
flz) =

rer siz >0
a) (0.75 puntos) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f en z = 0.

b) (1 punto) Estudie los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f restringida a (—m, 2). Demuestre que
existe un punto z¢ € [0, 1] de manera que f(xp) = 2.

©) (0.75 puntos) Calcule [ ; f(z)da.
Solucion:
a) Seré continua en x = 0 si los limites laterales coinciden y son iguales a f(0)=0.
Como:
lim f(x)= limsinx=0; lim f(x)= lim xe* =01

x—0" x—0" x—0" x—0"

Luego, la funcién es continua en x = 0.

0.

Derivando,
. cosx six<O0
f'(x)= . . )
e”+xe” six>0
También coinciden las derivadas laterales en x = 0:
lim '(x)= lim cosx=cos0=1y lim f(x)= lim (eX+xeX):e°+0=1.

X—0~ x—0 x—0" x—0"
Por tanto, la funcion es derivable en x = 0.
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b) Crecimiento y decrecimiento.
En en intervalo (-m, 0), la derivada, f’(x)=cosx, se anula en x = —x/2.

o Para—m<x<-m/2, f'(xX)=cosx<0 =
la funcion es decreciente en el intervalo (—x, —m/2).
o Para-m/2<x<0, f'(x)=cosx>0 =

la funcién es creciente en el intervalo (-n/2, 0);
En X = —1/2 hay un minimo relativo.

En en intervalo [0, 2), la derivada, f’(x) =e* + xe*, siempre es positiva: sera creciente en
todo ese intervalo.

— Enel intervalo [0, 1] la funci6n que interviene es f (x) = xe™, que siempre es continua.
Como f(0)=0y f(1) =e, entonces, por el teorema de los valores intermedios, la funcion
tomara el valor 2 (que esta entre 0 y e) en algun punto xo € (0, 1).

o f(x)dx:jo (sinx)dx+r(xex)dx.

—n/2 —n/2 0
La primera integral es inmediata; la segunda hay que hacerla por partes.
Tomando:

U=xydv=e'dx = du=dx y v=e*.
Luego,
jxexdx:xex —Iexdx:xeX —e*=(x-1)e".

Por tanto:

Il f(x)dx=J‘0 (sin x)dx+j

—n/2 —n/2 0
Notese que no se pide un area.

l(xex)dx = [-cosx]’_, +[ xe* —exﬁ =-l+e-e+1=0.
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42. Madrid, extraordinaria 21
A.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos
a) (1.25 puntos) Calcule, en caso de existir, el valor de los siguientes limites
a.1) (0.5 puntos) lim w a.2) (0.75puntos) lim 1 (3 - il)
=0 T — 27° —senx z—oo & \T sen;
(Indicacion: use el cambio de variable t = 1 /> donde sea necesario)

b) (1.25 puntos) Calcule las siguientes integrales:

\ 1
b.1) (0.5 puntos) f E.__,‘? : dx b.2) (0.75 puntos) [ e % dr
£ = ]

Ambos limites dan lugar a formas indeterminadas

Solucioén:

2 2 3
X (1-2x —
a1) tim =2 _ iy X2
x>0 X —2x% —sinX x>0 x—2x% —sin x

X% —2x3 {0}
||m—_: —_
x—0 X — 2% —sin X 0

=(L’H) lim 2-12x 2 1.
x—>o—4+smx 42

{%} — aplicando la regla de L"Hépital —

(LH)_Ilm& [O}:

x—01—4X—C0S X 6

113 2 13 2 3 2 2
a.2) lim=| ———— - || |=——.
oo X| X .1 ooooO o o0
SIin—

X
Esta indeterminacion se transforma como Sigue

113 2

2
lim = - = lim 32- 2 . :Iim(sz]—lim X1 [0—9}:
x—o X | X sin= x—wo| X XSin = x—o\ X X—>00 sin = 0
X X X
-2
)
> (L"Hopital) > = — lim | —X"— | =~ lim 21 __2 _ 5
X—>00 —7COSf X—>00 cos= cosO
X X X

b.1) Se trata de una integral inmediata.

J'X : _—In(x ~1)+k,

1
b.2) Para calcular I ~*dx hay que hallar una primitiva de f(x)= x%e~*. Puede hacerse
0

por el método de partes.

—X

En jxe Xdx , tomando: U= x?> = du=2xdx; dv=eXdx = v=—e* =
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j x%e Xdx = —x%* + I 2xe*dx (1)

La segunda integral que se obtiene también se hace por partes.

—X

Tomando: U =2x = du” =2dx; dv=e*dx = V=—e
Se tiene: J.er‘xdx =2xe* +IZe‘de =2xe X —2e7%.

Sustituyendo en (1) queda:
Ixze‘xdx =—x%* +Ier‘de = —x% —(2xe*X - 2e*X) = (—x2 —2X— 2)e*X .
Con esto, la integral definida

J‘: x%e Xdx = [(—x2 —2X— Z)e‘x }Z =-b5ety2e0=2-5et,

43. Madrid, extraordinaria 2021

B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Sea la funcion
flz) = - || + 2.
a) (0.75 puntos) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f en z = 0.

b) (1 punto) Determine los extremos relativos de f(x) en la recta real.

c¢) (0.75 puntos) Calcule el area de la region delimitada por la grafica de f, el eje de abcisas y = 0, y las rectas
r=—-lyzr=1L

Solucién:
a) La funcién dada puede definirse por partes como sigue:

3 -
X*+x+2 six<O0
f(x)=x°—|x+2=
X2 —x+2 six>0
Sera continua en x = 0 si los limites laterales coinciden y son iguales a f (0) =2.
Como:
lim f(x)= lim (x3+x+2):0+2:2; lim f(x)= lim (x3—x+2):0+2:2,
x>0~ x>0~ x—0" x—0"
la funcion es continua en x = 0.

Derivando,
3x2+1 six<0
3x2-1 six>0
Las derivadas laterales en x = 0 no son iguales:
lim f(x)= lim (3x2 +1)=1 y lim ()= Iim+(3x2 —1) --1.

Xx—0" x—0" Xx—0 Xx—0
Por tanto, la funcion no es derivable en x = 0.

f(x) =

b) Para valores de x < 0, f'(x)=3x?+1 < 0 = la funcién es creceinte en el intervalo (-, 0).

Para valores de x >0, f'(x)=3x*-1=0= x= L

Ne

, luego:
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. 1 , . .
« SiO<x<—,como f'(x)<0 = lafuncion decrece en ese intervalo.

V3
. 1 .
« Six>—F—,como f(x)>0 = lafuncion crece cuandox > —.
3 3
« También se deduce que en x = % la funcion tiene un minimo elativo.
¢) Como la funcidn no es negativa en el intervalo [-1, 1], el area
pedida viene dada por la suma de las integrales definidas 31
siguientes:
0 1 2
J‘ (x3+x+2)dx+j(x3—x+2)dx: N/
-1 0
4 2 0 4 2 ! 11
= X—+X—+2x + X——X—+2x =
4 2 4 2
-1 0
o[ ti o)l o) 020 g e, 2 L !
4 2 4 2 4 4 ’

(La grafica no se pide).
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44. Murcia, ordinaria 2021
3: En este ejercicio se puede utilizar el resultado del apartado a) para realizar el apar-
tado b), aun en el caso en que no se sepa realizar el apartado a).

Se quiere disefnar una lata de refresco de forma cilindrica, con tapas inferior y supe-
rior. EI material para las tapas tiene un coste de 5 euros cada cm? y el material para
el resto del cilindro tiene un coste de 3 euros cada cm?.

a) [1 p.] Si denotamos por x el radio de las tapas y por y la altura de la lata,
demuestre que el coste total del material necesario para construir dicha lata
viene dado por 107x2 + 67xy.

b) [1,5 p.] Si el volumen de la lata es 90xcm?, determine sus dimensiones (radio
y altura) para que el coste del material sea minimo.

Solucion:
a) Sea el cilindro de radio de la base x y altura y.
El area de la base es:

Sg =x?; como son dos, S,g = 27x°. e

El coste del material necesario para su fabricacion sera:
C,p =52nx? =10mx>.

El &rea lateral es: C, =2nx-y.

Costara, S, =32nxy = 6mxy .

Por tanto, el coste total para construirla sera: C (x, y) =10mx? + By .

%0 _ %0

b) Como su volumen V =nx’y =90m = y=—=—.
X

X
Sustituyendo en la funcion de coste total,

C(x)=10nx? +6nx-2 = C(x)=10nx" +
X
La funcion C sera minima en la solucién de C"= 0 que haga positivaa C"".
Derivando e igualando a O:
C(x) = 20mx - 2207

X2

540n

— se hace 0 cuando 207mx® —540n=0=> x=3 cm.

1080

La derivada segunda, C"(x) =20+ —3n , €S siempre positiva. Por tanto, el minimo coste
X

de la lata se da cuando su radio x = 3 cm; y su altura, y = ? =10 cm.
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45. Murcia, ordinaria 2021
4: En este ejercicio las cuestiones a) y b) son totalmente independientes.

a) [1 p.] Calcule I_1;111m(\/.r2+ 1 —.1').

b) [1,5 p.] Calcule la integral indefinida /&3 In(x) dx. Determine la primitiva de la

funcién f(x) = x> In(x) cuya grafica paéa por el punto de coordenadas (1,0).
Solucién:

a) lim (\/x2 +1- x) =[o00—o0]. Para resolver esta indeterminacion es necesario transformar

X—>+00

la expresion.

\/x2+1—x-\/x2+1+x
e (755 (sz—)+(1+x) )

- _ (x2 +1—x2) 1 1
expresion conjugada) = lim = lim ———=-=0

x—>+oo( /X2+1+X) X—>+00 X2+1+X 0

= (se multiplica y divide por la

b) La integral .[XZ In(x)dx puede hacerse por el método de partes.

Tomando:
1. .. 2 2 x°
u=InXx = du==dx; dv=x“dx = V:Ix dx:g
X
Por tanto:
3 3 3 2 3 3
[ n0ac= 106002 - [X Lo = Cimx [Lo= - X i
3 3 x 3 3 3 9

X X
La primitiva buscada es F(x) = 3 In x Yy +k.

3 3
Si se desea que pase por el punto (1, 0), entonces F (1) =1§In1—1§+ k=0 =k :é :

3 X3

Por tanto, la funcién serd F(1) = %In x—3+% .

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

ANALISIS (Selectividad 2021) 43

46. Murcia, extraordinaria 2021
3: Dada la funcion f(x) = x2e~* definida para todo valor de x € R, se pide:

a) [1,5 p.] Calcule sus extremos relativos (maximos y minimos) y determine sus
intervalos de crecimiento y decrecimiento.

b) [1 p.] Calcule lim, ., .. f(x) y lim,_, .. f(x).
Solucién:
a) Derivando e igualando a O se tiene:
f(x)=xe" = f(x)=2xe* —x’e* =x(2-x)e™* > f'(x)=0six=00x=2,
Con esto:
« Six<0,como f'(x)<O0 lafuncion es decreciente.
« Si0<x<2, f'(x)>0 = lafuncion crece.

Por tanto, en x = 2 hay un minimo relativo.
« Six>2, f(x)<0 lafuncion decrece.

Luego, en x = 2 hay un maximo relativo.
b) lim (x%*)=[c0w]=c0.
) Jim (3= [swoc] =

o lim (xze‘x) =[20-0] — transformando la expresién y aplicando L"Hédpital:

X—>+00
2
lim (x%™ )= lim ’%:[ﬂ:(m): lim z—f{f}(m): lim %:F}:o.
X—>+00 X—>+0 @ o0 X—>+00 @ o0 X—>+00 @ o0
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47. Navarra, ordinaria 2021

) . . .. P i F wloe2E= 7 k3 n{z+2h
P5) Sea la funcién f(z) = (2 — 3z +10) ogl2#7 ) stn M)

a) Demuestra que la funcién es continua en el intervalo {1, 3] .
(1.25 puntos)

b) Demuestra que existe « € (1,3) tal que f(a) = - . Enuncia el/los resultado(s)

[

tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso. (1.25 puntos)

Solucién:
.. 2 Iog(zx’lsinn(x+2)) . o
a) La funcion f(x) :(x —3x+10) 6 J esté definida para todo x € [1, 3], pues:

. labase es una funcién polinémica (siempre continua) y nunca es negativa: x> —3x+10>0

3+49-40
2

paratodox — x= no es real;

. Iog(zx‘lsin wj esta definido, pues 2** >0 siemprey sinw toma valores

(X +2)

positivos para todo x € [1, 3]; luego, 2% *sin > 0. (Una funcidn logaritmica es

continua en todo su dominio).
Por tanto, la funcién es continua en todo el intervalo [1, 3].

b) En los extremos del intervalo [1, 3], la funcion toma los valores:
log| 2% si n(1+2) log| 1:sin™
f(1)=(12—3+1o)°g( ) g 0] —8°=1y

1 - TC(3+2) ai 5£
f(3)=(32—3+10)|°g£23 e j=16|09[4 " 6j:16'°92 =16%%010%0 > 16%% =2,

Por tanto, en el intervalo [1, 3] la funcion cumple las hip6tesis del teorema de los valores
intermedios, que dice: Si f (x)es continua en [a, b], entonces la funcién toma todos los

valores comprendidos (intermedios) entre f(a) y f(b). Esto es, para cualquier valor c,
f(a)<c< f(b), existe un punto a € [a, b], tal que f(a)=c.

Como f(1)< g < f(3), entonces existe un valor a € (1, 3) tal que f(a)= g
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48. Navarra, ordinaria 2021

‘e . WL
{5z —2 — zsin 5
P7) Seala funcién f(z)=In L T dsr6 |
/
a) Demuestra que la funcién es continua en el intervalo [1,3].
(1 punto)
b) Demuestra que existe a € (1,3) tal que f'(a)=3/2 In 2 . Enuncia el/los resultado(s)

tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.
(1.5 puntos)
Solucién:
a) Una funcion logaritmica es continua en todo su dominio, para valores positivos. Por tanto,

. TIX
5X—2—xsin—
2 50 para todo x e [1, 3].

4+16-24
2

hay que ver que la expresién 5
X*—4x+6

. El denominador nunca sea anula: x> —4x+6=0, pues X = no es real;

ademas toma valores positivos: d(x) = x> —4x+6>0 para todo x, ya que, por ejemplo, para x
=0, d(0)=6>0.

« El numerador 5x—2 - xsin%X = X(S—sin %XJ—Z , cuando 1 <x < 3, toma valores entre
. T . T3 . .
l-[5—sm Ej—z =2y 3-(5—sm 7)— 2 =16. Esto es, siempre es positivo.

Bx—2—xsin = 5x — 2 — xsin =%
>0 paratodox € [1,3] = f(x)=In 2 | es

Luego, como
9 X2 —4X+6

X2 —4x+6
continua en el intervalo [1, 3].

b) También es derivable en el intervalo (1, 3), pues la funcién derivada siempre esta definida.
La derivada puede hacerse como sigue:

. TIX
5X—2—xsin—

. TX 2
f(x)=In = f(X)=In| 5x—2—-xsin— |-In{x*—-4x+6) =
) X2 —4x+6 ) [ ZJ ( )
. X X X
5-sin—-—cos— ox_4
f(x)= 2 _ 5 — ambas fracciones esta definidas en el
X“—4X+6

5x—2—xsinn—x
2

intervalo (1, 3).
Como cumple el teorema del valor medio en el intervalo [1, 3], entonces:

. existe un punto o (1, 3) tal que w: f'(a) -
InE—Ing 3
T13= f'(oc):>|n78: f'(oc):>|n72= f'(oc):>3|¥= f(cr).
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15—2—33in3—7T 16 5—2—sin~ 5
Observa que f(3)=In 3 2 :Ingy f(3)=In TZ :Ing

El teorema del valor medio dice: Si f (x) es continua en [a, b] y derivable en (a, b), entonces

flo)—f(a) ..

existe algun punto ¢ € (a, b) tal que

49. Navarra, ordinaria 2021
P8) Calcula los valores de las abcisas a v b que aparecen en el grafico, y, después, comprueba que
las 4reas de las dos regiones sombreadas son iguales:

¢

—~
S
¢t

.5 puntos)
Solucion:

— Silafuncion f(x)= i pasa por el punto (a, 1) = f(a)= i =l=a=e.

Puede verse que g(x) = |):‘l X también pasa por ese punto, puesag(a) =g(e)=Ine=1.

— Si la funcién g(x) =Inx pasa por el punto (b, 2) = g(b)=Inb=2=b=¢?.

e2
El area de arriba viene dada por el valor de la integral I (In x—l) dx ; la de abajo, por
e

2

€ e ez 2
—dx=[eIlnx]. =elne“—elne=2e-e=e.
e X €

Una primitiva de Iln xdx se obtiene por el método de partes, tomando:
1
u=Ihx = du==dx; dv=dx = v=x;
X

luego, Iln xdx=xlIn X—Idx: xIn x—x

Por tanto,
2
i Inx—1)dx =[xInx—x—xI =e2Ine’—2e2—(elne—2e) = 262 —26? —(e—2e
e

e

e.

Efectivamente, ambas regiones tienen la misma area.
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50. Navarra, extraordinaria 2021

P5) Calcula los siguientes limites:
im —— \/T — e
wotoo (/33 1 272 — /373 (1.25 puntos)
; coea e~
lim - sin = (1.25 puntos)
Solucién:
« lim = (dividiendo por v/x el numerador y el denominador) =
x40 33 4 2x2 —[3x3
= lim = (multiplicando y dividiendo por la expresion conjugada del

x40 \[3y2 L oy _\[3x2

2 2
denominador) = lim \/3)( +2X+\/3X =

X (\/3X2 1+ 2% —3x2 )(\/3x2 1+ 2% +/3%2 )

2 2 2 2
= lim \/3)‘2*2“*/32)‘ = lim Vax’ + 2x 43X = (dividiendo por x ambos términos)
x—>+0  3X% +2X —3X X—>+o0 2X
3x2 +2X \/3x2 [, 2
+ 3+5 43
2 2
. Iim\/ X X g VX _BNE
X—>+00 27 X—>+00 2 2
. .1
. lim xsin==[«0].
X—»00 X
Esta indeterminacion se transforma y se resuelve aplicando L"Hopital:
sin —i-cos1
2
lim xsin < = lim —X =| 9 =(L'H)=lim| —X—X |=lim cos | =1,
X—>00 X Xow E 0 X—>00 _ i X—>00 X
X X2
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51. Navarra, extraordinaria 2021

\ . x - . . 7T
P7) Se considera la funcion [ (z) = /:1.' fsin — .
! 2
a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [1,3] . -
(0.75 puntos)

b) Demuestra que existen dos valores a € (1,2) y S € (2,3) talesque [’ (a)= f' (B)=0.

Enuncia el/los resulatdo(s) teérico(s) utilizado(s), y justifica su uso. ;
(1.75 puntos)

Solucion:
- X . . . .
a) La funcion f(x) = x+sm? sera continua en el intervalo [1, 3] si el radicando no es

negativo para esos valores.
. TX - . TX
Como —-1< sm? <1 para cualquier valorde x € [1, 3] = x+sm7 >0.

Por tanto, dicha funcion es continua en [1, 3].

b) También es derivable en el intervalo (1, 3), pues la funcién derivada siempre esta definida.
La derivada es:

T X
1+-—cos—

2 2
2 x+sinn—x
\/ 2

Luego, es derivable en los intervalos (1, 2) y (2, 3).

Por tanto, la funcién dada, cumple las hipotesis del teorema del valor medio (incrementos
finitos, de Lagrange), que dice:

Si f(x)es continua en [a, b] y derivable en (a, b), entonces existe algin punto ¢ € (a, b) tal

ue M: f'(c).
b-a

f(x)= , que esta definida en todo ese intervalo.

q

« Como cumple el teorema del valor medio en el intervalo [1, 2], entonces, existe un punto
ae(l, 2) tal que

fQ-f@ ..
o1 @7

« Como cumple el teorema del valor medio en el intervalo [2, 3], entonces, existe un punto
Be(2 3) tal que

fR-12) ..
T3 07

Observa que f (1) = 1+sing=«/§, f(2)=v2+sint=2 y f(3)= 3+sin3?n=\/§.

Z-\2
2-1

= f'(oc):>%= (o) = () =0.

N2-2 .o 0 .
?—f(ﬁ):I—f(ﬁ):f(ﬁ)—O.

Nota: Hubiese bastado con aplicar el teorema de Rolle en cada uno de los intervalos. Este
teorema dice: Si f(x) es una funcion continua en el intervalo [a, b] y derivable en el

intervalo (a, b), y ademas f (a) = f (b), entonces existe al menos, un punto ¢ € (a, b) tal que
f’(c)=0.
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52. Pais VVasco, ordinaria 2021
Ejercicio A4

Sean las funciones: f(x) = 1/x, g(z) = 22, h(z) = 2%/8.

a) Dibujar el recinto finito, en el primer cuadrante, limitado por las graficas de
esas tres funciones.

b) Calcular el area de dicho recinto.
Solucion:
a) Las tres graficas pueden representarse dando valores, pues son suficientemente conocidas:
una hipérbola equilatera y dos parabolas.

1
. f)==. 1

X f@=2
Puntos: (1, 1); (2, 1/2); (4, 1/4); (1/2, 2); X
(1/4, 4); y también todos sus simétricos .
respecto del origen: (-1, -1), ... g =x" 3,
° g(X) = X2 . B
Puntos: (0, 0); (L, 1), (2, 4); (=1, 2): (~2, 4). 21

2
. h(x)= %. 14
Puntos: (0, 0): (2, 1/2): (4, 2); (=2, 1/2). \ 1

- -1 0 1 2 3 4

2
Las graficas se cortan en los puntos (0, 0),
(1,1) y (2, 1/2), soluciones de las ecuaciones: -11
2 2
X2 :X—' X2 :l' lzx—,
8 X X 8
respectivamente.

b) El recinto es el sombrado en la figura. Su area viene dada por la suma de dos integrales
definidas:

1 2 2 2 3 3
S=Sl+82=_[ x2 X dx+J X = | XX
0 8 1{x 8 3 24

S:E—i+ In2—i - Inl—i =In2 U2
3 24 24 24

1

X3
+| Inx——
0

2
=

1
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53. Pais Vasco, extraordinaria 2021

Ejercicio A3

Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(z) = — 1
' T° —
y calcular sus maximos y sus minimos.

Solucion:
X—4
f(x)=
) X2 —4
Dominio: Dom (f) = R — {-2, 2}.

No esté definida en los ceros del denominador: x> —4=0 = x = +2.

Derivando:

f'(X) :l-(X2—4)—(X_4).2X _ —X2 +8X—4.

pemaf (e
8+/64-16 -8+43 [4-23~0,54
2 =2 ={4+2\/§~7,46'
Hay que estudiar el signo de la derivada en los intervalos:
(o0 —2); (-2, 4-243); (4-243, 2); (2, 4+243); (2, +=0).
. Si XG(—OO, —2), f’(X) <0 = la funcidn es decreciente.
o Si XE(—Z, 4—2J§), f’(X) <0 = la funcion es decreciente.

Se anula cuando —x2 +8x—4=0 = x =

o Si X€<4—2\/§, 2), f’(X) >0 = la funcion es creciente.

Por tanto, en x=4—2«/§ la funcion tiene un minimo relativo.
o Si XE(Z, 4+2\/§), f’(X) >0 = lafuncion es creciente.

. Sixe(2, +m), f/(x) <0 = lafuncién es decreciente.

Por tanto, en x=4+ 2J§ la funcion tiene un maximo relativo.

Nota: Aunque no se pide, puede observarse que la funcion tiene asintotas verticales en x = -2
. X—4 - . x-4 2
yx=2,pues lim =—6=iooy lim =— =100,

x>2x2—-4 0 x>2x2—4 0

También tiene una asintota horizontal, la rectay = 0.
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