ALGEBRA (EBAU-EVAU 2021) 1

ALGUNOS PROBLEMAS DE ALGEBRA PROPUESTOS EN LAS PRUEBAS DE
EBAU-EVAU-PEBAU... DE 2021

Los problemas que con mayor frecuencia se plantean en este bloque de ALGEBRA (en todos
los distritos universitarios) son:

1) Problemas relacionados con algebra de matrices: ecuaciones matriciales y célculo de la
matriz inversa (hay que manejar con soltura las propiedades; y conocer la férmula para el
calculo de la inversa). En algun caso se propone el célculo de determinantes utilizando las
propiedades asociadas.

2) Problemas de sistemas lineales: discusion y solucion. (Teorema de Rouché).

3) Planteamiento y resolucién de problemas con enunciado.

He seleccionado los ejercicios que, aparentemente, presentaban mayor dificultad o resultaban
algo novedosos. Aunque “nihil novum sub sole”.

1. Andalucia, ordinaria 2021
EJERCICIO 6. (2,5 puntos)
En una empresa se fabrican tres tipos de productos plasticos: botellas, garrafas y bidones. Se
utiliza como materia prima 10 kg de polietileno cada hora. Se sabe que para fabricar cada
botella se necesitan 50 gramos, para cada garrafa 100 gramos y 1 kg para cada bidén.
El gerente nos dice que se deben producir el doble de botellas que de garrafas. Por dltimo, se
sabe que por motivos de capacidad de trabajo, en las maquinas se producen un total de 52
productos cada hora.
¢Cuéntas botellas, garrafas y bidones se producen cada hora?
Solucion:
a) Si x, y, z el numero de botellas, garrafas y bidones que se producen cada hora.
Por el enunciado se sabe:

X = 2y — relacion entre botellas y garrafas; x+y+z =52 — nimero total producido;

0,05x+0,1y +z =10 — distribucion de pesos de polietileno.
Se tiene el sistema:
X=2y
X+Yy+2=52 = (sustituyendo x=2y) = {
0,05x+0,1y+z=10
2,8y=42 ->y=15;x=30;z=7.

3y+2=52
0,2y+z=10

— restando:
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2. Andalucia, extraordinaria 2021

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
0 3 4
Considera la matriz A = 1 -4 -5 |.
—1 3 4
a} Comprueba que A° = — A~ (1.25 punios)

b) Dadas las matrices

1 -1 2 0
B = 30 y C=|( -3 2],
-4 5 1 —1

calcula la matriz X que verifica A'X + B = AC. (1.25 puntos)

Solucién:
a) El primer lugar puede verse que A tiene inversa, pues su determinante es distinto de 0.
En efecto:

0 3 4
1 -4 -5=-3(4-5)+4(3-4)=3-4=-1,
-1 3 4

Por otra parte, multiplicando A - A - A se tiene:
0 3 4)\)0 3 4 -1 0 1

AP=|1 -4 5|{1 -4 -5|=|1 4 4/
-1 3 4)l-1 3 4) (-1 -3 -3
-1 0 1)0 3 4) (-1 0 O
A=pAA=|1 4 4|1 -4 -5
-1 -3 -3){-1 3 4 0 0 -1
Como A*A=—1=(AA}A =—-A" = A {AA ) =-A" = AT =-A".

Il
o
|
[N
o
Il
|

1 0 -1
Luego: At=-A’=| -1 -4 —4]|.
1 3 3

b) Como A’=—1 = A*=-A.

Por tanto: A*X +B=AC < —AX +B=AC = AX =B-AC — (multiplicando por A™*
por la izquierda) = X = A™"(B—AC).

0 3 42 0 -5 2

Como AC=|1 4 -54{-3 2|=|9 3| =

-1 3 4 1 -1 -7 2

1 -1 -5 2 6 -3

B-AC={3 0|-|9 -3|={-6 3

-4 5 -7 2 3 3

Luego:
1 0 -1)(6 -3 3 -6
X=|-1 4 -41{-6 3 |=|6 -=-21|.
1 3 3){3 3 -3 15
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3. Aragdn, junio 21

5) Dada la siguiente matriz:

0o o0 -2
A:(l 2 1)
1 0 3

a) (1,25 puntos) Estudie el rango de la matriz A — kI seguin los valores de k € E,donde [es |a
matriz identidad de orden 3.

b) (0,75 puntos) Calcule la inversade A — kf para k = 0.

Solucién:
a) El rango de una matriz es el orden del mayor menor no nulo.
-k 0 -2
Lamatriz A—kl=| 1 2-k 1
1 0 3-k
Su determinante,
-k 0 -2
A-kl|=[1 2-k 1 |=-k{2-k)(3-k)-2(—(2-k)) = —k*+5k* -8k +4.
1 0 3-k

La expresion polindmica anterior puede descomponerse en factores asi:
—k®+5k? ~8k +4=—(k-1)(k-2)’

(Puede verse que k = 1 es raiz de —k® +5k* -8k +4 =0; dividiendo por Ruffini se llega a la
descomposicion indicada).

Con esto:
« Sik#1y2,como |A—k|| #0 = rango (A —kl) =3.
« Sik=1,|A-kl| =0y A—kl = 1 1 1 | Como el menor _11 (1)‘=—1¢0 = rango
0
(A —kI) =2,
-2 0 -2
. Sik=2 |A-KkI|=0y A-ki=| 1 0 1
1 0 1

Como tiene una columna de ceros y las otras dos estan repetidas, entonces rango (A —klI) = 1.

—2

b) Parak =0, A—kl = A= , siendo |A/=4.

=)
o N O

1
3

()

Suinversaes A =

t . .
,donde (A;) es la traspuesta de la matriz adjunta de A.

A
6 -2 -2 (Ar)t 3/12 0 1
La matriz de los adjuntos es: (Aij): 0 2 0|= A‘lszz -1/2 1/2 -1/2].
4 -2 0 -1/2 0 0

(Se recomienda comprobar que AA=1).
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4. Aragon, ordinaria 21
6)

a b ¢ 2d 2e+2f 2f

a) (1 punio) Sabiendoque |d € [f| =5, calcule justificadamente |—g —h—i —i|.
g h i a b+c ¢
2 00 0
b) (1 punto) Dada la matriz 4 = (2 2 2), resuelva el sistema (A —%AT') X = (9),
2 0 0 5

donde A" es la matriz traspuesta de A.

Solucion:

a) Se aplicaran las siguientes propiedades de los determinantes:

(1) Si se intercambian entre si dos filas de un determinante, su valor es el mismo cambiado de
signo.

(2) Un determinante no varia si a una fila se le suma o resta otra fila cualquiera, elemento a
elemento.

(3) Si los elementos de una fila se multiplican por un nimero, el determinante de la matriz
queda multiplicado por ese mismo ndmero.

Por tanto:
2d 2e+2f 2f| C2-C3 |2d 2e 2f| Por(3) d e f
-g -h-i -i|= =l-g -h -i|= 22(-Dlg h i|=(se
a b+c C a b c a b c
a b c
intercambian filas: F1 por F3y, después, F2 por F3) = -24d e f|=-25=-10.
g h i
2 00 2 2 1 -1 -1
b)A—%AT_ZZZ—%OZ =2 1 2
2 00 0 2 2 -1 0

2
0
0
X
Para que el producto A——AT {9 pueda hacerse, lamatriz X =| y |.
z
Por tanto,
0 1 -1 -1)\(x 0 X—-y—-z=0
(A—%AT}X= 9 =12 1 2 Hyl|=]9|=2x+y+22=9.
5) 2 -1 0)\z 5 2X-Yy =5
Este sistema se resuelve por Gauss.

X-y-2=0 X—-y-2=0 X-y-2=0 X=2
2X+y+22=9 = E2+El 3x+z=9 = X+z2=9 =Jy=-1.
2X—-Yy =5 E3-El| x+z=5 E3-E2| -2x=-4 z=3
2
Luego X =| -1].
3
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5. Aragon, ordinaria 21
7) a) (1 punto) Resuelva el siguiente sistema matricial

[zx 43y = (_31 2)
5

3X—2}’:(

e Ll =]
E—

—2

n
b} (1 punto) Calcule( 2 D) , n €H.

-1 1
Solucién:
Puede resolverse aplicando el método de Gauss (reduccion):
En esquema:

1
X =—(2A+3B
13(2A+38)

{ZX +3Y =A 2E1+3E2{13X =2A+3B
= =
3X-2Y=B 2E2-3E1|-13Y =2B-3A Y:—%(ZB—I%A)

Esto es:
1 -1 2 5 3 1(13 13 11
X = =2 +3 — X = _ .
13 3 7 -2 4 1310 26 0 2
1 5 3 -1 2 1(13 0 1 O
Y =— 21 -3 =Y=— = .
13 -2 4 3 7 13\ -13 -13 -1 -1
. 2 0 , (2 02 0) (4 0
b) Si M= = M= ! = RN
-1 1 -1 1){-1 1 -3 1

_ (2 oY 2" 0
La conjetura M" = = se cumple cuando n = 1.
-11 2"+1 1

También se cumple para el siguiente de n, pues:
1 (2 0)(2 0 2" 0)(2 0 2 0 2™ 0
M — o — o = = .
-1 1)\-11) (-2"+1 1)\-1 1) {2421 1) (-2"4+1 1

2 oY 2" 0
Por tanto, se puede afirmar que M" :[ J = .
-11 -2"+1 1
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6. Asturias, ordinaria 2021

Bloque 1.A Un operador turistico vende a las agencias locales viajes concertados al Caribe, Islas
Maldivas y Tailandia. A una primera agencia A le vende 10 viajes al Caribe, 10 a las Maldivas y 10 a
Tailandia, cobrando por todo ello 12.000 euros. A una segunda agencia B le vende 10 viajes al Caribe
v 20 a Tailandia, cobrando por todo ello 13.000 euros. ¥ a una tercera agencia C le vende 10 viajes
al Caribe v 10 a las Maldivas, cobrando por todo ello 7.000 euros. Se pide:

a) Plantea un sistema de ecuaciones que permita caleular el precio del viaje a ecada uno de los destinos.
Y caleula, =1 es posible, dicho precio. (1.5 puntos)
b} Si le obligasen a rebajar un 20% el precio del viaje al Caribe dejando los otros iguales, [cudnto
dinero perderia? (0.5 puntos)
c) ;Cudl serfa el precio del viaje a las Islas Maldivas necesario para compensar la bajada del 20%
del viaje al Caribe v asi recandar el mismo dinero? (se mantiene el precio del viaje a Tailandia).
(0.5 puntos)
Solucion:
a) Si x, Y, z son los precios de los viajes al Caribe, Islas Maldivas y Tailandia,
respectivamente, entonces deben cumplirse las ecuaciones:

10x+10y +10z =12000
10x +20z =13000 — Aplicando el método de Gauss =
10x+10y =7000

10x+10y +10z =12000 10x+10y +10z =12000 x =300
10x +20z =13000 = E2+2E34 10x =3000 =< y=400.
E3-E1l —10z =-5000 —10z =-5000 z=500

b) Con los 30 viajes (totales) al Caribe obtiene unos ingresos de 9000 €; si se rebajan un 20 %
dejaria de percibir 9000 - 0,2 = 1800 euros.

c) Con los 20 viajes (totales) a las Islas Maldivas ingresa 8000 €; si, para compensar, desea
ingresar 1800 mas, hasta un total de 9800 €, cada viaje debe costar 9800 : 20 = 490 €.
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7. Asturias, ordinaria 2021

a b —1 &T
Blogue 1.B Sea la matriz A = ( -1 0 0 ) aell v X = ( y )
01 i z

a) Escribe el sistema de ecuaciones AX = X en la forma BX = (). (0.5 puntos)
b) Estudia para qué valores de a el sistema tiene infinitas soluciones. (1 punto)
¢) Para a =0 caleula, si existe, la inversa de  A. (1 punto)
Solucidn:
a) AX =X & AX X =0 < (A-1)X =0,
a-1 0 -1 a-1 0 -1)(x 0
Portanto, B=A-1=| -1 -1 0 |=BX=0«| -1 -1 O y|=|0].
0 1 a-1 0 1 a-1)\z 0
El sistema de ecuaciones correspondiente es:
(a-1)x -2=0
—X-Y =0 .
y+(a-1)z=0

b) Se trata de un sistema homogeéneo; por tanto, siempre tiene solucion: para cualquier valor
de a.

Sus soluciones seran infinitas cuando el rango de la matriz de coeficientes sea menor que 3; 0

a-1 0 -1
sea, cuando |B|=| -1 -1 0 [=0 = —(a-1)’+1=0=a(a-2)=0 =a=00a=2.
0 1 a-
0 0 -1
c)Paraa=0, A=|-1 0 0 [.Como |A|=1 esta matriz tendrd inversa.
0 1 O
t
Suinversaes A = (|A2\|) , donde (Aj )t es la traspuesta de la matriz de los adjuntos de A.
0 0 -1 0 -1 0
Como (Aj)=|-1 0 0= A'=0 0 1|
0 1 O -1 0 O

(Se recomienda comprobar que AA=1).
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8. Baleares, ordinaria 2021

1. Donada la matrin

(a) Estudia el rang de la matrin A segons els valors de a. (6 punts)
(b) Determina per a quing valors de a la matrin A és invertible. (1 punt)
(c) Per al valor de a = —1 calcula la solucid, X, de 'equacid matricial

(
A-X=110 }|. (3 punts)
(
Solucion:

(@) El rango de una matriz es el orden del mayor menor no nulo: coincide con el nimero de
filas linealmente independientes.
Su determinante,

a® a a
A=la a® 1 =a2-(a4 —1)—a-(a3—a)+a-(a—a3) = (descomponiendo en factores)

a 1 a

az-(a2 —1) a’ +1)—a2 -(a2 —1)+ az-(l—az) = (sacando factor comun)

az-(a2 —1)[(a2 +1)—1—1} = az-(a2 —1)(a2 —1).

La expresion anterior vale 0 cuandoa=0,-10 1.

Con esto:

. Sia#0,-1y1,como |A=0 = rango (A) = 3.
0 0O 1

. Sia=0, A=|0 (0 1| — Como el menor O‘:—1¢0:>rango(A):2.
01 0

1 -1 -1
. Sia=-1, A_{—l 1 1 | > Como las tres filas son proporcionales = rango (A) = 1.
-1 1 1
1
1
1

11
1 1| — Como las tres filas son iguales = rango (A) = 1.
11

(b) Una matriz es invertible si su determinante es distinto de 0. Por tanto, A tendréa inversa
cuandoa#0,-1y 1.

0 1 -1 -1)\(x 0 X—y-2=0
(c)Sia=-1, AX=|0|<|-1 1 1] y|=l0|<<—Xx+y+2=0.
0 -1 1 1)\z 0 -X+y+z=0

Este sistema es homogeneo. Por tanto, siempre tiene solucion.

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

ALGEBRA (EBAU-EVAU 2021) 9

Como el rango de la matriz de coeficientes vale 1, el sistema es equivalente a {x— y+z=0,
X=A+u
cuyasoluciones: 1 y=»x
Z=p

9. Baleares, ordinaria 2021

2. Sigui la matriu

(1)

(a) Calenla A, 421 A1, on A és la matriu transposada i A~! la inversa. (3 punts)

(b} Sigui I la matrin identitat. Resol X de lequacid

. 2 0
2 _oAv. T (- _
A —24AX 41 ( 0 —4 ) . (3 punts)

(¢) Caleula totes les matrius B per a les quals es té que

A-BE=E-A' (4 punts)

Solucion:

@ Si A=@ 33*@ 3?‘\2:@ ﬂ@ ﬂ:[j 2]
()

|A| , donde (Aij )t es la traspuesta de la matriz adjunta de A, siendo

Suinversaes A =

2 0 2 0
(b) A*—2AX +1 = = 2AX = A’ +1 - =
0 4 0 -4
3 2 10 2 0 2 2 1. .,(2 2
2AX = + - = 2AX = = X ==A" =
4 3 01 0 4 4 8 2 4 8
1(-1 1)3\(2 2 1(2 6 1 3
X=_ : =X == =X = :
2\2 -1)\4 8 2\0 4 0 -2
(c) Si se supone que B j se tendré que:

(a b
_(c d
AB=BA1<:>(1 l](a bj:(a bj(l Zj:}[am b+dj:£a+b 2a+b]:
2 1){lc d c d)\1 1 2a+c 2b+d c+d 2c+d
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a+c=a+b—>c=>b
b+d=2a+b—>d=2a
2a+c=c+d »>d=2a
2b+d=2c+d —>c=b

(igualando los elementos de ambas matrices) —

a b . .
Por lo tanto B = (b ZaJ , siendo a y b parametros.

10. Canarias, ordinaria 2021

2B. Un granjero compra un determinado mes 274€ de pienso para su ganado. Con
ese dinero obtiene un total de 66 sacos de pienso de tres marcas diferentes: A, By C.
Se sabe que el precio de cada marca de pienso que ha comprado es de 5€, 4€ y 4€,
respectivamente. También se sabe que el nimero de sacos adquiridos de la marca C
es el doble que el total de sacos comprados de las marcas A y B juntos. Averiguar la
cantidad de sacos que el granjero ha comprado de cada una de las tres marcas.

Solucién:

Si se compran x sacos de la marca A, y de la marca B y z de la marca C, entonces, con los
datos del enunciado deben cumplirse las siguientes ecuaciones:

— Sacos comprados: X+Yy+2z=66.

— Dinero pagado en funcion del precio por saco: 5x+4y+4z =274.
— Relacion entre el nimero de sacos de cada marca: z = 2(x+ y) :

1.5 ptos

Queda el siguiente sistema, que resolveré por Gauss:
X+Y+2z=66 X+Y+2=66 X+12+44 =66 - x=10

5Xx+4y+4z7=274 = E2-5E1{ -y—-z=-56 = -y—-44=-56—>y=12 .
2x+2y—-2=0 E3-2E1| -3z=-132 z=447
El granjero ha comprado 10 sacos de la marca A, 12 de la marca B y 44 de la marca C.
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11. Canarias, extraordinaria 2021

2A. Se consideran las matrices: 4 = G _21) i B= G _Dl)

a) Sea la matriz M =4 + c¢-B, donde ¢ &s un numero real cualquiera. Calcular

los valores de ¢ de forma que el rango (M) = 1 e

b) SealamatrizD = A%+ B - A. Averiguar la matriz X que cumple la siguiente 1.5 pto
2 3
ecuacion matricial: D -X = 31}( 1 4)
Solucién:
1 -1 1 0 1+¢ -1
a) M=A+cB= +Cf = M= .
4 2 4 - 4+4c 2-c
El rango (M) = 1 cuando |[M|=0 e 0 = (1+c)(2—c)+(4+4c)=0
= = - = f— . — = -
J 4+4c 2-c
+4/ 6
c*-5c-6=0 = ¢ ﬂ { L
Sic=6, M= ( ] — es evidente de las dos filas son proporcionales = rango (M) = 1.
Sic=-1, M = ( ] — solo tiene una columna no nula = rango (M) = 1.

, 1 -1} (1 0)\]|(1 -
b) D=A’+B- A< D=(A+B)A = D= + : =
4 2 4 -1)|\4 2
(2 1)1 -1 (-2 4
8 1)l4 2) (12 -6)°
Como |D|=12+48=60+0, la matriz D es invertible. Su inversa es D™ :i( D; )t , donde

Dl

(Dij )t es la traspuesta de la matriz de los adjuntos de D.
-6 -12 -6 4 -3 2
Como (D; )= ~ pl-L. 1 _
4 -2 60\-12 -2) 30\-6 -1

., . 21 3 » 2 1 3
La ecuacidon matricial D-X =-30: & X =D =30 =
01 4 01 4

1(-3 2 2 1 3
=— { —30- =

30\-6 -1 01 4

3 2)(2 1 3 6 -1 -1 6 1 1
X =— : =- = X =

6 -1)lo 1 4 12 -7 -22 12 7 22
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12. Cantabria, ordinaria 2021
Ejercicio 1 [2.5 PUNTOS]

Considera el vector v = ( ; ) = ( ! ) .v € B2, y la matriz de rotacion R(f) = (

0

cos(f) —sin(f)
sin{f)  cos(d)

1) [0.5 PUNTOS] Comprueba para # = 7 que 1(f) - v rota el vector v un dngulo # en sentido antihorario.
2) [0.5 PUNTOS] Comprueba para # = 3 que R*(#) - v rota el vector v un angulo 26 en sentido antihorario.
3) [0.5 PUNTOS] Comprueba que la matriz [?(#) es invertible para cualquier valor de 8.

4) [1 PUNTO] Calcula la matriz inversa de 2(f) y comprueba que R—'(#) = R[—#).

Solucién:
Para resolver este problema hay que conocer las siguientes igualdades trigonométricas:

sina.+cos’a=1; sin(20) =2sino-cosa; cos(2a)=cos” a—sin®o.
También hay que saber que sin o = —sin(-a) y cos a = cos(—a.).

R R(@)v_(cos<e> o)) (om0

sin(6)  cos(0) sin(0)

el (:J ) |

Por tanto, el vector Vv = (1, 0) se transforma en V" = (0, 1): es -1 0 1
un giro de 6 = 90°.

2) Rz(e){‘;‘_’s(@) —Si”(e)][cos() —sm(e)] ]

n(0) oox(0) Jlan(o) cos(o |
Rz(e):(cos ()i’ (6) —2ain(6)o (e)} (( 0) —sm<ze>)

2sin(0)cos(6)  cos®(6)—sin’(6 sin(26)  cos(26)

(6)
Luego, Rz(e)_v:(cos(ze) —sin( 29)}( [cos 29]

sin(20)  cos(26 sin(260

ooz om(ghe(20)-()

Por tanto, el vector Vv = (1, 0) se transforma en V" = (-1, 0): es un giro de 26 = 180°.

3) Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de 0.
cos(6) —sin(0)
sin(6) cos(6)

que la matriz R(6) es invertible.

Como |R(6)|=

‘ =cos”(0)+sin®(8) =1 para cualquier angulo 6, se deduce

WON)
R0)

t
4) Suinversaes R™(0) = : (R(e)ij) es la traspuesta de la adjunta de R(6).
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La matriz de los adjuntos es: |
(5Ol )| = R0 ) O
conon()=[ (20 ) (o) o)

sin(-0)  cos(-0 ~sin(6) cos(6)
Efectivamente, se cumple que R™ (6) ( )

13. Cantabria, ordinaria 2021
Ejercicio 5 [2.5 PUNTOS]

Ar—y =

1 ) .
fr—Ay = 2A—2 dependiente del parametro A.

Considera el sistema de ecuaciones: {

1) [1 PUNTO] Determina para qué valores de A el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvelo en ese caso.

2) [1 PUNTO] Determina para qué valores de A el sistema tiene solucion tnica y resuélvelo en ese caso,
expresando la solucion en funcién del parametro A si es necesario.

3) [0.5 PUNTOS] Determina para qué valores de A el sistema no tiene solucion.
Solucién:
) AX—y=1
1) El sistema y
4Xx—-\y =21—-2

coeficientes (A) y el rango de la matriz ampliada (M) sean iguales y valgan 1.
A -1 Ao-1401
A= M= ! .
4 -\ 4 -\ 120-2

A -1
Rango de (A) = 1si |A|=‘4 7L‘:4—k2=03ix:t2.

tendra infinitas soluciones cuando el rango de la matriz de

: -2 -
« SIA=-2, M =[ 4 , Cuyo rango es 2, pues el menor # 0. En este caso

el sistema no tiene solucion.

. 2 -1
e SIA=2, M:(

1
4 -2 2] , Cuyo rango es 1, pues el menor sus dos filas son

proporcionales.
Por tanto, si A = 2 e sistema tiene infinitas soluciones.

) 2x—-y=1
En este caso, el sistema es: < {2x—-y=1.
4x -2y =2
.. x=t
Su solucion es: .
y=-1+2t

2) El sistema tiene solucion Gnica siempre que A # *=2: en este caso, las matrices Ay M tiene
rango 2.
Su solucion, aplicando la regla de Cramer sera:
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1 -1 A1

Xz‘zx— —xLx—z _ 1 _y=‘4 zx—z‘zzxz—zx—4=_2x+2
A=l 4-2% 0 24 Lo -1 4-)\? 2+A
A i

3) El sistema no tiene solucion cuando A = -2, pues rango (A) < rango (M).
Nota: Puede verse que para A = —2 la solucién dada en 2) no tiene sentido.

14. Castilla La Mancha, extraordinaria 2021

1. Sean las matrices
31 2 1 0 0
A=11 0 1 e IT=101 0].
01 1 0 01

@) [1 punto] Caleula razonadamente la matriz inversa de A.
b) [1,5 puntos] Calcula razonadamente la matriz X de la ecuacién matricial AX + 37 = A,
Solucién:
a) Una matriz es invertible si su determinante no vale 0.
31 2
Eneste caso, |A/=1 0 1|=-3-1+2=-2. Por tanto, la matriz A tendra inversa.
011
Suinversaes At :ﬁ-(AJ— )t , donde (Aij )t es la traspuesta de la matriz adjunta de A.
-1 -1 1 -1 1 1
Como (Aj)=| 1 3 -3|= at- L1 3
1 -1 -1 (2| -3 -1
Se comprueba que
-1 1 1)3 1 2 -2 0 0 100
Ata-—Lla 3 —alf1 o 1|--t40 =2 oo 10
(_2)1—3—1011 (_2)0 0 —2) (001

b) AX +31=A = AX =A-3l = A*(AX)=A"(A-3l) = X =1-3A".
Por tanto,

100 1 1 1 ~1/2 3/2 3/2
X=l0 1 o—iz-—l 3 -1|= X=|-3/2 11/2 -3/2].
00 1 (-2) 1 -3 -1 3/2 -9/2 -1/2
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15. Castilla La Mancha, extraordinaria 2021

2. a) [1,75 puntos] Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del pardmetro o € R:
r 4ay +z = 2
xr +z = a .
| ar +2y +z = 3
b) [0,75 puntos] Resuelve razonadamente el sistema anterior para a = 2, si es posible.
Solucion:
a) Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada,
1 a 12
A=|1 0 1l a|=M.
a 2 13

Si r(A) = r(M) = 3 — sistema compatible determinado: solucién Unica.
Sir(A) =r(M) < 3 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.
Sir(A) < r(M) — sistema incompatible: no tiene solucion.

El determinante de A vale,

1 a
|Al=[1 0 l=-2-a(l-a)+2=a(a-1) »>seanulasia =00 1.
a 2
Con esto:

« Sia#0y1,r(A) =r(M) =3 — sistema compatible determinado.

. Sia=0,
110 1 2): 012
A= 1§o 10 E:M — como el menor [M,|=|0 1 0|=—4=0= r(A)=2<r(M)=3.
0:2 1 3) 2 13
En este caso, el sistema es incompatible.
. Sia=1,
1 1 12
A=|1 0 1| 1|=M — puede observarse que C4=C2+C3; luego r(A) =r(M) = 2.
1 2 13

En este caso, el sistema es compatible indeterminado.

X+2y+2=2
b) Si a = 2, el sistema es compatible determinado: < x +z2=2.
2X+2y+2=3
Se resuelve facilmente aplicando el metodo de Gauss:
X+2y+2=2 El-E2| 2y=0 x=1
X +2=2 < X +2=2=:y=0.
2X+2y+2=3 E3-E1l x=1 z=1
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16. Castilla—Leo6n, ordinaria 2021
E2.- (Algebra)

: n—1 0
Sea lamatnz A = ( 1 _1)
a) Determinar los valores de n para los que la matriz A® tiene inversa. (1 punto)
b) Para n = 2, hallar la matniz X que verifica la ecuacion AX + A = 21, siendo [ la matniz
identidad de orden 2. (1 punto)

Solucioén:

2
2) A2 n-1 0 _n—l 0 _ (n—l) 0 .
1 - 1 -1 n-2 1
La matriz A? tiene inversa cuando su determinante es distinto de 0:

(n-1° 0

Sk
n-2 1

=(n —1)2 — Es invertible siempre que n # 1.

b) La ecuacién matricial AX + A=21 < AX =21 —-A.

1 0
Como para n = 2 la matriz A tiene inversa, pues A= (1 J, con |Al=-1, entonces:
AX =21-A = A (AX)=A"(21-A) => X =2A"—1.

(&)
A

cm 8o )=l o 3

1 0 10 1 0
Luego X =2 - = .
(1 —1) [O 1) (2 —3]

t
La matriz inversa A = , donde (Aij) es la traspuesta de la matriz adjunta de A.
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17. Castilla—Ledn, extraordinaria 2021

El .- (Algebra)

a) Discutir segin los valores del parametro A el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

x+y+z=0

x—Ay=1 (1.2 puntos)
2x+ Az=1

b) Resolverlo para A=1. (0.8 puntos)
Solucion:
a) Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada,

1 1 110
A=|1 A 0|1|=M.
2 0 Al
Si r(A) = r(M) = 3 — sistema compatible determinado: solucién Gnica.

Sir(A) = r(M) < 3 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.
Sir(A) <r(M) — sistema incompatible: no tiene solucién.

El determinante de A vale,

1 1 1
|Al=[1 - 0]=-A*-A+2h=A(1-1) —>seanulasir=001.
2 0 A
Con esto:
« SiA#0y1, r(A) =r(M) =3 — sistema compatible determinado.
« SiA=0,
11 10 110
A=|1 0 0/1|=M — —comoelmenor [M,|=1 0 1/=1#0=
2 0 01 2 01
= r(A) = 2, r(M) =3. En este caso, el sistema es incompatible.
. Sir=1,
1 1 10
A=|1 -1 0|1|=M — puede verse que C4=C1-C3 = r(A) =r(M) = 2.
2 0 1|1

En este caso, el sistema es compatible indeterminado.

X+y+z2=0
b) Si A = 1 el sistema es compatible indeterminado. Queda: Xx-y=1
2X+z=1

Se observa que la tercera ecuacion es la suma de las dos primeas: E3=E1+E2.

. . X+y+2=0 El+E2| 2x+z=1
Por tanto, el sistema es equivalente a

= —
x—y=1 E2-El|-2y-z=1
x=1/2-t/2
Despejando x e y en funcién de z y haciendo z = t, se tiene la solucion: s y=-1/2-t/2,
z=t
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18. Catalufia, ordinaria 2021

5. a) Dada la matriz A= , resuelva la ecuacion matricial A* X =A - 31, donde

=T~
Ll = R
[T

I es la matriz identidad.
[1.25 puntos]

b) Una matriz cuadrada M satisface que M’ -3M"+3M -1=0, donde I es la matriz
identidad. Justifique que M es invertible y exprese la inversa de M en funcion de las
matrices M e I.

[1,25 puntas]
Solucién:
0 0 1 0 0 1y/0 0 1 010
SiA=|1 0 0|= A*’=|1 0 OH1 0 O 0O 0 1].
010 01 0J)lO 1 O 1 00
2 H - 2 -1 ,
Como ‘A ‘=1 — existe su inversa, (A )

La ecuacion matricial
AX = A-31 < (A2)7(APX)=(A2) " (A-31) = X =(A?) (A-3I).

La matriz A = AiA) donde Aj)t es la traspuesta de la matriz adjunta de A.
0 01 010
Como (Aj)z 1 00 0 0 1|— (Puedeobservarse que A™=A?).
010 100
0 1 00 1 0 0 01
Luego, (AZ)_1=(A’ o0 1 {o 0 1]=/1 0 0of.
1 0 0J){1 0O 010
Por tanto:
0 1 0)/(0O 1 0) (3 00
X =(A?)"(A=31) = X =[0 0 1[{{0 0 1|-[0 3 0=
1 00 0) (0 0 3

b) Si M*-3M*+3M —1=0 = M*-3M°+3M =1 = M(M*-3M +31)=1.
Como [M (M?=3M +31 ) =1 = |M|(M?>~3M +31 | =1 = [M|=0.

Por lo tanto, la matriz M tiene inversay es M =M?—-3M +3I .
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19. Catalufia, extraordinaria 2021

a i 0
5. Siguila matriu A= 2 a+1 a-1 [, enqueéaésun parametre real.

2a+l 0 —=g-=3

a) Trobeu per a quins valors de a la matriu A és invertible.
[1 punt]

b) Comproveu que, per al cas a=3, la matriu A és invertible i resoleu 'equacié matri-

6& 3 3

cial AX=B-3I en que B és la matriu B=| 2 5 2

[1,5 punts] 1 1 4
Solucién:

a) La matriz A es invertible cuando su determinante es distinto de 0: |A| #0.
a a 0
A=| 2 a+l a-1|=a(a+l)(-a-3)-a(2(-a-3)-(2a+1)(a-1)) =
2a+1 0 -a-3

|A|:a(a2—3a+2)—>seanu|asia:Oo a= .
2 1

Por lo tanto, la matriz A es invertible para cualquier valorde a#0, 1y 2.

3+449-8 3i1_{2
2

33 0
b)Paraa=3, A=|2 4 2 |,siendo |A|:3-(32—3-3+2):6¢0. Luego es invertible.
7 0 -6
: -1 (A‘j)t i ;
Suinversaes Al = A siendo (A;)=Adj(A).
24 26 -28 -24 18 6
(A)=| 18 -18 21 |= Alzé 26 -18 -6 |.
6 6 6 -28 21 6
Si AX=B-3l = A'(AX)=A"(B-3l)=X=A"(B-3l).
6 3 3 3 00 3 3 3
B-3l=(2 5 2|-|0 3 0|=|2 2 2|.
11 4 0 0 3 111
Luego,
-24 18 6 )(3 3 -30 -30 -30 -5 -5 -5
X:1 26 -18 6|2 2|=>X=-|36 36 36 |=6 6 6
-28 21 6 ){l1 11 -36 -36 -36 -6 6 -6
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20. Comunidad Valenciana, ordinaria 2021

-1 2 m
Problema 4. Dada la matriz 4 = l 0 m 0 . se pide:
2 1 m*+1
a) Obtened el rango de la matriz en funcion del parametro m. (4 puntos)
b) Explicad cuando la matniz A es invertible. (2 puntos)
¢) Resolved la ecuacion XA = [ donde [ es la matriz 1identidad en el caso m=1. (4 puntos)

Solucién:

a) El rango de una matriz es el orden del mayor menor no nulo: coincide con el nimero de
filas linealmente independientes.

Su determinante,

-1 2 m
A=|0 m 0 |= —m-(m2 +1)+ 2-(—m2) = —m-(m2 +2m +1) ——m(m+1)".
2 1 m*+
Este determinante vale O cuando m =00 —1.
Con esto:
« Sim#0,-1, como |A/=0 = rango (A) = 3.
-1 20
« Sim=0, A=| 0--0--0 | - Como el menor _21 i‘ =-5#0 =rango (A) = 2.
2 11
« Sim=-1, A=| 0 -1 0 — También el menor de orden 2, ‘ 0 _1‘ =1+0.Porlo

2 1 2
tanto, rango (A) = 2.

b) Una matriz es invertible si su determinante es distinto de 0. Por tanto, A tendré inversa
cuandom#0y -1.

-1 2 1
c)Param=1lamatriz A=| 0 1 0| tiene inversa: su determinante |A|=—4.
2 1 2

Por tanto, la ecuacion XA=1 = X =A™,

t
Lainversa, A~ = (Ai—J) ; donde (A;)=Adj(A) es la matriz de los adjuntos.

A
2 0 -2 2 3 -1
La matriz de los adjuntos es(Aj): -3 4 5 |= Alz—%- 0 4 0
-1 0 -1 -2 5 -1
Efectivamente, XA=A"A=1:
2 3 -1)(-1 21 -4 0 0 100
—%-0—40-010=—%0—40=010
-2 5 -1)l2 1 2 0 0 4) (0 01

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

ALGEBRA (EBAU-EVAU 2021) 21

21. Comunidad Valenciana, extraordinaria 2021

2x—y+z = m
Problema 1. Se da el sistema de ecuaciones x+v+3z = 0, donde m es un parametro real. Se
S5r—4y+mz = m
pide:
a) La discusion del sistema de ecuaciones en funcion del parametro m. (4 puntos)
b) La solucion del sistema cuando m = 1. (3 puntos)
¢) Las soluciones del sistema en el caso en que sea compatible indeterminado. (3 puntos)
Solucion:
a) Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada,
2 -1 1im
A=1 1 3|0 (=M.
5 4 mm

Sir(A) =r(M) = 3 — sistema compatible determinado: solucion Unica.
Sir(A) = r(M) < 3 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.
Si r(A) < r(M) — sistema incompatible: no tiene solucién.

El determinante de A vale,

2 -1 1
|Al=[1 1 3|=2(m+12)-(-1)(m-15)-9=3m — seanulasim=0.
5 4 m
Con esto:
« Sim#0,r(A) =r(M) =3 — sistema compatible determinado.
« Sim=0,
2 -1 1|0
A=|1 1 3| 0|=M — Resultaun sistema homogéneo, que siempre tiene solucion.
5 -4 0|0

2
En este caso, como el menor

_1J" =3#0=r(A) =2 =r(M) =3. el sistema es compatible

indeterminado, con un grado de indeterminacion.

2x—-y+z=1
b) Si m =1 el sistema es compatible indeterminado. Queda: < x+y+3z=0 .
oX—4y+z=1
Puede resolverse por el método de Gauss.
2x-y+z=1 2Xx—-y+z=1 2x-y+z=1
X+y+3z=0 = E2+El: 3x+4z=1 = X+4z=1 =

5x—4y+z=1 E3-4E1|-3x—-3z=-3 E3-E2 z2=-2
2X—y+z=1 X=3
E2-3E3{3x=9—>x=3=4 y=3.
z=-27 7=-2

¢) El sistema es compatible indeterminado cuando m = 0.
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2X—-y+2=0
i ) X+y+3z=0
Se obtiene el sistema: < x+y+3z=0<
5x—-4y=0
5x—-4y =0
3 |2=-2y
3x+4z=0 1=——1 5 X =4t
= 44 =+ y=y —>(haciendo y=5t) > < y=5t.
X=—Yy
x=—yT 4 z=-3t
5 5 y x=2y
3)
22. Extremadura, ordinaria 2021
2. Discutir y resolver (en los casos que sea posible) el siguiente sistema de ecuaciones lineales en
funcidn del pardmetro A € | : (2 puntos)

r o — oy =A
r o — Ay =M 3.
Ar — oy = A
Solucion:

Se trata de un sistema de tres ecuaciones con dos incognitas.
Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada.

1 1A
A=|1 —AlA|=M
A -1 A

Sir(A) =r(M) = 2 — sistema compatible determinado: solucion unica.
Sir(A) =r(M) < 2 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.
Si r(A) < r(M) — sistema incompatible: no tiene solucion

El determinante de M vale:

1 -1 2
IM[=]1 =& A=A +h+(A=22)+ A (-1+2°) = (A =20 +1) =2 (h-1)" >
A1 A
— |M|=0 cuandoA =00 1.
Por tanto:

« SiA#0y1, como |M | # 0, el sistema sera incompatible pues r(M) = 3.

_(jzl;to; el rango de M

también es 2, pues la columna de términos independientes es nula. El sistema ser4 compatible
determinado. Como es homogéneo, su Unica solucion seré la trivial: x = 0; y = 0.
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1 -11
Sir=1 A=|1 -11|=M — Sir(A) =r(M) = 1: las tres filas estan repetidas. El sistema
1 11

compatible indeterminado: infinitas soluciones.

. ., X
Queda equivalente a {x —y =1, cuya solucion es: {

<
Il
—
|
[HEN

23. Extremadura, extraordinaria 2021

E 2k 2 11
1. Sea la ignaldad matricial M- X =N, donde M=} -1 £ 1 | v N=1] 0 1 |.
-1 1 1 1 1

a) jCudntas filas vy columnas debe tener la matriz X7 (Justicar la respuesta). (0.5 puntos)

b) ;Para qué valores de k& € B es la matriz M invertible? (1 punto)
¢] jPuede ser M - N invertible para algin valor de & € R7? (0,5 puntos)
Solucion:
a) Si Az(aij )nxm y B:(bij)
Esto es, el producto de matrices puede hacerse cuando el nimero de columnas de la matriz de

la izquierda, A, es igual al nimero de filas de la otra matriz, B. La matriz producto, P, tiene el
mismo numero de filas que A y el mismo nimero de columnas que B.

. Su producto AB= (Cij )nxp =P < Anxm'Bmxp = anp'

mx

En este caso, el producto M, ,-X  , =N,, exigequep=3yq=2.

b) La matriz M es invertible cuando su determinante es distinto de 0: |M | #0.

k 2k 2
IM|=-1 k 1=k{k-1)+2(-1+k)=(k-1)(k+2) > seanulasik=10-2.
-1 1 1

Por lo tanto, la matriz M sera invertible para cualquier valor de k #1y -2.

c) El producto M, ,-N, , =P, ,. Esta matriz no es invertible, pues no es una matriz cuadrada.
Por tanto, no hay ningun valor de k que haga que M, ,-N, , tenga inversa.
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24. Galicia, ordinaria 2021

1. Numeros y Algebra:

1 si i=2, . _
(-Dii-1) si i#2 DPlAuesidy
A + I son o no invertibles y calcule las inversas cuando existan. (Nota: a;; es el elemento de 4 que esta en la
filai yenlacolumna j, e I es la matriz identidad.)

Solucion:
El subindice i indica la fila del elemento g, ; j indica la columna. Por tanto, algunos elementos

Sea 4 = {’a”] la matriz de dimensidn 3 x 3 definida por a;; = {

de lamatriz A=(a;) son:
8, = (1) (1-1)=0; a, =(-1) (1-1) =0...; ay =&, =a, =1,
a, =(-1) (3-1)=-2; a, =(-1)°(3-1)=2...

0 0 O
Se obtiene A= 1 1 1
-2 2 -2
0O 0 O 100 1 0 O
Lamatriz A+1=1 1 1 |+/0 1 0|=1 2 1
-2 2 -2 0 01 -2 2 -1

Una matriz tiene inversa cuando su determinante es distinto de 0. Por tanto, como |A| =0, la

1 0 O
matriz A no es invertible. Si lo es lamatriz A+ 1, pues |[A+1|=|1 2 1|=-4.
2 2 _
.
_ Adj(A+1 ) ) .
La inversa de la matriz A+ 1 es (A+1) 12(1,(0‘—”))’ siendo (AdJ(A+|))T la matriz
+
traspuesta de la matriz de los adjuntos de A+1.
4 -1 6 4 0 0
Adj(A+1)=| 0 -1 -2 :>(A+|)‘1=i4 -1 -1 1.
0 -1 2 e 2 2
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25. Galicia, extraordinaria 2021
1. Nimeros y Algebra:

Despeje X en la ecuacion matricial B(X —I) = A4, donde | es la matriz identidad y 4 y B son matrices
cuadradas, con B invertible. Luego, calcule X si

00 o0 1 0 0
A:( 1 1 1) y B:([] 1/2 0 )
-2 2 =2 0 0 1/3
Solucion:

La ecuacién B(X —1)=A < BX -B=A=BX =A+B= X =B(A+B).

. T 1/6 O 0
La matriz B™ = m ,siendo Adj(B)=| 0 1/3 0 |y|B|==
0 0 1/2
1/6 1 00
Por lo tanto: B™ = { =0 2 0
0 0 3
Luego:
1 00 0O 0 O 1 0 0
X=0 2 0} [1 1 1 1(+0 1/2 O =
0 0 3)|{-2 2 - 0O 0 1/3
1 0 0)1 0 1 0 O
X=/0 2 0} 1 3/2 1 |=|2 3 2
0 0 3){-2 2 -5/3 -6 6 -5
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26. La Rioja, ordinaria 2021

5.— (2 puntos) Hallar A v B, matrices soluciones del sistema de ecuaciones:

3A-5B=C,
A+3B=D,

donde ' vy [} son las matrices:

Determinar la matriz inversa de C* D, donde €7 es la matriz traspuesta de C.

Solucién:
Despejamos A 'y B utilizando el método de reduccion.

A:%(3C+5D)

{3A—5B:C 3E1+5E2{4A:3C+5D
— = .
—~A+3B=D ~ 3E2+El|4B=C+3D B:%(C+3D)
Por tanto:
2 -4 6 -12)\ (10 20 16 8 4 2
A:%37 4 |+5/ 3 0 21 12+150:%3612=93.
-1 2 -1 2 -3 6 -5 10 -8 16 -2 4
2 -4 2 4 6 12 8 8 2 2
A=%74+330 74+90=%164:41.
-1 2 -1 2 -1 2 -3 6 -4 8 -1 2

4

1
El producto C'D 0|= 0 .
-4 4 2 4 9 =12

Su inversa, (CTD) - (CTD , siendo
D
Adj(C'D) [ ] \CTD\ 26-(—12) —12 = —324.
L C'D) = ° 3
Hego, ( B 2 26) 1621 -13)
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27. La Rioja, ordinaria 2021
6.— (2 puntos) Sabiendo que |A| = 1, donde:

A= a b r

calcular el determinante de la matriz B con
T y z
B = T+ 1 y+1 z+4+1
Ar+a) 2y+b) 20M=z+rc)
Calcular [4B~'AT|%
Solucion:
Para calcular el determinante de B se aplicaran las siguientes propiedades:
(1) El determinante de una matriz es igual al de su traspuesta: |A| = ‘AT‘ :

(2) Si se intercambian entre si dos filas de un determinante, su valor es el mismo cambiado de
signo.

(3) Un determinante no varia si a una fila se le suma o resta, elemento a elemento, otra fila
cualquiera multiplicada por un nimero.

(4) Si los elementos de una fila se multiplican por un nimero, el determinante de la matriz
gueda multiplicado por ese mismo numero.

(5) Si A=(ay )nxn, entonces: |kA=k"|A.
(6) Si A'y B son matrices cuadradas del mismo orden: |A-B| =|Al{B|.
Como |AA™|=|AJAY =]I]=1= |A7| :ﬁ:@ﬁ
Por tanto:
X y z X 'y z
B|=| x+1 y+1 z+1 |= F2-F1|1 1 1| — (seextrae2deF3yse
2(x+a) 2(y+b) 2(z+c) F3-2Flj2a 2b 2c
X Yy z
intercambian F2y F3) = |B|=-2]a b ¢|=-2|A=-2.
1 11

Para calcular [4B™*A" ‘2 se aplican las propiedades (1), (5) y (6).
1 1

Por (1): ‘AT‘:|A|:1; por (6): ‘B_l‘:|B| ==3

Por (5), como (B™A") es de orden 3, ‘4B‘lAT ‘ =4 ‘B‘lAT‘ = 43‘8‘1HAT ‘ - 64-(—%)-1: -32.

Luego 4B AT[ =(-32)° =1024.
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28. La Rioja, extraordinaria 2021

] 3 1
6.— (2 puntos) Dada la matriz A = 1 I —5 |. Caleular A=" y A%
1 3 l
utilizando necesariamente la signiente identidad A* = —I, donde I es la matriz
identidad.
Solucion:
0 3 4
Si A=| 1 -4 -5| setiene:
-1 3 4
0 3 430 3 4 -1 0 1

AN=|1 -4 51 -4 5|=1 4 4/
1 3 4){-1 3 4) (-1 -3 -3
0 3 4Y-1 0 1) (-1 0 O
A=AA’=|1 -4 51 4 4|={0 -1 0 |=-I.
-1 3 4J{-1 3 =3) \0 0 -1

Por tanto:
1 0 -1
N =A(-A)=1 = A=A 5 A= -1 4 4
1 3 3
-1 0 1
A2°=A18-A2=(A3)6-A2=(—|)6-A2=|-A2=A2:>A2°: 1 4 4
-1 -3 -3
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29. Madrid, ordinaria 2021

A.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Tres hermanos quieren repartirse de forma equitativa un total de 540 acciones valoradas en 1560 euros, que
corresponden a tres empresas A,B y C. Sabiendo que el valor actual en bolsa de la accién A es el triple que el de
B y la mitad que el de C, que el numero de acciones de C es la mitad que el de B y que el actual valor en bolsa
de la accion B es 1 euro, encuentre el nimero de cada tipo de accion que le corresponde a cada hermano.

Solucion:

Si el valor de la accién de la empresa B es 1 € — la acccion A vale 3 € (el triple que B) — la
accion C vale 6 € (el doble que A: “A vale la mitad que C”).

Sean X, y, z el numero de acciones de las empresas A, By C, respectivamente.
Con los datos del enunciado se obtiene:
X+Yy+z =540 — numero total de acciones;

3x+Yy+6z=1560 — valor total de las acciones;

1 . . .
z =5 y — el nimero de acciones de C es la mitad que el de B.

X+Yy+2=540
Se obtiene el sistema: < 3x+y+6z=1560.
y—2z=0

Aplicando el método de Gauss:

X+Yy+2z=540 E1-E3 | x+3z=540 X+3z =540 x =360
3X+y+62=1560 = E2-E3{3x+82=1560 = E2—-3El{ -z=-60 — {y=120.
y—-2z=0 y—-2z=0 y—2z=0 z=60

Por tanto, a cada uno de los hermanos le corresponderan la tercera parte de las acciones de
cada empresa. Esto es: 120 acciones de la empresa A, 40 de laBy 20 de la C.
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30. Madrid, ordinaria 2021

\B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Se considera el siguiente sistema de ecuaciones dependientes del parametro real a:

ar —2y+(a—1)z=41
—2r+4+3y—62=2
—ax+y—6z—=20
a) (2 puntos) Discuta el sistema segun los diferentes valores de a.

b) (0.5 puntos) Resuelva el sistema para a = 1.

Solucién:
a) Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada.
a -2 a-14
A=-2 3 —-6|2|=M
-a 1 6|6

Si rango de A = rango de M = 3 — sistema compatible determinado: solucion Unica.
Sir(A) =r(M) < 3 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.
Si r(A) > r(M) — sistema incompatible: no tiene solucion

El determinante de A vale
|Al=3a”-29a+26.

Se anulasia=10a=26/3 (soluciones de la ecuacion de 2° grado asociada).
Con esto:
« Sia#1y26/3=r(A)=3=r(M).El sistema ser4 compatible determinado.

. Sia=1, setendr:

1 -2 0 1 -2 0 4
A=|-2 3 -6|; M=-2 3 -6 2
-1 1 -6 -1 1 6 6

Puede verse que en ambos casos la tercera fila es la suma de las dos primeras.

-2
Como 3 =-1#0y |A| =0 = r(A) = 2 =r(M). Por tanto, el sistema sera compatible

indeterminado.

« Sia=26/3, setendré:

26/3 -2 23/3 26/3 -2 23/3 4
A=l =2 3 6 |; M=| =2 3 6 2
-26/3 1 -6 -26/3 1 6 6
como [%/3 _32‘=22¢0 y|A=0=rA)=2
26/3 -2 4
Pero, como el menor M, =| -2 3 2 :7—36 #0 = r(M)=3.
-26/3 1 6

En este caso, el sistema sera incompatible.

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

ALGEBRA (EBAU-EVAU 2021) 31

b) Para a = 1 el sistema es compatible indeterminado. Resulta equivalente a:

X—2y=4 Xx=-16-12z
X—-2y=4 X=4+2y
-2X+3y-62=2 & = =< y=-10-6z .
-X+y—-6z=6 E2+El|-y-6z=10
-X+y—-62=6 =12

X =-16-12t
Haciendo z =t se obtiene la solucion: { y=-10-6t .
z=t

31. Madrid, extraordinaria 2021

A.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Tres amigas, Sara, Cristina y Jimena, tienen un total de 15000 seguidores en una red social. Si Jimena perdiera
el 26% de sus seguidores todavia tendria el triple de seguidores que Sara. Ademas, la mitad de los seguidores

de Sara mas la quinta parte de los de Cristina suponen la cuarta parte de los seguidores de Jimena. Calcule
cuantos seguidores tiene cada una de las fres amigas.

Solucién:
Sean ¥, Y, z el nUmero de seguidores de Sara, Cristina y Jimena, respectivamente.
Con los datos del enunciado se obtiene:

X+ Yy+2z=15000 — numero total de seguidoes;
0,752=3x — 0,75=1- 0,25, lo que queda despésde perder el 25 %.
X Yy

E+g =§ — la mitad de los seguidors de Sara més...

X+Yy+2z=15000
Se obtiene el sistema: Z=4x
10x+4y—-52=0

Sustituyendo y resolviendo por reduccién (Gauss):
{SX +y =15000 {5X +y =15000

5x+y =15000 x=2000
— = =z =8000.
-10x+4y =0

=
—5x+2y=0  E2+ El{ 3y =15000 y =5000

Por tanto, Sara tiene 2000 seguidores, Cristina, 5000, y Jimena, 8000.
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32. Madrid, extraordinaria 2021

B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

a) (0.75 puntos) Encuentre un Unico sistema de dos ecuaciones lineales en las variables = e y, que tenga como
soluciones {r = 1.y =2}y {xr =0,y = 0}.

b) (1 punto) Encuentre un sistema de dos ecuaciones lineales en las variables r, y y = cuyas soluciones sean,
en funcion del parametro A = E:
Tr = A
¥ o= A-2
x = A-—1

c) (0.75 puntos) Encuentre un sistema de tres ecuaciones lineales con dos incognitas, = e y. que solo tenga
comosolucibnaz=1ey = 2.

Solucién:

a) Sea ax+by =c una de esas ecuaciones.
Si{x=1,y=2}essolucion, entonces a+2b=c;
Si {x=0,y=0}es solucion, entonces 0 =c.
Luego, a+2b=0=a=-2b.

La ecuacion sera —2bx+by =0.

Sib=1, -2x+y=0;sib=-2, 4x-2y=0.

—-2X+y=0
4x-2y=0"

Su solucion son los puntos del plano que pertenecen a la recta y = 2x.

Puede darse el sistema (compatible indeterminado) {

b) El sistema se obtiene eliminando A, sustituyendo x =2 en las otras dos ecuaciones
paramétricas. Asi se obtiene:
X=A

=X-2 X— =2
y=A-2= y = y .

z=x-1 x —-z=1
z=1-1
c) Cada ecuacion sera de la forma Sea ax+by =c. Dando valores arbitrarios a a y b debe
encontrase el valor de ¢ que se obtienesix=1ey=2.

2x—-y=0
Puede ser: {x—3y=-5.

3X+y=5

Es evidente que todas las ecuaciones se cumplen si x =1 e y = 2. Para ver que solo tiene esa
solucion hay que comprobar que el sistema es compatible determinado. Para ello, el rango de
a matriz de coeficientes (A) debe ser igual al rango de la matriz ampliada (M) e igual a 2.

2 -1 0 2 -1 0
Asies,pues A=|1 -3 -5|=M se transforma en A= 1 -3 -5|=M.
3 1|5 F3-2F1+F2{0---0{-0-

Como el menor

-1
‘ =-5%#0 = rango (A) =rango (M) = 2.
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33. Murcia, ordinaria 2021
2: Considere las matrices

111 10
A=lo 10|, B=[0 -1 yf:(f ':I} :)
122 21

a) [1,5 p.] Compruebe que la matriz A es regular (o inversible) y calcule su inversa.

b) [1 p.] Resuelva la ecuacion matricial AX — B = ', donde C' denota la matriz
traspuesta de C.

Solucién:
a) Una matriz es regular cuando su determinante es distinto de 0.
111
|Al=|0 1 0/=2-1=1.
1 2 2
La inversa de la matrizAes A™ = ﬁ( Adj (A))t , siendo (Adj (A))t la traspuesta de la matriz
de los adjuntos de A.
Como:
2 0 -1 2 0 -1
Adj(A)=| 0 1 -1|=A"'={ 0 1 0 | — (Puedeverseque AA"=1).
-1 0 1 -1 -1 1

b) AX-B=C' = AX =C'+B= A"{(AX)=A"{C'+B)= X =A{C'+B).
Como

-2 1 1 0 -1 1 2 0 -1)y/-1 1 -3 0
C'+B=|{ 0 -1|+|0 -1|=|{0 2| =>X=[0 1 OO0 -2{(=[{0 -2].
-1 1 2 1 1 2 -1 -1 1){1 2 2 3
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34. Murcia, extraordinaria 2021

2: Considere la matriz A = ( ? . )

a) [1 p.] Si se denota por tr(A) la traza de la matriz A (es decir, la suma de los
elementos de su diagonal principal) y por |4| el determinante de A, compruebe
que, para cualquier valor de a, se cumple la ecuacién A* =tr(A)A — |A| I, donde
I denota la matriz identidad de orden 2.

b) [0,5 p.] Determine para qué valores de a la matriz A es regular (o inversible).

c) [1 p.] Para a = -3, resuelva la ecuacion matricial AX — A" = A, donde A’ denota
la matriz traspuesta de A.

Solucién:
_ 2 a
a) Si A:( 2), entonces:
2 a 8 4a
tr(A)=2+2=4=tr(A)A=4 = ;
-1 2 -4 8

A2_2 aj(2 a) (4-a 4da ),
-1 2/l 2) |\ 4 —a+4)

2 a 1 0 4+a O
|A|:‘ ‘=4+a; |A|-I:(4+a)-[ j:[ J
-1 2 01 0 4+a

8 4a 4+a O 4-a 4a
Por tanto, tr(A)-A—|All = —~ = .
-4 8 0 4+a -4 4-a

Efectivamente, se cumple que A’ =tr(A)-A—|A}I .

b) Una matriz es regular cuando su determinante es distinto de 0.

2 a
|A|=‘ =4+a#0=a=-4.
-1 2

2 -3
c) Para a = -3, la matriz A tiene inversa: |A|:‘ ) 2‘:4—3:1.

Luego,

AX-A' = A= AX = A+ A= AL(AX) = A A+ A )= X = AT A+ A,
Lainversa, A™' = ﬁ( Adj (A))t , siendo (Adj (A))t la traspuesta de la matriz de los adjuntos
de A.

_ 2 1 L (23 B
Como: Adj(A)= 3 o = A'= L — (Puede verse que AA*=1).
Por tanto:

S TR el 9 THE T
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35. Navarra, ordinaria 2021

P2) Calcula los valores del pardmetro ¢ para que se cumpla la condicién |A4*] = 8 | siendo A4 la
siguiente matriz:
(-1 (+1 3 \,I
A= |-t 2+2t ¢
1 =1 1—¢ =2 ) (2.5 punlos)

Solucion:
Para simplificar los calculos pueden hacerse transformaciones de Gauss en la matriz A. (Estas
transformaciones no cambian el valor del determinante de A).

t-1 t+1 3
A=[t?-t t?+2t t | =
1-t -1-t =2

F1+F2( 0 0o 1 0 0 1
A= t?—t t?+2t t |>A=C2-Clt’-t 3t t
-t -1-t -2 -t -2 -2
Luego
0o 0 1
A=[P—t 3t t|=-2(t"—t)-3t(1-t)=t*—t.

1-t -2 -2

Como |A%[=(|A|)", si |A*|=8=|A=2.

Luego, debe cumplirse que t* —t=2 = t°-t—-2=0 = t=

1+1+8 _{—1
2

5
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36. Navarra, extraordinaria 2021

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y resuélvelo

en los casos en que es compatible

az+ (a—2)y=a—2
ax + (a® — 2a)y + 2z = a

3ar+ (a®* -4y +z=4a—4
Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso. (2.5 puntos)

Solucién:
Para aligerar los célculos conviene simplificar el sistema inicial aplicando transformaciones
de Gauss:

ax+(a—-2)y —a-2 ax+(a-2)y =a-2
ax+(a2—2a)y+22:a — E2-E1 (a2—3a+2)y+22:2 -
3ax+(a2—4)y+z:4a—4 E3-3EL (a2—3a+2)y+z:a+2
ax+(a-2)y =a-2
— E2-E3 z=-a

(a2 —3a+2)y+z =a+2
Con esto, sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada.
a a-2 0l a-2
A=|0 0 1 —-a |=M.
0 a*-3a+2 1| a+2

Por el teorema de Rouché:
Sir(A) =r(M) =3 — sistema compatible determinado: solucion unica.
Sir(A) =r(M) <3 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.
Si r(A) <r(M) — sistema incompatible: no tiene solucion
El determinante de A es:
a a-2 0
|Al=|0 0 1=a(a’-3a+2)=a(a-1)(a-2).
0 a*-3a+2 1
— Seanulasia=0,a=10a=2.

Por tanto:

. Sia#0,1y2,como |A =0, el sistema sera compatible determinado: r(A) = r(M) = 3.
0 -2 0] -2

. Sia=0, A=|0 0 1|0 [=M
02 1|2

0
El rango de A es 2, pues 5

-2

El rango de M también es 2, pues C2 = C4.
Por tanto, si a = 0, el sistema sera compatible indeterminado.
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1 -1 0 -1
« Sia=1:. A=|0 0 1| -1|=M.
0---0--1] 3
-1 0 -1
Elrangode Mes3,pues [0 1 -1=-4.
0 1 3

Por tanto, si a = 2, el sistema sera incompatible.

2 0 0lO0
.« Sia=2, A={-0---0--1} -2 =M.
0 0 1 4
2 0 3
Vuelve a ser incompatible, pues |0 1 -2/ =10: rango (A) =2 <rango (M) = 3.
01 3

— Solucion cuando es compatible: a#£0, 1y 2.
ax+(a-2)y =a-2
El sistema es: z=-a
(a2—3a+2)y+z:a+2

Despejando y sustituyendo:

_ 2 _ _ Z2a+2  2a+2
z——a:><a —3a+2)y—a—a+2:>y_a2_3a+2_(a_l)(a_z),
2
ax+(a—2)i=a—2 = ax:a—2—2a+2:>ax:a —Sasza__sl
(a-1)(a-2) (a-1) a-1 a-1

— Solucién cuando es compatible indeterminado: a = 0.
El sistema queda:

—2y=-2 Xx=t
z=0 = y=1.
2y+2=2 z=0
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37. Pais Vasco, ordinaria 2021
Ejercicio Al

Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales, en funcion del parametro a:
=

ar—y+z=1,
3r—y+az=aq,
r+ (a—-1)z=1
Resolver el sistema para oo = 3, si es posible.
Solucion:
Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada.
a -1 1|1
A=3 -1 o |a|=M.
1 0 aoa-1]1
Por el teorema de Rouché:
Sir(A) =r(M) = 3 — sistema compatible determinado: solucidn unica.
Sir(A) =r(M) <3 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.

Si r(A) <r(M) — sistema incompatible: no tiene solucion
El determinante de A:

a -1 1
|A=13 -1 o |=a(l-a)+(B8a-3-a)+l=—(a-1)(a-2).
1 0 a-
— Seanulasia=10a =2.
Por tanto:
. Sia#1y2 como|Al=0, el sistema serd compatible determinado: r(A) = r(M) = 3.
1 21 1)1
. Sia=1 A=[3 41 1|1]|=M.
1 0 o1
11
El rango de A es 2, pues:13 :jzz;to;peroel rango de Mes 3, pues 3 1 1j=-2.
10
Por tanto, si a = 1, el sistema sera incompatible.
2 -1 1)1
. Sia=2 A=[3 -1 2| 2[=M.
1 0 11

El rango de A es 2, como también es 2 el rango de M: C4 = C3.
Por tanto, si a = 2, el sistema ser&4 compatible indeterminado.

— Para a = 3 es sisterma es compatible determinado:
X—-y+z=1 3 -1 1
X-y+3z=3 > |3 -1 3=-2.
X +2z=1 1 0 2
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Puede resolverse por la regla de Cramer.

La solucion sera:

1 11

3 -1 3

1 0 2 —-2+3+1
3 11 -2

3 -1 3

1 0 2
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