GEOMETRIA (Selectividad 2020) 1

ALGUNOS PROBLEMAS DE GEOMETRIA PROPUESTOS EN LAS PRUEBAS DE
EBAU-EVAU-PEBAU... DE 2020

1. Andalucia, ordinaria 2020
EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Siendo a =0, considera las rectas

x—1:1'—2::—_1 ; SEA‘—3:|1'—3:Z+1
’ a —a -1 2

a) Estudia la posicion relativa de ambas rectas segun los valores de a. (1.25 puntos)
b) Para a = 2. determina las ecuaciones de la recta que pasa por el punto de corte de r vy s y es
perpendicular a ambas. (1.25 puntos)
Solucién:
a) Para determinar la posicion relativa de las rectas r y s hay que estudiar la dependencia
lineal de los vectores:

V. =(1,1,a), V,=(-a,-1,2) ySR=(1,2,1)- (3,3, -1) = (-2, -1, 2),

siendo R(1, 2, 1) y S(3, 3, —1) puntos de r y s, respectivamente.
Esa dependencia lineal se estudia a partir del valor del determinante,

7

1 1 a
—a -1 2|=2a-4+a’-2a=a’-4 >seanulasia=*+2.
-2 -1 2

Con esto:

. Sia#-2y 2, lasrectas se cruzan: los vectores considerados son linealmente
independientes.

« Sia=-202, las rectas estan en el mismo plano y se cortan, pues en ningln caso los
vectores V, y V, seran paralelos.

b) Para a = 2, las rectas se cortan.
Sus ecuaciones son:

X=1+t Xx=3-2h

x—lzy—2:z—1 x—3:y—3:z+1:

r= =r=|y=2+t; s= s=| y=3-h
1 1 2 z=1+2t 2 -1 2 z=-1+2h
El punto de corte se obtiene resolviendo el sistema:
1+t=3-2h
r=s<< 2+t=3-h —>t=0;h=1.
1+2t=-1+2h
El punto de corte es P(1, 2, 1).
Un vector perpendicular a ambas rectas es
U U, U
W=V, xVg=|1 1 2|=40,-60,+U;=(4, —6,1).
-2 -1 2
X=1+4\
Por tanto, la perpendicular a ambas rectas por el punto P serd: p=| y=2-6A.
z=1+1A
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GEOMETRIA (Selectividad 2020)

2. Andalucia, ordinaria 2020
EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

[x+y=0

|y—3z+2=0"

a) Calcula la ecuacién del plano que pasa por A vy es perpendicular a 7. (1.25 puntos)
b) Calcula la ecuacion del plano que pasa por A y contiene a . (1.25 puntos)
Solucion:

Ecuaciones paramétricas de r:

Se considera el punto A(1,-2.0) ylarecta 7 =.

. 0 y X=2-3t

—+ = = —

r= y = y =>(z=t)>r=qy=-2+3t = V,= (-3, 3, 1).
y-3z+2=0 y=-2+3z -

a) El vector normal del plano perpendicularares: v, =V, .
Su ecuacion sera:
n=-3x+3y+z+d =0.
Como pasa por el punto A(1,-2,0): -3-1+3-(-2)+0+d=0=>d=09.
Por tanto, t=-3x+3y+2+9=0.

b) El plano que pasa por Ay contiene a r esta determinado por el

punto Ay por los vectores vV, y AR, siendo R un punto de r, por v
ejemplo, R(2, -2, 0). =
AR = (2,-2,0) — (1, -2,0) = (1, 0, 0); V, = (-3, 3, 1). }K"
El plano pedido sera: e &
X=2-3t+h T r |
a=1y=-2+3t — oL
7= t
x-2 -3 1
a=y+2 3 0=0=a=y+2-3z=0=a=y-3z+2=0.
z 1 0
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GEOMETRIA (Selectividad 2020) 3

3. Andalucia, extraordinaria 2020
EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

. x v+l z42
Considera el plano 7=x—-1y+z=2 ylarecta r= 5 = T

a) Calcula la distancia entre » v 7z (1 punto)

b) Halla la ecuacion general del plano perpendicular a  que contiene a 7. (1.5 puntos)
Solucién:
a) El vector normal del plano es v = (1, -1, 1); el de direccion de la recta, Vv, = (2, 1, -1).
Como estos vectores son perpendiculares, pues v v, =2 -1 -1 =0, se deduce que la recta es
paralela al plano. Por consiguiente, la distancia de r a = es igual a la distancia de cualquier
punto de r al plano .

d(r, n)=d((0,-1,-2), n=x-y+z-2=0)= 0+1-2-2 Li:\/é.

S22 42| B

b) El plano a, que contiene a r y es perpendicular a & esta determinado por la recta 'y por el
vector normal am, V.

X =2t
Como r=<y=-1+t, las ecuaciones paramétricas de o seran: r V.
z=-2-t i:rﬂ/ ’ 7
X=2t+h x 2 1 f ’
a={y=-1+t-h > a=|y+1 1 -1=0= FARE"
z=-2-t+h z+2 -1 1 o
a=-3(y+1)-3(z+2)=0=a=-3y-3z2-9=0=a=y+z+3=0.
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4. Aragon, ordinaria 2020

X+ z=1
4) Se considera la recta r= "
2x+y =3

a) (17,25 puntos) Calcule la ecuacion del plano que contiene a la recta r y que pasa por el punto
(0,0.1).

= — =

b) (0,75 puntos) Se considera el paralelepipedo definido por los vectores i, # y i x ¥ Sabiendo que
Ux v = (—1,1,1), calcule el volumen de dicho paralelepipedo.

Solucién:
Las ecuaciones paramétricas de r son:

Xx=1-t
X+z=1 Xx=1-z x=1-z1
r= = = =(z=t)>r=qy=1+2t
2x+y=3 |y=3-2x |y=3-2(1-2)

a) El plano que pasa por A(0, 0, 1) y contiene ar

estd determinado por el punto Ay por los vectores

V.= (-1, 2, 1) y AR, siendo R un punto de r; por

ejemplo, R(1, 1, 0), luego, —
AR=(1,1,00-(0,0,1)=(1,1,-1).

El plano pedido sera:

Xx=1-t+h x-1 -1 1
n=qy=1+2t+h 5> n=ly-1 2 1|=0=>n=-3(x-1)-3z=0=>n=x+2-1=0.
z= t-h z 1 -

b) El volumen del paralelepipedo determinado por los vectores @, b y € es igual al valor
absoluto de su producto mixto: V = ‘[é, b, 6]‘ .

El producto mixto, [&, b , €], se define como:

(4, b, ¢|=a{bxc)=(axb}c.

En este caso, los vectores son u, Vv y UuxVv =(-1, 1, 1), luego:
[T, V, GxV]=(UxV)axV)=|axV]

En consecuencia, el volumen del paralelepipedo que determinan esos vectores sera:
V =[G, ¥, GxV]=[0xV[’ = (1) +12 +12 =3.
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5. Asturias, ordinaria 2020

Bloque 3.B Sea el prisma triangular(triangulos iguales y paralelos) de la
figura, con A(1,0,0), B'(-1,2,2), C(0,3,0) y C'(0,4,2). Y los planos m,
al que pertenecen los puntos A,B,C y 7', al que pertenecen los puntos
A" B’ C'. Caleula:

a) Las coordenadas de los puntos restantes: A’ B. (0.75 puntos)

b) La distancia entre los planos © y 7’. (0.75 puntos)

c) El volumen del prisma triangular. (1 punto)
Solucion:

a) Los vectores AA, BB’y CC deben ser iguales, luego, si A(a;,a,,a3) y B(b, by, by),
entonces:

AA =(a’,a’,a’3)—(1 0, 0)=(ay-La,,a3);

BB =(-L 2, 2)~(by, by, by)=(-1-by, 2-b;, 2-by);
CC =(0,4,2)—(0,3,0)=(0, 1, 2).
Igualando:
AN =(a-1a,,83) =(0,1,2) = ;=1 a,=1 a,=2 > A'(,1,2).
BB =(-1-b, 2-b,, 2-b) =(0,1,2) = b =-1 b, =1 by; =0 — B(-1, 1, 0).

b) Ecuacion del plano =, definido por el punto A(1, 0, 0) y los vectores AB 'y AC:

AB—(llO) (1,0,0)=(-2,1,0); AC—(O30) (1,0,0)=(-1,3,0).
Luego:

Xx=1-2t—h x-1 -2 -
n=¢y= t+3h > n=|y 1 3|=0=n=z=0.
z=0 z 0O O

Como los planos & y «” son paralelos, la distancia entre ellos es:

d(m, n)=d(A(L 1, 2), nEZ=O)=%=2.
-2 10
. g = o _ 1 1 5
¢) El volumen viene dado por V =§‘[AB, AC, AA] =3 -1 3 0f|=={-12+2|=5 .
0 1 2
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6. Asturias, extraordinaria 2020

Bloque 3.A Sean A(2,1,0), B(5,5,0) y C(2,1,5) tres vértices de la cara S de un cubo (cuadrados
iguales) y E(—2,4,0) un vértice de la cara opuesta. Se pide:

a) El cuarto vértice D de la cara S. (1 punto) o F

b) La ecuacién del plano 7 que contiene la cara opuesta de S. (1 punto) T

c) ;Cuél es el vértice de la cara S adyacente a E? (0.5 puntos) —
Solucion:

a) Si los puntos A, B y C son vértices de un cuadrado, entonces dos de los vectores AB, BC y
AC deben ser perpendiculares. Esto indicaré su posicién en el cuadrado.
AB=(5,50)-(2,1,0)=(3,4,0); BC=(2,1,5) - (5,5,0) = (-3, -4, 5);
AC=(2,1,5-(2,1,0=(0,0,5).
Los productos escalares:
AB -BC=(3,4,0) - (-3,-4,5)=-25;
AB - AC =(3,4,0)-(0,0,5)=0. E
Como los vectores perpendiculares son AB y AC, el orden de los
vértices de la cara S del cuadrado es: ABDC. B 4
Con esto, BD = AC.
SiD(x,y,2),BD=(x,y,2) - (5,50 =(x-5Yy-5,2) =

5
(x-5vy-52=(0,0,5)=x=5y=5,z=5.
Esto es, D(5, 5, 5).
. — D C
El cubo tiene lado 5: ‘AB‘ =32 +4% =25 =5,

b) Esta definido por el punto A(2, 1, 0) y los vectores AB = (3, 4, 0) y AC = (0, 0, 5).
Sus ecuaciones son:

X=2+3t x-2 3 0
n=<y=1+4t —>n=|y-1 4 0|=0=
zZ= 5h z 0 5

n=20(x-2)-15(y-1)=0=n=4x-3y-5=0.

b) El vértice de la cara S adyacente a E es el punto (de los cuatro vértices de S) que esté a
distancia 5 de él.

Como d(E,A)= \/(—2—2)2 +(4-1)* =25 =5 , el vértice adyacente a E es A.

Nota: Puede verse que las demas distancias son mayores que 5.
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7. Asturias, extraordinaria 2020

Bloque 3.B Dados dos planos ?T; T+ y_— 2 =23
™ i r—2=5

ortogonal sobre 7’ es el punto A(5,1,0)

. Sea P un punto de 7 cuya proyeccion

a) Calcula las ecuaciones implicitas de la recta r que une P y A. (1.5 puntos)
b) Calcula el punto P. (1 punto)
Solucion:

a) La proyeccidn ortogonal se obtiene trazando la perpendicular desde P a plano «”.
Esa perpendicular lleva la direccion del vector caracteristico de «*, que es V- = (1, 0, —1).

X=5+t
Por tanto, la recta pedida sera: r=<y=1
7= —t

) N X+2=5 ) . .
Las ecuaciones implicitas pueden ser: r z{ . (La primera ecuacion se obtiene

sumando las ecuaciones paramétricas correspondientes a X y z).

b) El punto P es el de corte de r con w. Se obtiene sustituyendo
las ecuaciones paramétricas de r en x.

T:X+y—-22=3 > 5+t+1-2:(-1)=3=34t=-3=t=-1.
Luego P(4, 1, 1).
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8. Baleares, ordinaria 2020, opcion A
3. Considera el punt P = (2, —1,1) i la recta r donada per

2r —3y+42—-1=0 | |
r+2y—32-2=0 [
(a) Caleula I'expressid de equacié continua de la recta . (2 punts)
(b) Caleula 'equaci6 del pla, T1, perpendicular a la recta r que passa pel punt P.(2 punts)
(c)
(d) De totes les rectes que passen pel punt P = (2,—1,1), calcula aquella que talla
perpendicularment a la recta r. (3 punts)

Calcula el punt, @, d’'interseccié del pla IT amb la recta r. (3 punts)

Solucién:
a) Hay que resolver el sistema:

2x—-3y+4z-1=0 2x—-3y=1-4z 2E1+3E2| 7x=8+z2
r= = = =
X+2y-3z-2=0 X+2y=2+3z 2E2-El1 |7y=3+10z
8 1 x—§+t
X==+=12 7
i =7 :
= 0 —sisehace z=7t > y=§+10t
y:7+72 7
z=Tt

Puntos de la recta son: parat=0, A=(8/7, 3/7,0); parat=6/7,B = (2, 9, 6).
Su vector de direccion es v, = (1, 10, 7).
X-2 y-9 7-6

La ecuacion continua de la recta puede ser: r = 0 .

b) El vector de direccion de la recta es el normal del plano: v, = v, = (1, 10, 7).
El plano pedido sera: T1=x+10y+7z+d =0 — como P(2,-1,1) ell =
2-10+7+d=0=d=1—luego IT=x+10y+7z+1=0.

c) El punto de interseccion de la recta con el plano se obtiene sustituyendo las ecuaciones
paramétricas de r en IT.

§+t+10 §+10t +7(7t)+1=0:>150t=—£:>t=—i.
7 7 7 70

Para este valor de t, el punto de larectaes: Q = (% 0, —%) .

d) Es la recta determinada por los puntos P y Q.
Su ecuacion es:

11 9 »
X=2+|2-—1h -2+
( 10) x_2+1oh
s=¢y=-1+(-1-0)h=s={y=-1-h . zﬁ’}"""{"m@
3 13 y. . S
z=1+|1+— |h z=1+—h
10 10
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9. Canarias, ordinaria 2020, grupo A

- —z=4 =2
3. Dadas las rectas siguientes r: {x Y-z :{ o

x+2y=7 y+5=0

a. Estudie la posicion relativade ry s. 1.5 ptos

b. Halle la ecuacion del plano perpendicular a la recta r, y que contiene

el punto 4 (11,-2,5) 1pto
Solucién:
Las ecuaciones paramétricas de ambas rectas son:
4 4 3 X=7-2t
X+y—2z= Z=X+Yy- z2=3-
r. y =r. y =r: y =>riqy= t >V, =(-2,1,-1)
X+2y=7 x=7-2y7 X=7-2y
z=3-t
X=2
X=2 ~
S: = s:cy=-5 ->V.=(0,0,1).
y+5=0 - h

a) Hay que estudiar la dependencia lineal de los vectores:
vV, =(-2,1,-1), v,=(0,0,1) y RS=(2,-5,0) - (7,0, 3) =(-5,-5,-3)
siendo R un punto de r y S un punto de s.

-2 1 -]
Como |0 O 1|=-15#0, los vectores son linealmente independientes. En
-5 -5 -3

consecuencia, las rectas r Yy S S€ Cruzan.

b) El vector caracteristico del plano pedido es v, =V, = (-2, 1, -1).
Su ecuacion sera:
n=-2X+y—-z+d=0.
Como debe contener al punto A(11, -2, 5):
-211-2-5+d=0=d =29.
Luego
n=-2X+y—-2+29=0.
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10. Canarias, extraordinaria 2020

x+y=>5

3. Consideremos el punto A(1,2,1), y larecta r: {3}, Lz=14

a. Encuentre la ecuacién del plano m que contiene al punto Ay es
perpendicular a la rectar. 1.5 ptos

b. Consideremos P (1,4,2), un punto de la recta r. Y sea sla recta
determinada por los puntos A y P. Calcule el angulo que forman las

1 pto
rectasrvy s.
Solucion:
Las ecuaciones paramétricas de la recta son:
5 5 X=5-t
X+y= X=5-
r: y =r: y:>r: y= t -V, =(-1,1,-3).
3y+z=14 z=14-3y
z=14-3t

a) El vector caracteristico del plano pedido es v, =V, = (-1, 1, —3); como, ademas, debe

contener al punto A(1, 2, 1), su ecuacion sera:
n=—(x-1)+(y-2)-3(z-1)=0 = n=—x+y-3z+2=0.

b) El vector de direccion de larectases AP = (1, 4,2) — (1,2, 1) = (0, 2, 1).
Su ecuacion sera:

x=1
S=qy=2+2h.
z=1+h

El angulo que forman las rectas r y s es el determinado por sus vectores de direccion:
vV, =(-1,1,-3)y v.=(0, 2, 1).

Aplicando el producto escalar:

(-1 1, -3)(0, 2, 1) _2-3 1

i JOD + 2 + (322 + J1INB 55 -

angulo (r, s) = 97,75° — 82,25°.

cos(V, , V)

S
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11. Cantabria, ordinaria 2020

Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS]

Se emite un rayo laser desde el punto P = (1,2, 8) en la direccion del vector T = (1,2, —3). El plano
—x — y + 3z = —8 determina la posicidn de una lamina de grandes dimensiones.

1) [0.5 PUNTOS] Calcula la ecuacion de la recta que contiene al rayo laser.
2) [1 PUNTO] Determina la posicion relativa de rayo y lamina.

3) [1 PUNTO] Se quiere situar otra lamina que sea ortogonal al rayo y pase por el origen. Calcula la ecuacion
del plano de esta lamina.

Solucién:

1) La recta pedida esta determinada por el punto P(1, 2, 8) y el vector Vv = (1, 2, -3).
Xx=1+t

Sus ecuaciones paramétricas son: r=<y=2+2t.
z=8-3t

2) Sustituyendo las ecuaciones de r en el plano t=—-x—y+3z=-8 se tiene:

—(1+t)—(2+2t)+3(8—3t):—8:>—12t:—29:>t:%.
La recta y el plano se cortan cuando t:ﬁ, en el punto Q(l+§, 2+2-§, 8—3-§ -
12 12 12 12
41 82 9
Q(E’ 2’ E)

3) El vector caracteristico (normal) del plano sera v = (1, 2, -3).
El plano pedido es: mw=x+2y—-3z=d.
Como pasa por el origen, d = 0. Luego, resulta t=x+2y—3z=0
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12. Cantabria, ordinaria 2020
Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]
Considera los puntos A = (1,2, 1), B = (2,3, -4), C = (4,3, 2).

1) [0.5 PUNTOS] Halla la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A y B.
2) [1 PUNTO] Halla la ecuacion del plano que contiene los tres puntos.

M PUNTCH Calcula el area del triangulo que forman los tres puntos.
Solucién:

1) La recta pedida viene determinada por el punto A = (1, 2, 1) y el vector AB.
AB =(2,3,-4)-(1,2,1) = (1, 1,-5).
X=1+t
Luego, sus ecuaciones paramétricas son: r=< y =2+t .
z=1-5t

2) El plano queda determinado por el punto A = (1, 2, 1) y los vectores AB y AC .
AB =(1,1,-5); AC =(4,3,2)—(1,2,1) = (3,1, 1).
Xx=1+t+3h
Luego, sus ecuaciones paramétricas seran: m=< y=2+t+h.
z=1-5t+h

11— —
El area del triangulo determinado por los puntos A, B y C viene dada por: S = E‘AB x AC|,

Como:
ABxAC=|1 1 -5=(6, —16, —2) = |ABx AC|=+/36+256+4 =296
3 1 1

_VZZ% _ 74 2

Luego, la superficie del triangulo sera: S =
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13. Cantabria, extraordinaria 2020
Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]
Considera los puntos A = (1,3,1), B=(4,1,-2). C =(3,5,2), D = (1,1,3).

1) [1 PUNTO] Halla la ecuacién del plano, 11, que contiene los puntos A, B, C.

2) [0.5 PUNTOS] Comprueba s1 el punto [J esta contenido en el plano 11.

3) [1 PUNTO] Calcula el angulo que forman los vectores AD v AC

Solucion:

1) El plano queda determinado por el punto A = (1, 3, 1) y los vectores AB y AC .
AB =(4,1,-2)—(1,3,1)=(3,-2,-3); AC =(3,5,2) - (1,3,1)=(2, 2, 1).

Luego, sus ecuaciones paramétricas seran:

x=1+3t+2h x-1 3 2
[M=:y=3-2t+2h = Ecuacion general: [I=|y-3 -2 2/=0 =
z=1-3t+h z-1 -3 1

[1=4(x-1)-9(y—3)+10(z-1)=0=I1=4x-9y+10z+13=0

2) El punto D pertenecera al plano si cumple su ecuacion.
Sustituyendo:
41-91+10-3+13= 0 = no pertenece al plano.

3) A partir del producto escalar de los vectores AB y AC se obtiene:
COSazcos(A_B”E): 3, -2, -3)-(2, 2, 1) _
B (P T

o= arccos(—ij ~ 94,08° — 85,92°.

6-4-3 1
=— =
J220 322 322
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14. Castilla La Mancha, ordinaria 2020

—1+A—pn
_/\"_‘H
—242A

A

6. Dados los planos m =2r+y+2—-2=0 ¥y 7:25{ Y

a) [1 punto] Calcula razonadamente el dngulo que forman los dos planos.

b) [1,5 puntos] Halla razonadamente el volumen del tetraedro formado por el punto P(3,—3,2) y
los puntos de corte del plano m; con los ejes coordenados.

Solucién:
a) Se expresa el plano 72 en forma cartesiana.
x+1 1 -1
=y -1 1|=0=n,=-2(x+1)-2y=0=>mn,=x+y+1=0.
z+2 2 0

El angulo que forman viene determinado por los vectores normales de esos planos que son:
2=02,L1)yv,=(,10)
A partlr del producto escalar de los vectores vV, y V., se obtiene:

cos(nl,nz) coso = cos( ” nz)— \/2(22“12;(1_)1)%\7120112 = / \ / ;

A

'y [J,
-2+l _ 3 :ﬁ = o =arccos V3 = 30°. ‘Eﬂ
62 28 2 2
b) Los puntos de corte del plano m, =2x+y+z—-2=0 con los ejes son: A(1, 0, 0), B(0, 2, 0)

y C(0, 0, 2).
El volumen del tetraedro es un sexto del valor absoluto del producto mixto de los tres vectores
que lo determinan, que son:
AP=(3,-3,2)-(1,0,0)=(2,-3,2); BP=(3,-3,2)-(0,2,0)=(3,-5, 2);
CP=(3,-3,2)-(0,0,2)=(3,-3,0).
En consecuencia:

2 -3
v=yls 5 2=lp2-18412=8-1
6 6 6
3 30
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15. Castilla La Mancha, ordinaria 2020

r = -1+ M r—2
7. Dadoselplanom=4q vy = 1+ A+ap ylarecta s= { i /
s = 14+2\—yp )

1-06
p— _3 .

a) [1,5 puntos] Calcula razonadamente el valor de los parametros a y b para que la recta s esté
contenida en el plano .

b) [1 punto] Sia =0y b= 3, calcula razonadamente la ecuacién en forma implicita de la recta r
que pasa por el punto P(1, —1, —8) es paralela al plano 7 y perpendicular a la recta s.

Solucién:
a) Las ecuaciones parameétricas de la recta s son:

x=1-b+2t
X—2y=1-b _
S= I = S=qy= t >V, =(210).
B z7=-3

Dos vectores del plano wson: v; =(0,1,2)y v, =(1, a, -1).
Si la recta s estd contenida en el plano « deben cumplirse dos cosas:
1) Los vectores Vg, V; Yy V, deben ser linealmente dependientes: el determinante que

determinan debe valer 0.
2) El punto (1 — b, 0, —3) de s debe cumplir la ecuacion del plano.

1) S los vectores son linealmente dependientes, entonces:

21 0
01 2|=0=>-2-4a+2=0=>a=0.
1 a -

2) La ecuacién cartesiana de m es (con a = 0):

x+1 0 1
n=ly-1 1 0|=0=>n=—(x+1)+2(y-1)-(z-1)=0=n=-x+2y-z-2=0.
z-1 2 -]

Sustituyendo el punto (1 — b, 0, —3) de s en m, se tiene:
-1+b+0+3-2=0=b=0.

b) Sia=0y b =0 larectas esta contenida en el plano .

x=1-b+2t X=-2+2t
Sia=0yb=3,larectases: s=<y= t =>s=qy= t

Esta recta no esta contenida en el plano, luego es paralela a él. (Puede verse de nuevo que su
vector de direccion, v, , depende linealmente de v, y V,.

La paralela a ella que pasa por P(1, -1, —8) es:

x=1+2t
S={y=—1+t. T
z=-8
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16. Castilla La Mancha, extraordinaria 2020

0
0 -

r—2y—2
y—z—2

6. Seanelplanor=z+2y—2—-4=0y larectar = {

a) [1 punto] Calcula razonadamente la distancia del punto P(1,2,—1) al plano 7.

b) [1,5 puntos] Calcula razonadamente el drea del tridngulo que forman el punto interseccion de
la recta r con el plano 7, y los puntos B(1,-1,2) y C'(0,1,1).

Solucién:
a) La distancia de un punto a un plano viene dada por:

B ax0+by0+czo+d|
\/a2+b2+c2

ParaP(1,2,-1)y n=x+2y—z—-4=0 se tendra:
1+22-1(-)-4 2
d(P, n)= =—.
(P. ) J1+4+1 J6

b) El punto de corte de la recta y el plano es la solucién del sistema:
nT=X+2y—-2-4=0 X+2y—-2-4=0
_|x=2y-2=0 <4 x-2y-2=0 (restando a la primera ecuacion las otras dos)
:{y—z—Z:O y-2-2=0
El-E2-E3[ 4y=0=y=04
Xx—2=0=x=2 . El punto de corte es A(2, 0, -2).
-2-2=0=>1z=-2

d (P(Xy, Yo, Zg), m:ax+by +cz+d =0)

El area del triangulo determinado por los puntos A, B y C viene dada por la mitad del médulo
del producto vectorial de los vectores AB y AC .

AB =(1,-1,2)—(2,0,-2) = (-1,-1,4); AC =(0,1,1)—(2,0,-2) = (-2, 1, 3).
El producto vectorial es:

ul UZ u3
ABxAC=|-1 -1 4|=(-7, -5, -8) = |ABxAC|=+/49+25+9 =83
2 1 3

Luego, el area del tridngulo sera: S = %\/@ u,
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17. Castillay Ledn, ordinaria 2020
E3.- (Geometria)

;-_I-f : g y el punto A=(1. 3. -1).

Hallar la ecuacién del plano que pasa por A. es paralelo a r vy perpendiculara 7.

Seaelplanom=x — 2y +2z+ 1 =0.larectar = {

(2 puntos)
Solucion:
a) El plano pedido viene determinado por el punto A = (1, 3, —1) y por los vectores de
direccion de larecta, V., y el normal al plano, v, = (1, -2, 2).

Haciendo x =ty despejando en r = {X_ y=0 se
z+1=0
obtienen las ecuaciones paramétricas de r:
x=t
r=<y=t =>v,=(1,1,0)
z=-1
Por tanto, el plano pedido sera:
x-1 1 1
n=ly-3 -2 1/=0 =
z+1 2 0

'=-2(x-1)+2(y-3)+3(z+1)=0=n'=—-2x+2y+3z-1=0.
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18. Castilla y Leon, extraordinaria 2020
E4.- (Geometria)

a) Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1,2,3) v es paralela a la recta
(x—y—z—-1=10
:{x+y+z—3=0'
b) Calcular el punto simétrico del (1,2,3) respectodel plano 7 =3x+ 2y +z+4 = 0.

(1 punto)

(1 punto)
Solucién:

a) La recta pedida (r") viene dada por los planos paralelos a los que determinan r y que pasan
por el punto A(1, 2, 3)

, [x=y-z+d=0 , [1-2-3+d=0=d=4
Luego, r'= . — por contener al punto A: r'= i i .
X+y+z+d=0 1+2+3+d=0=d=-6
Por tanto,
x=1
, [ x—=y—-z+4=0
rs r-{y=5-»1
X+y+z-6=0
Z=A

b) Sea A’= (Xo, Yo, Zo) el simétrico de A respecto de .
Ambos puntos, Ay A’ estaran en la recta r, perpendicular a = por A. Ademas, si M es el punto
de corte de la recta y el plano, M debe ser el punto medio entre Ay A”.

X=1+3A
Como vV, =(3,2,1),sededuceque r:qy=2+2A.
z2=3+A

Corte de la recta r con plano =
3(L+30)+22+20)+(3+A)+4=0 =214+ 14A=0=>r=-1

Por tanto, M = (-2, 0, 2).

v
Punto medio de Ay A”: 4% 2+% 3+% A
2 2 2
ComoM =(-2,0,2) = 1+X0’ 2+y0, 3+12, -
2 2 2
o 1% :>x0:_5;o:2+y0 :>yO:—2;2=3+ZO =1

Por tanto, A" = (-5, -2, 1).
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19. Catalufia, ordinaria 2020

3. a) Calcule la ecuacion general del plano 7 que pasa por el punto (8, 8, 8) y tiene como
vectores directores u=(1, 2, -3) yv=(-1,0, 3).
[1,25 puntos]

b) Determine el valor del parametro a para que el punto (1, -5, a) pertenezca al plano my

calcule la ecuacion paramétrica de la recta que pasa por este punto y es perpendicular
al plano .

[1.25 puntos]
Solucion:
a) Las ecuaciones paramétricas del plano pedido son:
X=8+t—h x-8 1 -1
n=4y=8+2t = Ecuacion general: n=ly-8 2 0|=0=
z=8-3t+3h z-8 -3 3

n=6(x-8)+0(y—8)+2(z—-8)=0=n=3x+2-32=0.

b) El punto (1, -5, a) pertenece al plano cuando cumple su ecuacion. Luego:
3+a-32=0=>a=29.

La recta pedida pasa por el punto A(1, -5, 29) y lleva la direccién
del vector normal al plano, v, = (3, 0, 1).

X=1+3\ Ve
Sus ecuaciones paramétricas son: r:J y=-5
2=29+A
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20. Cataluia, extraordinaria 2020
2. Un avién se desplaza desde un punto A = (0, 3, 1) hacia una plataforma plana de ecuacién
m: x — 2y + z =1 siguiendo una recta r paralela al vector v=(1, -1, 0).
a) Calcule las coordenadas del punto de contacto B del avion con el plano y la distancia
recorrida.

[1,25 puntos]

b) Calcule la ecuacion general del plano perpendicular a la plataforma y que contiene la
recta r seguida por el avion desde el punto A.
[1.25 puntos]

Solucion:
X=A
a) El avion sigue la trayectoria de larecta r:qy=3-2X
z=1
La interseccion con el plano se obtiene sustituyendo las ecuaciones de la recta en la del plano:
A—2(3-A)+1=1= 3L =6=21=2 — Punto B(2, 1, 1).
La distancia recorrida es:

d(AB)=422+(1-3)" =242,

b) El plano viene determinado por el punto Ay por los vectores vV, = (1, -1, 0), de direccién
de larecta,y v, = (1, -2, 1), normal al plano.

X=A+L
Sus ecuaciones paramétricas son: T=<y=3-A—2u.
z=1+ p
x 1 1 T
La ecuacion general es: t=|y-3 -1 -2/=0=
z-1 0 1

,

n=—x—(y-3)-(z-1)=0=>n=x+y+z-4=0.
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21. Comunidad Valenciana, ordinaria 2020

Problema 2. Sea la recta r:x—;1 = % = _il y los puntos P = (1,0,0) v Q = (2,1, @).

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Elvalor de « para que la recta que pasa por P v Q sea paralelaa r. (3 puntos)
b) La ecuacion del plano que contiene a P v Q y es paralelo a . cuando a = 1. (3 puntos)
¢) La distancia del punto Q al plano que pasa por P v es perpendicular a r. cuando a = 1. (4 puntos)

Solucion:

a) Dos rectas son paralelas cuando tienen el mismo vector de direccion (salvo el médulo).
El vector de direcciénde res v, =(1, 1, —1).

El vector determinado por Py Q es: @ =(2,1,0)-(1,0,0)=(1,1, o).

Seran iguales si oo = —1.

b)Sia=1, PQ =(1,1,1).
Entonces, el plano que contiene a P y Q y es paralelo a r, viene determinado por cualquiera de
los puntos P 0 Q y por los vectores @ y Vv, = (1, 1, —1).

X=1+A+p
Sus ecuaciones paramétricas son: t=< y=A+p
Z=A—U
La ecuacién general es:
x-1 1 1
n=|y 1 1|=0= n=-2(x-1)+2y=0=>n=—x+y+1=0.
z 1 -

c) El plano que pasa por P(1, 0, 0) y es perpendicular a r tiene como vector caracteristico a
Ve =V, =(1 1 -1).
Su ecuacion general es: 7=(x-1)+y—-z=0=>n=x+y—-z-1=0.

Luego, la distancia de Q(2, 1, 1) a este plano sera:
, 2+1-1-1 1
d(Q,n): 2 12 2 2
\/1 +1°+ (-1 V3
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22. Comunidad Valenciana, extraordinaria 2020
Problema 2. Sedanlosplanos m:x+y=1ymn:x —y+ 2z = 1yel punto P(1,—1,0).
Obtener razonadamente. escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Unas ecuaciones parameétricas de la recta r que pasa por €l punto P y es paralela
a los planos T y m'. (3 puntos)
b) La distancia de la rectar a los planos T y ', (3 puntos)
¢) Las ecuaciones de la recta que pasa por P y corta perpendicularmente a la recta obtenida como
interseccion de los planos Ty ',
(4 puntos)
Solucion:

a) La recta r viene dada por los planos paralelos a y n° que pasan por el punto P(1, -1, 0).

x+y=d 1-1=d=d=0
Estoes, r= — por contener al punto P: r = .
1+1+0=d=d=2

x=t
— haciendox=t— r:q y=-t
71=2-2t

X—y+z=d

X+y=0 X=-
Por tanto, rz{ y = rz{ y

X—y+z2=2 Z=2-X+Y

b) La distancia de r a los planos dados es la misma que la distagncia de P a cada uno de esos
planos.

_ I
d(r, t)=d(P@-10), n:x+y-1=0)= NoRE A
1411 | 1

d(r, ©')=d(P@-10), n:x-y+z-1=0)= \/12+(_1)2+12‘=ﬁ'

c) La recta pedida (s) esta determinada por los puntos P y

Q, siendo Q el punto de corte del plano n”", perpendicular a

Iy que pasa por P, con la recta (r") que determinanty «".

El plano n”", que tiene como vector normal a

Ve =V, =(1,-1,-2) es: a

n'=(x-1)—-(y+1)-2z=0 = n'=x-y-2z-2=0.
Larectar” es:

X=t
§ X+y=1 . ,
r= — (haciendox=t) > r:< y=1-t .
X—-y+z=1
z2=2-2t
Corte de ™" con r’: se sustituyen las ecuaciones de r'en n””,
n'=t-1+t-2(2-2t)-2=0=6t=7 —> t=7/6 = Q(7/6, -1/6, —2/6).
Por ultimo, la recta que pasa por Py Q es:
X=1+A

— (7 1 2 1 5 2
s:qy=-1+5A,donde Vg =PQ=| —,——,—— [-(L-L0)=| =, —,—=
yz_ N s =PQ (6 6 6) ( ) (6 6 6)

(15 -2).
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23. Extremadura, ordinaria 2020

3. Sean el plano II de ecuacién 2z +y — z — 2 = 0 y la recta r dada por % = y—_32 _Z ; l.
a) Estudie la posicién relativa de la recta respecto del plano. (1 punto)
b) Calcule la distancia de la recta al plano. (1 punto)

Solucion:

a) La posicion relativa de una recta y un plano se puede determinar hallando el angulo
formado por el vector normal del plano, v_, y el vector de direccion de la recta, V, . Si los
vectores son perpendiculares la recta es paralela al plano, o estd contenida en él; en cualquier
otro caso, la recta corta al plano.

Los vectores son: v, =(2,1,-1)y V, =(3, -3, 3)

Como su producto escalar vale v, - V. =(2,1,-1) - (3,-3,3) =6 -3 -3 =0, esos vectores
son perpendiculares, por tanto, la recta y el plano no se cortan: la recta es paralela al plano,
pues el punto (0, 2, 1) de r no cumple la ecuacion del plano: 2 -0+2—-1-2#0.

b) En este caso, la distancia de la recta al plano viene dada por:
d(r, n):d(P(O,Z,l)er, n:2x+y_z_2:0): 0+2-1-2 | 1

22 (07| VB

24. Extremadura, ordinaria 2020
4. Tres vértices consecutivos de un paralelogramo son A(1,3,-2), B(4,3,1) y C(1,0,1) como
podemos observar en la siguiente representacion:

a) Calcule el cuarto vértice D. (1 punto)
b) Calcule el drea del paralelogramo. (1 punto)
Solucidn:
a) Al vértice D se llega sumando: c 3
OD=0C+CD = OD=0C +BA = J:6+(é—6)
Luego:

D=(1,0,1)+ (1,3, -2) - (4 3,1) = (-2, 0, -2).

b) El area del paralelogramo viene dada por el médulo del
producto vectorial de dos de los vectores que determinan

el paralelogramo. Por ejemplo, AB y AD.
Como AB =(4,3,1)—(1,3,-2)=(3,0,3)y AD =(-2,0,-2)—(1,3,-2)=(-3,-3,0) =

Ul lj2 l]3
ABxAD=[3 0 3|=(9, -9, -9).
-3 -3 0

Luego, el &rea pedida es: S = ‘ﬁx ﬁ‘ = J9? +(=9)2+(-9)* =93 W2
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25. Galicia, ordinaria 2020

6. Geometria:

Estudie la posicion relativa de las rectas r y s definidas por las ecuaciones r: 332—3 =—=—ys5— —_—
Si se cortan, calcule el punto de corte.

Solucién:

La posicion relativa entre dos rectas r y s se determina estudiando la dependencia lineal de los
vectores V., V; YRS, siendoR e ry S € s. Si esos vectores son linealmente independientes,

las rectas se cruzan; si son linealmente dependientes, estan en el mismo plano, pudiendo
cortase o ser paralelas.

En este caso:
vV, =(2,-1,-2), v=(1,4,3)y RS=(0,-3,-2)- (3,0, -1) = (-3, -3, -1)

2 -1 -2
Como|l 4 3|=10+8-18=0, los vectores son )
-3 -3 -1 £

linealmente dependientes.
Como la direccion de los vectores V, = (2, -1, -2) y V,= (1, 4, 3) no es la misma, las rectas

se cortaran.
El punto de corte se halla igualando las ecuaciones paramétricas de ambas rectas.

X=3+2t X=h 3+2t=h
r.« y=-t ; s:qy=-3+4h —» Seigualan: rns<< —-t=-3+4h =
z=-1-2t z=-2+3h -1-2t=-2+3h
3+2t=hl 3+2t=h

—t=-3+4(3+2t) ={-9t=9=>t=-1=t=-1 h=1.
—1-2t=-2+3(3+2t) |-8t=8=t=-1
Luego, el punto de corte es P(1, 1, 1).

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

GEOMETRIA (Selectividad 2020)

26. Galicia, extraordinaria 2020
6. Geometria:
a) Calcule k sabiendo que los vectores 1(2,0,0), #(0, k, 1) y W(2,2,2) son coplanarios.

b) Obtenga la ecuacion implicita del plano m que pasa por P(1,0,0) y contienear:x — 1 ==

Solucién:

a) Los vectores dados seran coplanarios cuando el determinante asociado valga 0.
2 00
0 k 1/=4k—-4=0=k=1. Los vectores son coplanarios si k = 1.

2 2 2

b) El plano pedido viene determinado por el punto Py por los vectores v, = (1, -4, 3), de
direccién de r, y RP, siendo R(1, 0, -1) e r.
RP=(1,0,0)-(1,0,-1)=(0,0, 1).
X=1+t
Sus ecuaciones parametricas son: m:q y=-4t .

z=3t+h
Su ecuacion implicita sera:
x-1 1 0
)y —4 0=0=>n:-4(x-1)-y=0=mn:4x+y-4=0.
z 3 1
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27. La Rioja, ordinaria 2020
7.— (2 puntos) Determinar en funcién del pardmetro real a, la posicién relativa
de los siguientes planos:

(a— 1Dz + ¥y — 2z = @
(e+1)z + (2a+1)y + 2 = —a
ar -+ ay + z = -—a.

Solucion:

La posicion relativa de los tres planos se determina estudiando la compatibilidad del sistema
asociado.

« Si el sistema es compatible determinado, los tres planos se cortan en un Unico punto, cuyas
coordenadas vienen dadas por la solucién del sistema.

« Si el sistema es Cl con un grado de indeterminacion, los tres planos se cortan en una recta.
La ecuacion de esa recta viene dada por la solucion del sistema. En este caso se dice que los
tres planos son del mismo haz (de planos).

. Siel sistema es Cl con dos grados de indeterminacion, los tres planos son coincidentes.

. Si el sistema es incompatible, los tres planos no tienen ningn punto en comun.

Discusion del sistema.
Si A es la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada se tiene:

a-1 1 -1 a
A=la+l1 2a+1 1 -a=M —>
a a 1 -a
a-1 1 — a-1 1 —
|A|=a+1 2a+1 1|=F2+F1 2a 2a+2 O =(a+1)(2a—2).
a a 1| F3+Flj2a-1 a+1 O

El determinante de A vale O cuandoa=-1o0a=1.

Con esto:

« Siaz-1y1l=r(A)=3=r(M). El sistema serd compatible determinado. En este caso los
tres planos se cortardn en un unico punto.

-2 1 -1 | -1
« Sia=-1setiene: A= 0 -1 1 1 |=M.
-1 -1 1 1

Como C2=-C3=-C4 = r(A) =r(M) = 2. El sistema sera compatible indeterminado. Los

-2 1}
Que el rango vale 2 se deduce de 9 JJ: 2+#0.
0 1. -1 1
. Sia=1lsetiene: A=|2 3 1 -1|=M.
1 1 1 -1

También se cumple que r(A) = r(M) = 2, pues C3 = C4. El sistema sera compatible
indeterminado. Los tres planos se cortan en una recta: son del mismo haz; distinto del
anterior.
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28. La Rioja, extraordinaria 2020

8.— (2 puntos) Dadas las rectas r y s:

r+y—2z = 1, coee gl gl
4 —2y+2z = 10, - | 2 3 !

y el plano m =z + y — 2 + 6 = 0. Hallar la posicién relativa entre
a) las rectas r y s,
b) el plano 7 y la recta s.

Solucion:

a) La posicion relativa entre dos rectas r y s se determina estudiando la dependencia lineal de
los vectores V,, V; Y RS, siendoR € ry S e s. Si esos vectores son linealmente
independientes, las rectas se cruzan; si son linealmente dependientes, estan en el mismo

plano, pudiendo cortase o ser paralelas.
En este caso:

X+y-z=1 X+y—-z=1 y=1-2+z2
r= =>r= =r= -
4x-2y+2z2=10 E2+2E1l|6x=12=x=2 6x=12=>x=2
X=2
haciendoz=t: r=qy=-1+t = vV, =(0, 1, 1); s% s
z=t ——& |
V,=(1,2,3)y RS=(-3,-2,1) - (2,-1,0) = (-5, -1, 1). - :\*R
0 1 1 .
Como |l 2 3=-18+9=0, losvectores son linealmente

-5 -1 3
independientes.
Por tanto, las rectas se cruzan.

b) El vector normal del planoes v, = (1, 1, -1).

Como el producto escalar

v, - V,=(1,1,-1)-(1,2,3)=1+2-3=0,
se deduce que dichos vectores son perpendiculares; lo que significa
que la recta s es paralela la plano &, 0 esta contenida en él.
Dado que el punto S(-3, -2, 1) € s cumple la ecuacion del plano: -3 — 2 -1 + 6 = 0, entonces
la recta s esta contenida en el plano =.
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29. Madrid, ordinaria 2020

A.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

5 r=—-14+2)\
Tr—Yy==2
Dadas las rectas r = {3 Y P s=¢y=—-4—-X,
xr — 2= —
= A

se pide:
a) (1 punto) Calcular la posicion relativa de las rectas r y s.
b) (0.5 puntos) Hallar la ecuacién del plano perpendicular a la recta r y que pasa por el punto P(2, —1,5).
c) (1 punto) Encontrar la ecuacion del plano paralelo a la recta r que contiene a la recta s.
Solucion:
Las ecuaciones paramétricas de las rectas dadas son:

X=t X=-1+2A
r=qy=-2+t; s=qy=—4-»\.
z=1+3t Z=X
X=t
X—y=2 y=x-2
Puede verse que r = Sr= Sr=qy=-2+t.
X-z=-1 z=3x+1
z=1+3t

a) Estudiando la dependencia lineal de los vectores v, , V; y RS, siendoR eryS € s, se

determina la posicion relativa de ambas rectas: si esos vectores son linealmente
independientes, las rectas se cruzan; si son linealmente dependientes, estaran en el mismo
plano.

Como Vv, =(1,1,3), v, =(2,-1,1); R=(0,-2,1),S=(-1,-4,0) > RS = (-1, -2, -1), se

tiene que:
1 1 3 5 '_‘_55_1, 5
2 -1 1|=3+1-15=0. ' *‘\
_1 _2 _ r q:,_.i-.;::. R
Luego, los vectores son linealmente independientes. En consecuencia, las o
rectas ry s se cruzan.
b) El vector de direccion de la recta, v, = (1, 1, 3), seré el normal v,
al plano. 31 T
Si se quiere que el plano contenga al punto P(2, —1, 5) su ecuacién Y, - n
sera: S F t /
J/ m /
n=1(x-2)+1(y+1)+3(z-5)=0 = n=x+y+32-16=0.
-

¢) El plano pedido viene determinado por el punto S = (-1, —4, 0), de larecta s, y por los
vectores vV, =(2,-1,1)y v, =(1, 1, 3).

Sus ecuaciones son: » v,
X=—-1+2A+t x+1 2 1 } .
a=]y=—4-2+t = a=|y+4 -1 1=0= S T S
z=A+3t z 1 3

= a=-4(x+1)-5(y+4)+32=0 = a=4x+5y—3z+24=0.
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30. Madrid, ordinaria 2020

B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Dados los puntos P(—3,1,2)y Q(—1,0,1) y el plano 7 de ecuacién = + 2y — 3z = 4, se pide:

a) (1 punto) Hallar la proyeccion de ) sobre 7.
b) (0.5 puntos) Escribir la ecuacion del plano paralelo a m que pasa por el punto P.
c¢) (1 punto) Escribir la ecuacién del plano perpendicular a = gque contiene a los puntos Py Q.

Solucion:
a) La proyeccion de Q sobre = es el punto de corte de = con la recta perpendicular a = por Q.
La recta perpendicular a © que pasa por Q es:
X=-1+t
r=<y=0+2t.
z=1-3t
Corte de r con =

(1+t)+2(2t)-3(1-3t)=4 = 14t =8 =t =;.

Por tanto, Q= (—g,g,—ﬁj.
77 7

b) El plano paralelo a = que contiene a P es:
T=1(x+3)+2(y-1)-3(z2-2)=0 = w=x+2y-3x+7=0.

c) El plano pedido viene determinado por los vectores v, = (1, 2, -3) y PQ, y por cualquiera

de los puntos P (-3, 1, 2) 0 Q(-1, 0, 1).
ComoPQ=(-1,0,1)-(-3,1,2)=(2,-1, -1), las ecuaciones del

plano pedido son: |0
X==1+A+2t Xx+1 1 2 ; 1\ — .
vl
a=ly= 2D-t=a=y 2 -1U=0= / \[
z=1-3)n-t z-1 -3 — !
L

= a=-5(x+1)-5y-5(z-1)=0 = a=x+y+z=0.
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31. Madrid, extraordinaria 20

A3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

r — 2 1
Dados el punto P(3.3.0)y larecta r = ! T = ¥ 23 , Se pide:

— 1
a) (0.75 puntos) Escribir la ecuacion del plano que contiene al punto P y a la recta r.
b) (1 punto) Calcular el punto simétrico de P respecto de r.

c) (0.75 puntos) Hallar dos puntos A y B de r tales que el triangulo ABP sea rectangulo, tenga area E y el
angulo recto en A.
Solucién:

a) El plano queda determinado por el punto P(3, 3, 0) y por los vectores V, , de direccidon de la

recta, y por AP, donde A(2, 0, -1) e r.
V, =(-1,1,0); AP=(3,3,0) - (2,0,-1) = (1, 3, 1).
Su ecuacion es:

x-3 -1 1
n=ly-3 1 3=0= n=1(x-3)+1(y—3)-4z=0 = n=x+y—-4z-6=0.
z 0 1

b) Si Q es el simétrico de P respecto la recta, se cumplen dos cosas:
« Su punto medio R debe ser de la recta.
« El vector PR debe ser perpendicular al vector V, de direccion de

la recta. Esto es, debe cumplirse que V, - PR = 0.

Sea R un punto genérico de la recta
X=2-t
y=t ->R=(2-t,t, -1).
z=-1
Por tanto: PR=(2-1t,t,-1)—(3,3,0) = (-1 -t,t -3, -1).

,
1l

« V,-PR=0 = (-1,1,0) - (-1 -t,t-3,-1) =1+t +t-3=0=t=1= R=(1,1,-1).
a+3 b+3 ¢

« Si Q=(a, b,c),el punto medioentre Py Q es: R = (TTEJ

Igualando las coordenadas de ambos R se tiene:
at3 ) S a=-1 %:1 — b=-1; %:—1: c=-2.
El punto el punto simétrico de P respecto de r es: Q = (-1, -1, -2).

c) La superficie del triangulo es un medio del médulo del producto

vectorial de los vectores PB y AB.

Como el triangulo es rectangulo en A, entonces A es el punto R

hallado anteriormente: A=R=(1, 1, -1); : PB = (-2, -2, -1).

SiB=(2-t,t,-1), entonces
AB=(2-tt-1)-(1,1,-1)=(1-t,t-1,0).

El producto vectorial es:
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ul u2 u3
PBxAB=|-2 -2 -1=(t-1 t-1 —4t+4) =
1-t t-1 O
[PBx AB| = (t~1)° +(t~1)° +16(t-1)" =3y2(t-1).
El area del triangulo sera: S = —‘PB BA‘ 3\/_ -1).
Como el area del triangulo debe ser S = % = %(t -1) = 1=(t-1) =>t=2
Luego, las coordenadas del punto B seran:
Xx=2-2=0
B= y=2
z=-1

Nota: Hay otra solucidn; el punto B” indicado en la figura.
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32. Madrid, extraordinaria 2020

B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Del paralelogramo ABC D, se conocen los veértices consecutivos A(1,0,—1), B(2,1,0) y C(4, 3, -2). Se pide:

a) (1 punto) Calcular una ecuacion de la recta que pasa por el punto medio del segmento AC'y es perpendicular
a los segmentos AC'y BC.

b) (1 punto) Hallar las coordenadas del vértice D y el &rea del paralelogramo resultante.

c) (0.5 puntos) Calcular el coseno del angulo que forman los vectores AB y ac.

Solucioén:

a) El punto medio el segmento AC es M :(1;4, 0+3, _1_2):(; g _?3j

2 2
El vector de direccion de la recta pedida viene dado por ABx AC , siendo
AB =(2,1,0)-(1,0,-1) = (1, 1, 1);
AC =(4,3,-2)—(1,0,-1) = (3, 3, -1).

ljl ljZ G?:
Luego: ABxAC=|1 1 1|=(-4, 4, 0).
3 3 -
X=§—M
2

Por tanto: r = y=§+4t.

3
7=-=
2

b) Al vértice D se llega sumando:
OD=0C+CD = OD=0C +BA =
J:6+(é—5)

Luego:
D=(4,3,-2)+(1,0,-1)-(2,1,0)=(3, 2,-3).

El &rea del paralelogramo viene dada por el mddulo
del producto vectorial de dos de los vectores que determinan el paralelogramo. Por ejemplo,

AB y AC.
Por tanto, el 4rea pedida es: S = ‘ﬁxA—C‘ = 42+ (-4)? =42 2

c¢) A partir del producto escalar de los vectores AB y AC se obtiene:
cosazcos(ﬁ,m): (LLDE3 ) 3431 5
\/l2 +12 412 -\/32 +3% 4+ (-1)° V319 /59

oL = arccos (LJ ~ 49,4°,

59
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33. Murcia, ordinaria 2020

5: Se llama mediana de un triangulo a cada una de las rectas que pasan por un vértice
del triangulo y por el punto medio del lado opuesto a dicho vértice.

a) [1,5 p.] Calcule las ecuaciones de las tres medianas del triangulo de vértices
A=(—-1,2,3),B=(3,—4,1)yC=(1,-4,5).
b) [1 p.] Compruebe que las tres medianas se cortan en un punto y calcule las
coordenadas de dicho punto.
Solucién:
a) Los puntos medios de los lados son:

M==(3+1,_4_4,1+5J=(Z _4,3); %f\\

2 2 2 - m, \\\ M,
N:(—i:{ 2;4’3;5j=(a -1, 4); a; F? \Qf
P:(_1+3, 2-4. 3+1j:(1, -1, 2). 4 \\\

2 2 2 “e 7 » C

Vectores de direccion de las medianas: )

. Dem,, AM =(2,-4,3)—(-1,2,3)=(3,-6,0) =(1, -2, 0).

. Dem,, BN =(0,-1,4) - (3,-4,1)=(-3,3,3) =(-1, 1, 1).

« De mg, CP =(1,-1,2)—(1,-4,5) = (0, 3,-3) = (0, 1, -1).

Ecuaciones de las medianas:

X=-1+t x=3-h x=1
m,=qy=2-2t; my=<y=-4+h; m,=qy=-4+Kk.
z=3 z=1+h z=5-k
b) Corte de m, con mj:
-1+t=3-h
m,=m,=<2-2t=—4+h = t=2; h=2. El punto de corte es: Q = (1, -2, 3).
3=1+h
Corte de m, con m,:
-1+t=1
m,=m,=42-2t=-4+k = t=2; k=2. El punto de corte es: Q" = (1, -2, 3).
3=5-k

Como ambos puntos coinciden, se deduce que las tres medianas se cortan en un mismo punto:
Q =(1, -2, 3). (Ese punto es el baricentro del tridangulo).

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

GEOMETRIA (Selectividad 2020) 34

34. Murcia, extraordinaria 2020
5: Considere los puntos P = (5,6,1)y Q=(—3,-2,5), y larecta

X oy .
ro—= =
1

a) [1,5 p.] Determine el punto R de la recta r para el cual el area del triangulo POR
es 18v/2 unidades cuadradas.

Observacion: hay dos puntos R que son solucion del apartado a); basta con
encontrar uno de ellos.

b) [1 p.] Calcule la ecuacion de la recta que pasa por los puntos Py Q y compruebe
que dicha recta corta perpendicularmente a la recta r.

Solucion:

a) La superficie del tridngulo es un medio del médulo del 0

producto vectorial de los vectores QP por QR. =
QP =(5,6,1) - (-3,-2,5) = (8, 8, -4). P/ _

SiR=(t, t+1, -1 +4t) es un punto genérico de r, entonces: M
R

QR =(t, t+1, -1 +4t) — (-3, -2, 5) =(t +3, t + 3, 4t -6).

Su producto vectorial es:
u U U,
QPxQR=| 8 8 -4 |=(36t-36, —36t+36, 0) =
t+3 t+3 4t-6

QP <QR|= |/(36(t-1))’ +(-36(t-1))° =36v2(t-1).
(Habria otra solucion con el signo — de la raiz).
El 4rea del triangulo sera: S = %‘@x@‘ =182(t-1).

Como el 4rea del tridngulo debe ser S =182 =182(t-1) = 1=(t-1) =t=2.
Luego, R=(2, 3, 7).

b) Larecta s, que pasa por Py Q, viene determinada por el punto P y el vector
QP =(8,8,-4)=(2,2,-1).

x=5+2h
Su ecuaciones: s=<y=6+2h; vV, =(2, 2, -1).

z=1-h
Este vector es perpendicular a v, = (1, 1, 4), pues su producto escalar vale 0.
Enefecto: v,-V, =(1,1,4) - (2,2,-1)=2+2-4=0.

t=5+2h
Ademas, las rectas r y s se cortan, pues el sistema r=s< <1+t =6+2h tiene solucion;
-1+4t=1-h

siendot=1yh=-2. El punto de corte es P = (1, 2, 3).
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35. Navarra, ordinaria 2020
P2) Caleula la ecuacion continua de una recta r sabiendo que corta a la recta
| 3wty ——-T=0
o { z+y—5=10
pasa por el punto P = (—1,3,1). (2.5 puntos)
Solucion:
La recta pedida tiene que estar en el plano =", paralelo a = y que pasa por P.
Este plano es:
n=2Xx—-y+3z+d=0;comoP en’ > -2-3+3+d=0=>d=2 =
n=2X—-y+3z+2=0

, es paralela al plano de ecuacién 7 =27 —y+32 —6=10 y

Ademas de P, otro punto de r serd el de corte de la recta s con el plano «".

Ecuaciones paramétricas de la recta s:

{3x+y—z—7=0 {3x+y—z—7:0
= —> S = =S

=

y=5-xT

3x+(5-x)-z-7=0
X+y-5=0 y=5-X

X=t
S

—> S=q y=5-t .
z2=-2+2t
El punto de corte de s con n” se obtiene sustituyendo las ecuaciones de sen «’.
n=2t—(5-1)+3(-2+2t)+2=0=>9%-9=0=>t=1 =
Q=(1,4,0).

Z1=-2+2X
y=5-X

5
La recta r viene determinada por el punto P y el vector PQ. /
PG = - /e of -
PQ=(1,40-(-13,1)=(2,1,-1). . )

Su ecuacion en forma continua es:

x+1:y—3:z—1. % /

2 1 -1 7

r
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36. Navarra, ordinaria 2020
P6) Los puntos A = (—1,2,1) vy B = (2,5,1) son dos vértices de un cuadrado. Halla
los otros dos vértices sabiendo que sstan en la recta de ecuacion

o y—4 z4+1
rE—o =S =g (2.5 puntos)
Solucion:
X=-1
Las ecuaciones paramétricas de rson: r=< y=4+t .
z=-1-4t

Puede verse que ninguno de los puntos, A o B, pertenecen a la reca.
Por otra parte, el vector AB = (2,5, 1) — (-1, 2, 1) = (3, 3, 0), no es paralelo al de direccion
de larecta, vV, = (-1, 1, —4), pero es perpendicular:
AB - V. =(3,3,0)-(-1,1,-4)=-3+3=0.
Esto significa que los puntos A y B estan en lados distintos de la recta.
Ademas, se observa que el punto medio, M, del

segmento AB, pertenece a la recta. C
En efecto:
M = —l+21 2+5’ 1+1 _ 1 Z 1]:
2 2 2 2 2 A

que se obtiene de r cuando t = —% .

En consecuencia, los puntos A y B son vértices opuestos del cuadrado, y la distancia entre
ellos el valor de la diagonal.

Esa distancia es: d (A B)= ‘ﬁ‘ =3 +32=18=32.
Por tanto, los otros dos vértices, C y D, son dos puntos de la recta r que disten de M la mitad

32
=3

de la diagonal: d(C,M)= %‘ﬁ‘ -

Las coordenadas de C (o de D) son: C =(—t, 4+t, —1-4t).
Luego:

d(C,M )=\/(—t—%)2 +£4+t—92 +(-1-4t-1)° =¥.

Elevando al cuadrado:

t2+t+l+t2+£+t+t2+4+16t+16t2 :9 = 18t° +l8t+g:g =
4 4 2 2 2

=0

=1

Parat =0 se obtiene C = (0, 4, —1); parat = —1 se obtiene D = (1, 3, 3).

18t(t+1) :0:{:
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37. Pais VVasco, ordinaria 2020

Ejercicio B2
4x-3y+4z=-1
Sean el plano 2x—y+ Az=0. Sea r la recta dada por r = .
3X—-2y+z=-3
Hallar A para que r y = sean paralelos. Ademas, obtener el plano perpendicular a r que pase
por el origen.
Solucion:

La recta y el plano seran paralelos cuando el vector de direccion de la recta, Vv, , sea
perpendicular al caracteristico el plano, v_.

El vector de direccion de la recta puede obtenerse hallando sus ecuaciones paramétricas.
o {4x—3y+4z =-1 - {4x—3y =—1-4z 2E1—3E2{—x =7-5z

3X—-2y+z=-3 3X—-2y=-3-2 :>4E2—3E1 y=-9+8z -
X:_7+5t -F_:..-_ T
Haciendoz=t= r={y=-9+8t = Vv, =(5, 8, 1). V.

En vector caracteristico del plano es: v, = (2, -1, A).
Ambos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar vale 0.

V. -V, =(5,81)-(2-1,A)=10-8+A=0=>A=-2.
El planoes n=2x—-y-2z=0.
Como el punto (-7, -9, 0) es de la recta, pero no del plano (no verifica su ecuacion, pues
-14 + 9 -2 #0), se deduce que la recta es paralela al plano.

El vector caracteristico del plano perpendicular a r es el de direccionder: V- = v, .
Por tanto, su ecuacion serd: t=5x+8y+z+d =0.
Como se desea que pase por el origen, d = 0; luego, el plano pedido es: ©=5x+8y+z=0.
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38. Pais Vasco, extraordinaria 2020
Ejercicio B2

Hallar el punto Q, simétrico de P = (1, 2, 3) respecto al plano de ecuacion x+y+z=0,
explicando los pasos seguidos para su calculo.

Solucién:

Si Q = (Xo, Yo, 20) €s el simétrico de P respecto de un plano =, entonces:
Ambos puntos, Py Q estaran en la recta r, perpendicular a

por P. »
Ademas, si M es el punto de corte de la recta y el plano, M debe p
ser el punto medio entre Py Q. i

X=1+2 Vz T
Como vV, =(1,1,1),sededuceque r:qy=2+A. - M

Z2=3+A

Corte de la recta r con plano =
L+AM)+@2+1)+B+1)=0=6+3A=0=>A=-2 =

Por tanto, M = (-1, 0, 1).

Punto medio de Py Q: [HXO, 2+y0, 3+Z°j

2 2 2
ComoM=(-1,0,1)= [ X0 2+Y¥ 3%7)
2 2 2
_1:1+X0 = Xp =-3; 0=2+yo = y0=—2;1=3+20 = 75=-1

Por tanto, Q = (-3, -2, -1).
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