ANALISIS (Selectividad 2020) 1

ALGUNOS PROBLEMAS DE ANALISIS PROPUESTOS EN LAS PRUEBAS DE
EBAU-EVAU-PEBAU ... DE 2020

1. Andalucia, ordinaria 2020
Ejercicio 2. (2,5 puntos) Calcula a > 0 sabiendo que el area de la region determinada por la

- - . . 1

grafica de la funcién f(x) = xe>, el eje de abscisas y la recta x = a vale 9

Solucion:

La funcidn corta al eje OX en x = 0. Para x < 0, la funcion es negativa; para x > 0, es positiva.

Por tanto, el 4rea de la region determinada por la grafica de la funcién f (x) = x>, el eje de
a

abscisas y la recta x = a se halla mediante la integral definida I xe¥dx .
0

Una primitivade f(x)= x-€%* se obtiene por “partes”.

Tomando:

u=xy dv=e¥dx = du=dx yv:%e3X

Luego,

jXESXdX - xle3X—J‘1e3xdx:§e3x—£e3X
2 3 3 9

Por tanto:

rxeSXdX:FeSX_zesxT _ geaa_163a_(_1eojzgesa(a_1)+_

0 3 9 o 3 9 9 3 3) 9
Como esa area vale 1 = }e3a(a—lj+1:l:>1e3a a 1 :0:>a—l—0 = azl.

9 3 3/ 9 9 3 3 3
2. Andalucia, ordinaria 2020
EJERCICIO 6 (2.5 puntos)
3xt +4

Sea f la funcion dada por f(x)=

s parax=2.

x—
a) Calcula If(x)d*r . (2 puntos)
b) Calcula la primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (3. 3). (0.5 puntos)

Solucién:
a) Operando (dividiendo y descomponiendo en fracciones simples) se obtiene:

3x2 44 3(x2—4x+4)+12x—8 12x—8
Division: 5 = 5 =3+——— —> Sinoterminas de “ver” lo que
(x—2) (x-2) (x-2)
se ha hecho, haz la division con el algoritmo ordinario.
" . : 12x -8
Descomposicion en fracciones simples de ( )2 :
X—2

12x-8 A B :>12x—8_A+B(X—2) {12=B 3{8:12
(x=2)* (x=2Y (x=2) ~ (x-2)°  (x-2) 8=A-2B |A=16
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Por tanto,
3x2+4 16 12
> =3+ 5+ :
(x-2) (x-2) (x-2)
Luego:

3x2+4 16 12 16
F(X):I(x_z)z dx=J‘£3+(X2)2 +(x—2)JdX = F(x)=3x—ﬁ+lzln(x—2)+k.

b) Si se desea que F(x) pase por el punto (3, 5), debe cumplirse que F(3)=5 =

F(3):3-3—%+12In(3—2)+k:5:>9—16+0+k =5=k=12.

Luego, F(X) :3x—£2 +12In(x—2)+12.
X_

3. Andalucia, extraordinaria 2020
EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
Considera la funcién f:R—— R dada por f(x)=¢" (:r2 —S5x+ 6) . Determina los intervalos de

concavidad y de convexidad de f y los puntos de inflexion de su grafica.

Solucion:
Derivando dos veces:

f(x)=e" (x2 —5x+6) = f(x)=¢e* (x2 —5x+6)+eX (2x=5)= f'(x) =¢" (x2 —3x+1) ;
f7(x) =€ (x2 —3x+1)+eX (2x—3)= 7 (x) =¢* (x2 —x—2).
La funcion es concava (M) para los valores de x tales que f"(x) <0; sera convexa (W) cuando
f7(x) > 0. En los puntos de inflexion, f"(x)=0y 7 (x)=0; en los puntos de inflexion la
funcién pasa de concava a convexa, o de convexa a concava.

- f"(x)=O:>(x2—x—2):0:>x:—1, Xx=2.

Con esto:

« Six<-1,como f”(x)>0 = lafuncidn es convexa.

« Si-1<x<2,como f7(x)<0 = lafuncion es concava.
« Six>2,como f7(x)>0 = lafuncion es convexa.

. Enx=-1, la funcion cambia de convexa a concava: hay un punto de inflexion.
. Enx =2, lafuncion cambia de concava a convexa: hay un punto de inflexion.

Por tanto:

Concavidad (M): x € (-1, 2);

Convexidad (L): X € (=0, —1) U (2, + x);
Puntos de inflexion: x = -1; x = 2.
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4. Araqgén, ordinaria 2020

3
5) Calcule el siguiente limite: lim ((1+ X —sin x)ﬂx )
x—0T
Solucién:

3
Se trata de una indeterminacion: lim [(1+ X—sin x)llx j = (1“0) :
x—0"

Aplicando logaritmos:

In Lli)r(r:+ [(1+ X —sin x)llx3 H = Xli)r(r;+ {In [(1+ X —sin x)”xg H =

. . . In(1+x-sinx _
= lim {%In(ux—sm x)}: lim ( 3 )=[9j — ahora puede aplicarse
x—0t [ X x—0" X 0
1-cos x
L' Hopital - lim 1£X=SiNX _ jjpy __1=C0SX :[gj:(L’H) =
x»0t  3X x-0* 3 (1+x—sinx) \0
= lim L :(9):(L'H) .
x>0t 6X(1+Xx—sinx)+3x“(1-cosx) \0
COS X 1

lim ——
x-0* 6(1+ X —sin x)+6x(1-cos x)+6x(1-cosx)+3x’sinx 6

3
Por tanto, lim ((1+x—sin x)UX j:eﬂs.

x—07"

Nota: Se obtiene un resultado mas rapido aplicando la relacion:

.1 . . X=sinx
lim —((L+x—sin x)—l) lim

. . Ux3 " 3( 3

lim ((1+ x—sinx) " )=eHO X =gt X

x—0*

. 1-cosx . sinx . COSX 1
lim lim —— lim ——

- (LH)=e=" 3 —(L'H)=e~" & =(L'H)=e~" ® =eb,

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

ANALISIS (Selectividad 2020) 4

5. Aragon, ordinaria 2020

3

x

-
horizontales y oblicuas y calculelas cuando existan.

6) Se considera la siguiente funcion: f(\) = Estudie la existencia de asintotas verticales,

Solucion:

« Lafuncion dada, f(x)= puede tener una asintota vertical en los ceros del

—x !

denominador, cuando 1-e™* =0 = e * =1=x=0. Paraello, lim f (x) =co.
x—0

. X2 0 , . 2X . , )
lim =| = |=(L'H)=lim—====0 — No tiene asintota vertical.
x—>01—g % 0 x—0 4@ %

 Tendra una asintota horizontal si lim f(x)=k.

X—>0
2

Para calcular lim deben considerarse los limites hacia +oo y —oo, pues lim e™* =0,

X

Xx—>o]l—a" X—>+00
mientras que lim e =+oo.
X—>—00
Luego:
X +00
- lim = {—} =+oo = la funcion no tiene asintota horizontal hacia +o.
x—>+0]—@ %
2
. X + , . 2X + . 2 2 .
— lim | = =(L'H)= lim == = lim =| — |=0 = lafuncién
x>-0]—e % | 400 x>0 X | 400 | x>0 X | -0
tiene asintota horizontal hacia —oo, la rectay = 0.
« Tendra una asintota oblicua si lim 0 =my lim(f(x)-mx)=n,siendomy n # .
X—oo X X—»00
. f(x . X2 , . 2X
lim ():Ilm =(2j=(LH)=I|m -
X—o X X—>00 X(l_e_x) o0 X—»00 (1_e_x)+xe_x

Hay que estudiar el comportamiento de xe™ en el infinito: lim xe™* y lim xe™.

X—>-+00 X—>—00
. _ . X 0 . 1 1
— lim xe™ =[00]= lim —=|—|= lim —===0.
X—>+00 X—>+o0 @X o9 x—+0 @X oo
— lim Xefxz[—oo-oo]zoo.
X—>—00
Con esto:
. 2X o0 , , .
lim =— — hacia +o0 no hay asintota oblicua.
X0 (1— e * ) +xe %
. 2X o0 , . 2 2 .
lim {—}z(L H) = lim ———————=—=0 — Tampoco tiene
X—>—o0 (1—e"‘)+xe‘X 0 x>—0e " e —Xe 0

asintota oblicua hacia la izquierda.
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6. Aragdn, ordinaria 2020
8) Calcule la siguiente integral: _[(\/;-Inz x)dx

Solucién:
Esta integral debe hacerse por el método de partes.
Tomando:
=In’x = du :(Eln xjdx; dv = /xdx = x*?dx = v:jxﬂzdx:gxm.
X
Luego:

J.(\/_In x)dx (In x)g X3 —I(%xm-;ln xjdx — la 22 integral también debe hacerse

por partes, tomando:

uU=Inx = du_—dx dv'= 2 x¥2. dx_fxl’zdx :v’:jﬂxﬂzdx:gx”.
X 3 3 9
Por tanto:
J.(Z x¥?2 2Inx}dx Inx8x3’2 j8x3’2 1dx—Inx8x3’2—Ex3’2.
3 X 9 9 X 9 27
Luego:

2 2 2 8 8 16
J.(«/_In x)dx (In x)3 3’2—I(gxm.;lnxjdx:Inx.§x3’2—(Inx.§x3’2—ﬁx3’2j+k

:jfln x 3’Zln X — 8 3’Z-Inx+Ex3’2+k.
3 9 27
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7. Aragon, extraordinaria 2020

6) Un campo de juego quiere disefiarse de modo que la parte central sea rectangular de base y metros y
altura X metros, y las partes laterales sean semicircunferencias (véase dibujo)

o 1)
p vy
Su superficie se desea que sea de 4+ 7T m°. Se debe pintar el perimetro y las rayas interiores de modo

gue la cantidad de pintura que se gaste sea minima (es decir, su longitud total sea minima). Halle x e y de
modo gue se verifique este requisito.

Solucién:
El perimetro exterior del campo de juego es:

: .
p:2y+2n-§:2y+nx. / )

El total a pintar, con las dos rayas interiores, | *
sera: \ /2
P =2y +nX+2X \ : /
) - |
La superficie es: S = xy+%. ) ¥ )
Como
4 x>
x> T 16+ 4n—nxP
S=xy+—=4+n1 = y= =
2 X 4x
Sustituyendo el valor de y en P:
_ 2
P _16+dn-m +(m+2)x.
2X
El minimo de P se da en la solucion de P"= 0 que haga positivaa P"".
Derivando:
2
) —ZWX-ZX—(16+4TE—TEX )'2 —47x? —32 —8m+ 2mx? + 4nx? + 8x?
P'= 5 +(n+2)= .
4x 4x
. -32-8n+(2n+8)x
= P= > .
4x
- 2 o 32+8mn _ o
P'=0= —32-8n+(2n+8)x“=0=>x"= 52 =4= x=2; lasolucion x = -2 carece
+21

de sentido en este caso.

-32-8n+(2n+8)x* -32-8n 2n+8
= + =

Como P'= 5 = 5
4x 4x 4
—32-8n+(2n+8)x> —(-32-8n)8x N
P = TH( nt ) = ( n) = 16+4n , €S positiva para x = 2, se deduce que
4x°? 16x* X3

para el valor de x = 2 m se tiene el minimo buscado.

16 + 4m — mx? 16 +4n—4n

—_— S y="——=
4x 8

El valorde y= 2 m.
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8. Asturias, ordinaria 2020
f(z) = 2% — 622 + 9.

Bloque 2.A Seala funcién f:IR — IR,
a) Halla los puntos de corte de la funcién con el eje de abscisas ¥, si existen, los maximos y minimos
(1 punto)

relativos y los puntos de inflexién.
b) Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento, concavidad y convexidad. Esboza una grafica
(1 punto)
(0.5 puntos)

de la funcién.
¢) Calcula la recta tangente a la grafica de la funcién en el punto de abscisa z = 2.

Solucion:
a) Los puntos de corte de la funcion con el eje de abscisas son las soluciones de la ecuacion
f(x)=x3—6x2+9x=0 < x(x2 —6x+9)=0<:> x(x-3)=0 =x=0;x=3.

Derivando:
f(X)=x3—6x2+9x = f'(X)=3x>-12x+9 = f”(x)=6x-12.

« Puntos singulares (son los posibles maximos 0 minimos):
+.144 + 1
f(x) =3x* —12x+9=0 = x= 12+V144-108 1246 _ :
6 6 3
Como f”(1)=-6,en x=1 la funcion tiene un maximo relativo.
Como f7(3)=6, en x=3 la funcién tiene un minimo relativo.

« Puntos de inflexion: f7(x)=6x-12=0=x=2.
Como f7"(x)=6=0, en x =2 se tiene un punto de inflexion.
4
/\ F
/ "

b) Crecimiento y decrecimiento...
« Six<1, f(x)>0 = lafuncidn es creciente. ,

f \ ‘

. 2l 1 Fﬁ’

[

« Sil<x<3,como f(x)<0 = lafuncion es decreciente
« Six>3, f(x)>0 = lafuncidn es creciente. ’,‘” \ /
. Six<2, f7(x) <0 = lafuncion es concava (). H \/'
« Six>2, f7(x)>0 = lafuncion es convexa (V).
Dando algunos valores se puede trazar su gréafica: |
(-1, —162; (0, 0); (1, 4), méximo; (2, 2), P.1.; 71;
(3, 0), min; (4, 4): (5, 20) I

c) Larecta tangente a la curvaen x = 2 es:
y—f(2=1(2)(x-2) = y-2=-3(x-2) = y=-3x+8.

José Maria Martinez Mediano
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9. Asturias, ordinaria 2020
Blogque 2.B Sea la funcién f(z)=4—=z

2

a) Su grafica determina con el eje de abscisas un recinto limitado D. Calcula su drea.

(1 punto)

b) La gréfica de la funcién g(r) = 32% divide D en tres partes D,, D,y D,. Haz un dibujo de

los tres recintos.
c) Calcula el drea del recinto D, que contiene al punto P(0,1).

Solucion:

a) La grafica de la funcién es una parabola concava que corta al eje
OXen lospuntos x = -2y x = 2.

El recinto D es el sombreado en la figura adjunta.

Su érea viene dada por:

(0.75 puntos)
(0.75 puntos)

2 372 ‘
SD:.[ (4—x2)dx= ax-2 :8—§—(—8+§j:g u2.
2 3, 3 3) 3 /2 |

b) Ambas gréficas se cortan en las soluciones de 4 —x* =3x*> = x = +1.

"

La segunda funcién g(x) =3x? es otra parabola, que puede trazarse dando algunos valores.

c) El recinto D es la region limitada por las dos parébolas.

Su area viene dada por: 34

! 1 43T 24
Sp, =I l(4—x2—3x2)dx:j 1(4—4x2)dx:{4x—?} =
_l 9

= 4—5—(—4+ﬂj=E u,
3 3) 3
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10. Asturias, extraordinaria 2020

Bloque 2.A Dada la funciéon  f(z) = 2331;1
a) Estudia y calcula su dominio de definicién y sus asintotas. (1.25 puntos)
b) Halla, si existen: maximos y minimos relativos y calcula sus intervalos de crecimiento y decreci-
miento. (0.75 puntos)
¢) Haz un esbozo de su grafica. (0.5 puntos)
Solucidn:

a) La funcidn no esté definida en x = 0: Dom(f) = R — {0}.
3
En x = 0 tiene una asintota vertical, pues lim 2X ;l = 1 =00
x=0 X 0

Tanto a la izquierda como a la derecha de 0 la funcidn tiende hacia +o0; luego, la curva se
pega, por ambos lados, al semieje positivo OY.

También tiene una asintota oblicua, pues el grado del numerador es 1 + el grado del
denominador. Su ecuacion es la recta y =mx+n, siendo

IimM:my lim(f(x)—mx)=n,conmy n # o,
X—o X X—>00
3
Estoes: m= lim m= lim 2X 1 lim 2+i =2;
Xoto X Xodo X3 X—>+00 X3

3
n=tim | 2 oo him (L =0,
X—>+o0 )(2 X—>to0 X2

La asintota es la recta y = 2x.

2x3 +1
X2

1 o .
—2x=—>0, se deduce que la funcién siempre va por encima de la
X

Como f(x)-y=

asintota.

b) Derivando:
. 6Xx° X —(2x2 +1)-2x 233 _ 2
X) = =
) . .
f'(x)=0—->x=1.
Con esto:
« Six<0,como f’(x)>0 = lafuncion es creciente.
« Si0<x<1,como f(x)<0 = lafuncion es decreciente.

. Six>1, f(xX)>0 = lafuncion es creciente.

« Enx =1 Ilafuncion tiene un minimo (decrece a su
izquierda, crece a su derecha).

¢) Con lo indicado sobre las asintotas y dando algunos
valores, puede trazarse su gréafica.
Algunos valores:

(2, -15/4); (-1, -1); (1, 3); (2, 17/4); (3, 55/9); ...
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11. Asturias, extraordinaria 2020
Bloque 2.B Calcula:

, sen(x) — re®
| 1.25 tos
a) 230 T2 — 2 cos(z) + 2 ( puntos)

b) Una primitiva de la funcién f(z) = zcos(z) —e™™ cuya grafica pase por el punto (0, 3).
(1.25 puntos)

Solucién:
H X
a) lim 25|nx—xe = P} La indeterminacion se resuelve aplicando L"Hépital.
x>0 x“—2cosx+2 |0
H X X X
lim 2smx xe? |0 :(L’H):IimCOSX e_ xeo |0|_
x—0 Xc —2CcoS X+ 2 0 x—0  2X+2sIn X 0

_ el _ X_ X_ X _
:(L’H):Iim sinx—e” —e” —xe :_2:_1_
x—0 2+2C0S X 4 2

b) I(xcosx—eX)dx:J.xcosxdx—Jede=chosxdx+eX +k.

La integral Ixcos xdx se hace por el método de partes.

Tomando:
X=u=dx=du; dv=cosxdx = v=sin X
se tiene,

chos xdx = xsin x—jsin XdX = xsin X+ CcosX.

Por tanto:
j(xcosx—e‘x)dx= XSinX+cosx+e “+k.

Si pasa por el punto (0, 3) = 3=0-sin0+cosO+e° +k =3=1+1+k =k =1.
Por tanto, la primitiva pedida es: F(x) = xsinx-+cosx+e~ +1.
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12. Baleares, ordinaria 2020
2. Considera la funcié f : IR — IR donada per

y= f(z) = % — 3.

(a) Caleula l'equacié de la recta tangent a la grafica de la funcié al punt d’abscissa
(2 punts)

x=—1.
(b) Fes un eshds de la grafica de y = f(z) i calcula: els punts de tall amb els eixos, els
extrems relatius i el comportament de la funcié a 'infinit. (4 punts)
(e) Calcula I'area del recinte limitat per la grafica de la funcié donada i 1a recta y = 2.(4

punts)

Solucién:
(@) La ecuacion de la recta tangente es:

y—f(=1) = F(-1)(x+1)

Derivando:
f(X)=x*-3x = f(x)=3x*-3 > f(-1)=0.

Como f(-1)=-1+3=2, larecta tangente sera:
y-2=0=>y=2.

(b) Corte con los ejes: f(x):x3—3x:x<x2—3):0:>x:O;x:i\/§.
Puntos (—\/5 O); (0, 0); (\/5 O)

— Como f'(x)=3x>-3=0enx=-1yx=1, se deduce:
« Six<-1, f'(x)>0 = lafuncion es creciente. 3 ,

« Si-1<x<1, f'(x)<0 = lafuncion es decreciente.
En x = —1 se tiene un maximo (crece a su izquierda, decrece a su f’f \
f 3 {

derecha). Punto (-1, 2).
« Six>1, f'(x)>0 = lafuncion es creciente. | |
2 10\ 1 [2

En x = 1 se tiene un minimo (decrece a su izquierda, crece a su
f -1\

derecha). Punto (1, -2).
e Six—> -0, f(x)=x-3x= x(x2 —3) — (—o0)(+00) > —0. | ol \/
|

« SiX— +o, f(X):X3—3X:X(X2—3)—>(+oo)-(+oo)—>+oo. | _3

Dando algunos valores mas, puede trazarse su gréafica.
(-2,-2); (2, 2); ...

(c) Larectay la cura se cortan en los puntos de abscisax = -1y x = 2,

El area es la sombreada en la figura. Su valor es:
2 2 W 32 2
I (2—(x3—3x))dx:J. (2—x3+3x)dx: 2x——+22 || =
-1 -1 4 2 B
= 4—4+6—(—2—1+—]=z u2.
4 2 4

José Maria Martinez Mediano
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13. Baleares, extraordinaria 2020
2. En un aquari, I'estudi de 1'evolucié de la poblacié de peixos s"ha modelat segons la funcid

t — P(t),

P(t)=vVt+1—/4t,
on la variable ¢, que és un nombre real major o igual que zero, mesura el nombre d’anys
transcorreguts des de 1'l de gener de I’any 2000 i P(¢) indica nombre d’individus, en milers,
en 'instant de temps t. Segons el model, calcula:

(a) La poblacié que hi havia 1’1 de gener de 'any 2000 i la poblacié que hi haura a la fi

de I'any 2020. (1 punt)

(b) La mida de la poblacié (en nombre d’individus) a llarg termini. (3 punts)

(¢) L’any en el qual s’arriba a la poblacié minima i quants individus hi haura. (4 punts)

(d) Fes un eshds de la grafica de I'evolucié poblacional £ — P(t). (2 punts)
Solucion:

(@) El 1 de enero de 2000, t = 0, luego P(t) =1: habia 1000 peces.
A finales del afio 2000, t = 20, luego habra P(20) =\/ﬂ—@ ~0,1104; unos 110 peces.

(b) A largo plazo, cuando t — oo, la poblacién tiende a tIim («/t +1—Jf).
—>0

(\/m-\/t_)( t+1+\/t_)_|_ 1 :{1}:0

lim (VE+T - ) = [s0—z] = im (GLed) (i)

(Esto significa que el eje OX es una asintota horizontal de la funcion).

o0

(c) La funcion es siempre decreciente, luego no tiene minimo.
En efecto, su derivada,
, 1 1
Plt)=————-—+
2t+1 2t
el mismo numerador, pero el denominador de la primera es mayor que el de la segunda).
Por tanto, la funcién siempre es decreciente.

<0, pues la primera fraccion siempre es menor que la segunda (tienen

(d) Dando algunos valores a t se obtiene los puntos:
(0, 1); (1, 0,4142); (2, 0,3178); (4, 0,23619); (8, 0,1716); (20, 0,1104), ...
Su gréfica es la que se indica.

miles
[ ]
0.8
0.4 \“-t-m
~ 1 T [ 1 I
0 2 4 & 8 10 12 - 14 16 18 20 22 | 24  afies
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14. Cantabria, ordinaria 2020

Ejercicio 2 [2.5 PUNTOS] Considera la funcién f(z) =

sin(x)

T

1) [0.5 PUNTOS] Calcula la derivada primera
2) [0.5 PUNTOS] Calcula la pendiente de la recta tangente a la grafica de f(z) en el punto de abscisa r = .
3) [0.5 PUNTOS] Calcula las asintotas.

4) [1 PUNTO] Calcula llin%]f{;r'}.
Solucion:
1) f(x)= sin(x)

cos(x)-x —sin(x)
— :

= (%)= ”

2) La pendiente de la tangente es el valor de la derivada en el punto.

£ () = cos(n)-rc2—3|n(n) _ —_;c _ 1 .
T TT T

3) Puede tener una asintota vertical en x = 0, pues en ese punto se anula el denominador.
. sin(x , . x) 1 . . .
ljm SN :P} =(L'H)=1lim €0s() _1_ _, No tiene asintota vertical.
x>0 X 0 x=0 1 1
Tiene una asintota horizontal, pues:
. sin(x) sin(x
i SINOQ _ sin(x)
X—>00 X o0
Evidentemente no tiene asintota oblicua.

=0 — la asintota es la recta de ecuaciény = 0.

4) Hecho en el punto 3): lim sin(x) =(L'H)=Ilim cos(x) :}:1
x=0 X x=0 1
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15. Cantabria, extraordinaria 2020
Ejercicio 2 [2.5 PUNTOS]

Considera la funcion f(z) =

1 —cos(x)
T '

1) [0.5 PUNTOS] Calcula la derivada primera

2) [0.5 PUNTOS] Caleula la pendiente de la recta tangente a la grafica de f(z) en el punto de abscisa = = .
3) [1 PUNTO] Calcula }iﬂ%]f{.'r'}.

4) [0.5 PUNTOS] Calcula las asintotas.

Solucion:

1) f(x)=

1-cos(x , sin(x)-x—(1-cos(x)) sin(x)-x+cos(x)-1

), t00 = ¢ ) _sin(x+ os(x) =1
X X X

2) La pendiente de la tangente es el valor de la derivada en el punto.
f,(n)_sin(n)-n+cos(n)—1_ -1-1 2

n° ° °

3) Debe hacerse aplicando la regla de L"Hépital.

|iml_c—os(x):[9}:(|_’H):|imM:9:ol
x—0 X 0 x=»0 1 1

4) En x = 0 la funcién no esté definida y su denominador se anula, luego podria tener una
. . . 1—cos(x
asintota vertical; pero como lim 1-cos(x)

x—0 X
Tiene una asintota horizontal, pues:

. 1-cos(x) 1-cos(oo
jim LC08(x) _ 1=cos (=)
X—>00 X o0

La asintota es la recta de ecuaciony = 0.
Evidentemente no tiene asintota oblicua.

=0 — No tiene asintota vertical.

=0 — el cos () es un numero que esta entre -1y 1.
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16. Castilla 'y Ledn, ordinaria 2020
E6.- (Analisis)

Demuestre que la ecuacion x3 — 12x = —2 tiene una solucion en el intervalo [—2,2] v
pruebe ademas que esa solucion es tnica. (2 puntos)
Solucion:

Es una aplicacion del teorema de Bolzano: “Si f (x) es una funcién continua en el intervalo
cerrado [a, b] y toma valores de distinto signo en sus extremos ( f(a) <0< f(b) o

f(a) >0> f (b)), entonces existe algin punto ¢ € (a, b) tal que f(c)=0".

Desde el punto de vista algebraico, este teorema aseguraquesi f(a)<0y f(b)>0o0

f(a) >0> f(b), entonces la ecuacion f(x)=0 tiene una solucion entre a y b. Esa solucion
sera el punto ¢ cuya existencia afirma el teorema.

Se considera la funcion f(x) =x*—12x+2.

Es continua en todo R; en particular en el intervalo [-2, 2].

Ademas, f(-2)=-8+24+2=18>0y f(2)=8-24+2=-14<0.

Como cumple las hipoétesis del teorema, entonces existe algun punto ¢ € (-2, 2) tal que
f(c) =0. Pero esto equivale a que f(c)=c®-12c+2=0 < c®-12c=-2.0loquees lo

mismo, ¢ e (-2, 2) es solucién de la ecuacion x° —12x=—2.

Para ver que esa solucion es Gnica basta con comprobar que la funcién f (x) = x> —12x+2 es
siempre decreciente en el intervalo [-2, 2].

Como f'(x)=3x?—12, se anula en cuando x = —2 0 X = 2, entonces:

« Six<-2, f'(x)>0 = lafuncion es creciente.

« Si-2<x<2, f'(x)<0 = lafuncion es decreciente.

En x = -2 se tiene un maximo (crece a su izquierda, decrece a su derecha). Punto (-2, 18).
« Six>2, f'(x)>0 = lafuncion es creciente.

En x = 2 se tiene un minimo (decrece a su izquierda, crece a su derecha). Punto (2, —14).

Como la funcién continua, f(x)=x—12x+2, es decreciente en todo el intervalo [-2, 2], y
tiene distinto signo en sus extremos f(-2) >0> f(2), se deduce que solo corta una vez al eje

OX. Por tanto, la ecuacién x®—12x =—2 tiene una solucién Gnica en el intervalo [-2, 2].
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17. Castilla 'y Ledn, ordinaria 2020
E7.- (Analisis)

X
. e —cosx—x
a) Calcular  lim —————— . (1 punto)
=0 &' +sen x—1

b) Calcular E(seu x+cos x)dx (1 punto)

Solucién:
a) Debe hacerse aplicando la regla de L"Hdpital.
L _ 1 X : _ _
lim 2.~ 608 X x{l 1 0—0}=(L'H)= lim & Fsinx-1_1+0-1_
x>0 ¢ +sinx—1

0.

1+0-1 0 x>0 e¥4+cosx  1+1

/2 ) ) /2
b) I (sin x+cos x) dx = (—cos x +sin x)| =
0

= —cosg+sing—(—0030+sin 0)=0+1-(-1+0)=2.

18. Castilla 'y Ledn, extraordinaria 2020
E6.- (Analisis)

Demostrar que la ecuacion x* + 3x = 1 + sen x tiene alguna solucion real en el intervalo
[0, 2]. Probar que la solucion es unica. (2 puntos)
Solucion:
Es una aplicacion del teorema de Bolzano: “Si f (x) es una funcién continua en el intervalo
cerrado [a, b] y toma valores de distinto signo en sus extremos ( f(a) <0< f(b) o
f(a) >0> f (b)), entonces existe algin punto ¢ € (a, b) tal que f(c)=0".
Desde el punto de vista algebraico, este teorema aseguraque si f(a)<O0y f(b)>0 o
f(a) >0> f(b), entonces la ecuacion f(x) =0 tiene una solucién entre a 'y b. Esa solucién
sera el punto ¢ cuya existencia afirma el teorema.

Se considera la funcién f(x) = x* +3x—1—sinx, que es continua en todo R; en particular en
el intervalo [0, 2].

Ademas, f(0)=0+0-1-0<0y f(2)=16+6—-1-sin2=21-sin2>0.

Como cumple las hipdtesis del teorema, entonces existe algun punto ¢ € (0, 2) tal que
f(c)=0. Pero esto equivale a que f(c)=c*+3c—1-sinc=0 < c*+3c=1+sinc.Olo
que es lo mismo, ¢ e (0, 2) es solucién de la ecuacion x3 +3x =1+sinx.

Para ver que esa solucion es Unica basta con comprobar que la funcion
f(x) = x*+3x—1—sinx es siempre creciente en el intervalo [0, 2].
Como f'(x) =4x>+3—cosx es positiva en el intervalo [0, 2], pues 4x3>0 six >0,y

3—cosx >0 siempre, entonces, se deduce que la funcion es creciente en el intervalo [0, 2].
Por tanto, solo puede cortar una vez al eje OX, lo que significa que la solucion es unica.
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19. Castilla 'y Leon, extraordinaria 2020
E7.- (Analisis)

VaZ—x+1—+2x—1

a) Calcular lim1 1 (1 punto’
x— X
b) Dada la funcion f(x) = if;:_x, hallar la funcién primitiva suya F(x) que verifique
F(0) = 3. (1 punto)
Solucion:
a) Puede hacerse aplicando la regla de L"Hopital.
2x-1 _ 2 1 2
X2 —x+1-2x— - 2 _ 242x-1 575
fim WX X V2 [P O oy i 2 —x+1 22x-1_p 3 1
x—1 1-x 1-1 0 x—0 -1 -1 2

2x—e %

X% +e~*

es la derivada

b) Si se observa que el numerador, 2x—e™*, de la expresion f (x) =

del denominador x?+e™*, entonces la primitiva es inmediata:
2x—e™* 2
Fx:j dx=In(x“+e7)+K.
) X2 +e% ( )
Si se verificaque F(0)=3 = F(0)=In(0+1)+k=3=k=3.

Por tanto, F(x) = In(x2 +e*X)+3.
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20. Castilla y Ledn, extraordinaria 2020
ES.- (Analisis)

- - . Inx . .
a) Dada la funcion f(x) = — Encontrar sus extremos relativos y los intervalos de

crecimiento v decrecimiento. (1 punto)
b) Dada la funcién f(x) = x? — 2x. Estudiar el signo de la funcién en el intervalo [1,3]
y encontrar el area del recinto comprendido entre su grafica. el eje OX y las rectas
x=1y x=3. (1 punto)
Solucion:
a) La funcidn esta definida si x > 0.
Derivando e igualando a 0:

1
In x “Xx—=Inx1

F) == = 1100 =% _1lnx

X2 X2

= f'(X)=0sil-Inx=0=Inx=1= x=e.
Por tanto:

« Si0< x<e,como f'(x)>0 = lafuncién es creciente.

« Six>e, f'(X)<0 = lafuncidn es decreciente.

En x = e se tiene un maximo (crece a su izquierda, decrece a su derecha). Punto (e, 1/e) .

b) La funcién f(x)=x?—-2x= x(x— 2), que es una parabola de convexa (U), corta al eje OX
en las abscisas x =0y x = 2.

Por tanto:

« Six<0= f(x)>0 — lafuncidn es positiva. .

« Si0O<x<2, f(x)<0 = lafuncion es negativa. \ 3
« Six>2= f(x)>0 — lafuncidn es positiva. 2

Por tanto, en el intervalo [1, 3], se tiene:
« Sil<x<2 f(x)<0.

. Six=2, f(x)=0. .

. Si2<x<3, f(x)>0. TONL2 3
Todo lo dicho puede verse haciendo su grafica, que es la adjunta.

El area pedida viene, S, dada por:

S =—Lz(x2 —2x)dx+L3(x2 ~2x)dx = {%3—)(2]

- —(%—4}(%-1}(9-9)-@-4):z 2
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21. Castilla—La Mancha, ordinaria 2020

3. Dada la funcién

(3
r—2

s x <2

cos(mx) si 2<xr<3

In(z —2)

— T

st x> 3

a) [1,5 puntos] Determina razonadamente los puntos en los que la funcién es continua, calcula los

puntos en los que es discontinua y clasifica el tipo de discontinuidad, si los hubiera.

re” "
b) [1 punto| Calcula razonadamente el siguiente limite: im ————.
) [tp ] = a0 14 2x — cos(a?)

Solucion:
a) La continuidad presenta dificultades en los puntos x =2y x = 3.
Enx=2:
: .3 3 _ i .
lim f (x)=lim——=>==—0;  lim f(x) = lim cos(nx) =cos2n =1.
X2 x->2X—=2 0 x—2* x—2*

Como no existe limite, en x = 2 la funcién no es continua. La funcién presenta un salto
infinito.

Enx=3:
lim f (x) = lim cos(nx) =cos3n =-1;
x—3" x—3"
1
In(x-2
lim f(x):limgz 0 =(L’H)=|imX;2=i=—1.
x—3" x-3"  3—X 0 x—3" =1 -1

Como coinciden los limites laterales, existe el limite. La funcion es continua en x = 3.

X —X —X

. e " —xe 1
=(L'H)=lim————— ==,
} (LH) X0 2+2xsin(x2) 2

. Xe~ 0 0
b) lim ~ = =—
HO1+2x—cos(x ) 1-1 0
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22. Castilla—La Mancha, ordinaria 2020

30 -2
5. a) [1,25 puntos] Calcula razonadamente la siguiente integral: /ﬁ dz.
T — 4T
b) [1,25 puntos] Calcula, justificadamente, el drea acotada del recinto limitado por la grifica de la
funcién g(x) = —a® + 222 + 3z v el eje de abscisas.
Solucion:

a) La integral puede hacerse por descomposicion en fracciones simples.
-2  3:x-2 A B A(x-1)+B 3=A A=3
5 = ;=T 5= 7 = o =T
X“-2x+1 (x-1)" X 1 (x-1) (x-1) 2=—A+B B=1
Por tanto:

j(f)(—_zjdx:j i+ 1 5 dx:3ln(x—1)—i+k.
X —=2x+1 x-1 (x-1) X—1

b) Cortes de g(x) =—x° +2x?+3x con el eje OX:

—x3 +2x° +3x =—x(x2 —2x—3) =—x(x+1)(x—3) —> abscisas x = -1, x =0, x = 3.

En el intervalo (-1, 0) la funcion es negativa:

el signo de los respectivos factores es: (+)(+)(-) = (-).
En el intervalo (0, 3) la funcion es positiva:

el signo de los respectivos factores es: (=)(+)(-) = (+).
Su gréfica, aunque no se pide, es la adjunta.

Por tanto, su area viene dada por:

_ 0 _ 3 2 s _ 3 2 -
S= J.l( X7 +2X +3x)dx+'[0( X7+ 2X +3x)dx

L L I ;o o~
" " " L M " "

3

x* 2x3  3x?
4 3 2

1 2 3 81 54 27 7 45 71 ,
e | e =t — = — UA
4 3 2 12 4 6

0
x* 2x3 3x?
) A AR =
4 3 2
-1 0

I
+
I/
o
w
N
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23. Castilla—La Mancha, extraordinaria 2020

4. a) [1.5 puntos] Calcula las dimensiones de una caja de base cuadrada (prisma cuadrangular) sin
tapa superior y con un volumen de 108 dm® para que la superficie total de la caja (formada por
las caras laterales y la base) sea minima.

b) [1 punto] Calcula la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién f(z) = 22+ 2 — 1
en el punto de abscisa r = 1.

Solucién:
a) Si el lado de la base del prisma es x y su altura y, el volumen de la
caja viene dado por

V =xy - si vale 108 dm® = x2y =108=> y =0 ¥
X x
La superficie total de la caja es: X
S =x?+4xy — como yzg = S:x2+4x¥:>8=x2+4—32.
X X X

El minimo de S se da en la solucion de S"= 0 que hace positivaa S™".
432

§'=2x—— =0=2x>=432=2x> =432 = x =216 =6.
X
Como S”'= 2+¥ — S7(6)= 2+% =6>0, entonces, para x = 6 dm se da el minimo.
X
Laaltura valdrgd y =1;¥ =3 dm.

b) La ecuacion de la recta tangente a f(x) = x? +x—1 en el punto de abscisa x = 1 es:
y—f@)=f@(x-1)

Como f’(x)=2x+1setiene: f()=1y f'(1)=3.

La recta seré:
y—1=3(x-1)= y=3x-2.
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24. Catalufa, ordinaria 2020

2
o 1 il
1. Trazamos la recta tangente a la funcion f(x) =—+1 porun
o
punto P = (a, f(a)) del primer cuadrante. Esta recta junto con 31
los ejes de coordenadas forman un tridngulo.
a) Compruebe que el drea de este triangulo, en funcién de a, .
viene dada por la funcién )
(a*+3)°
gla)y="—r—. i
[1,25 puntos] a
X
-1 0 I 2
-1

b) ;En qué punto P el drea del triangulo es minima? Calcule ese valor minimo.
[1,25 puntos]

Solucion:
a) La situacion aproximada se muestra en la figura adjunta.

« Laecuacion de la recta tangente a f (x) = iz+1 en el punto de
X

abscisax=aes: y—f(a)="f'(a)(x—a)

Como f'(x):_—g se tiene: f(a):iz+1y f'(a)z__g,
X a a

La recta tangente sera: y—(izﬂj = —%(x—a) : b B

a a

. Esta recta corta a los ejes en los puntos Ay B:

A—Six=0: y—(%ﬂj = —%(O—a) =y =%+1 — medida que se corresponde con la
a a a

altura del triangulo.

3
B—Siy=0: O—(%Hj:—i(x—a):%:%ﬂ:x=§+a— — medida de la base.
a a’ a® a 2 2
Por tanto, el area del triangulo sera:
2
32 a3)/ 3 . a(3+a){3+a2j 2 2
2 2 \@2” E a’ a(3+a2) (3+a2)
- - 2 422 4a

b) El area es minima en la solucion de S"= 0 que hace positivaa S™".
Derivando en funcion de a:

2(3+a’}2a4a—(3+ a2)2-4 33 1622 _9
(4a)’ T

’,

5 S=0=3a*+6a°-9=0=a=1.
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En vez de hacer S”” puede estudiarse el crecimiento de S, observando que: a la izquierda de a
=1, se tiene que S'<0 = la funcion &rea decrece; a la derecha de a = 1, se tiene que S™>0
= la funcidn area crece. Por tanto, en a = 1 se da el minimo buscado.

(3+1)° _

El &rea del triangulo sera: S(1) = 4 U

25. Catalufia, ordinaria 2020

ax +b

4. Considere la funcion f(x)= , donde a y b son dos parametros reales. Calcule los

valores de a y b de manera que la funcion f(x) tenga una asintota oblicua de pendiente 1
y un minimo en el punto de la grafica de abscisa x =2.

[2,5 puntos]
Solucion:
: ax? +b b ] . .
Si f(x)= = f(X)=ax+— — laasintota oblicua es la recta y =ax, que tiene
X X
pendiente 1 cuando a = 1.
2
b
Luego f(x)= X
Derivando:

2x-x—(x2 +b)-1 ~ %2 _b

X2 X2

£(x) =

Si en x = 2 se tiene un minimo, entonces f(2)=0 = 4%4b=0:>b =4.

2
. , X“+4
Por tanto, la funcion serd: f(x) =

— Para asegurar que en x = 2 se tiene un minimo hay que comprobar que f”(2)>0.

Derivando otra vez:

2%-X? —(x2 —4)-2x
X4

= % — efectivamente f7(2)=1>0.
X

£7(x) =
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26. Catalufa, extraordinaria 2020

1. Sean las funciones f(x) = x’ y g(x) = a - %, donde a es un niimero real positivo.

a) Encuentre, en funcion del pardmetro a, los puntos de corte entre las dos curvas
v=f(x) e y=g(x) y haga un esbozo de la region limitada por las dos graficas.

[1.25 puntos]
ul

b) Calcule el valor de a para que el area comprendida entre y=f(x) e y =g(x) sea
[1.25 puntos]

Solucion:
a) Las curvas se cortan cuando f(x)=g(x) = '
II | f

X :0 ! | |
x3:ax2:>x3—ax2=0:>x2(x—a)=0:>{ . \ |
X = a \ | f
E J I |

=)

Sus graficas pueden hacerse hallando algunos de sus puntos. , |
Para y = f(x) =x%: (-1, -1); (0, 0); 81, 1) (2, 8). e |/
Para y = g(x) =ax?, de la que se sabe que es una parabola |44 I'I
convexa (L), con vértice en el punto (0, 0), se han trazado dos " -. [
deellas, paraa=1yparaa=2. \\ L

La region limitada entre ambas curvas se ha sombreado. ‘f-\\ )
N

b) El 4rea comprendida entre ambas curvas viene dada por: ) 0

S :Ia(axz —xﬂdx:(ﬁs—ﬁj
0 3 4 .
4

a* a* a*

= P’y

4
27 & 27 . 4_g15qa=3,

Como se desea que su valorsea — = —=—=2a
4 12 4

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

ANALISIS (Selectividad 2020) 25

27. Cataluia, extraordinaria 2020
5. Una empresa estd trabajando en el disefio de unas capsulas de café. La empresa ha cons-
truido la seccion transversal de las cdpsulas inscribiéndola en una semicircunferencia de
radio 1, trazando a continuacién una cuerda CD paralela al didametro AB e incorporando
el punto E en el punto medio del arco CD. De esta manera queda trazado el pentagono
ACEDB, tal y como se muestra en la figura.

a) Exprese en funcion de x y h el area del pentagono ACEDB.
[1,25 puntos]
b) ;Cual debe ser la distancia (indicada en la figura por h) a la que debe situarse la cuerda
CD de AB para que el area del pentigono ACEDB sea maxima?
[1.25 puntos]
Solucion:
a) El pentagono ACEDB se descompone en un trapecio (ACDB) mas un triangulo (CDE).

. 2+2x)h
Area del trapecio: S, = u =h+xh.

2x(1-h)

Area del triangulo: S, = =x—-xh.

Area del pentagono:
S=5+S,=h+xh+x-xh=h+x.

Como h?+x?>=1=h=+1-x2.
Con esto:

S=+1-%x%+x

b) El area del pentagono es maxima en la solucion de S"= 0 que hace negativaa S™".
Derivando en funcion de x:

-2x X+ 1-x°

S= +1= — seanula cuando —x++1-x> =0=

2\/1— X2 - x?

= X=41-%> :>x2:l—x2:>2x2:1:>x:i.
2

En vez de hacer S (que resulta engorroso) puede estudiarse el crecimiento de S, observando

que: a la izquierda de x =—, se tiene que S™>0 = la funcion area crece; a la derecha de

NA

1 . . o
X = ﬁ se tiene que S'<0 = la funcidn area decrece. Por tanto, para x =

maxima superficie.
En este caso, h= /1—% =
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28. Comunidad Valenciana, ordinaria 2020

2, .

Problema 3. Se da la funcion real f definida por f(x) :x;TJr—ll)

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) El dominio vy las asintotas de la funcidén f. (3 puntos)
b) Laintegral [ f(x)dx. asi como la primitiva de f(x) cuya grafica pasa por el punto (2. 0). (3+1 puntos)
c) El 4rea de la region limitada por la cirvay = f(x) ylasrectas y=0,x = 2,x = 4. (3 puntos)

Solucion:
2
a) La funcion f(x)= 2X—+1
x“(x-1)
Por tanto, Dom (f) = R — {0, 1}.
En las abscisas x =0y x = 1 la funcion tiene asintotas verticales, pues:

x4+l {1} ox24 {2}
lim————=| = |=w; lIm———=| = |=
x—0 ¥ (x—l) 0 x—1 X (X—l) 0

Las asintotas son las rectas de ecuacionx =0y x =1

no esté definida cuando x*(x-1)=0 —x=0;x = 1.

También tiene una asintota horizontal, tanto hacia — como hacia +«, pues:

2 2
Iim§—+1:{f}:lim§—+12:(L'H): lim —2* —F}:
X—0 X (X—l) o0 0

x>0 X — X X—>+o0 3)(2 —2X B
2

La asintota es larectay = 0.

2
b) la integral J‘Zx(—+11) dx puede hacerse por el método de descomposicion en fracciones
X“(X—
simples.
x+1 A B C  Ax(x-1)+B(x-1)+Cx? _
-~ =—+—+ = > — como los denominadores son
x*(x-1) x x* (x-1) x*(x-1)

iguales, también deben serlo los numeradores. Luego:
A+C=1 A=-1
x*+1= AX(x-1)+B(x-1)+Cx* =(A+C)x* +(-A+B)x-B={-A+B=0={B=-1.
-B=1 c=2
Por tanto:
0= [ 2o [| 2o be 2 i Lz
x*(x-1) X x* (x-1) X
Si F(x) pasa por el punto (2, 0), entonces F(2)=0 =

—In2+%+2|n(2—1)+k:>k:In2—% — F(X)=-In x+£+2|n(x—1)+|n2—%.
X

c) En el intervalo [2, 4] la funcion f(x) > 0. Por tanto, el area pedida, sera:
4 2
S= 2X—+1dx= F(4)-F(2)= F(4)—0=—In4+1+2In3+In 2—1= Ing—E u2,
2 x“(x-1) 4 2 2 4
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29. Comunidad Valenciana, ordinaria 2020
Problema 6. En un tridngulo isésceles. los dos lados iguales miden 10 centimetros cada uno.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La expresion del area A(x) del triangulo, en funcion de la longitud x del tercer lado. (4 puntos)
b) Los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcion A(x), 0 < x < 20. (4 puntos)
¢) La longitud x del tercer lado para que el drea del triangulo sea méaxima y el valor de esta area. (2 puntos)
Solucioén:
Xh ."llh'.
a) A(X) =7 / : Y
2 ;." : '._\
2 / | '._'
X 1 / i Y
Como 10=h2+| 2| = h=2400—x2. 10/ + 10
2 2 St
Por tanto:
AX) = x1/400 — X2 B J400x2 — x4 X2\
4 4 ' x
b) La funcion A(x) crece cuando su derivada es positiva; decrcce en caso contrario.
Derivando:
. 800x —4x° ; : x=0
A(X) = — A(x)=0 si 800x—4x3=0:>4x(200—x2)=0:>
4.2/400x% — x* x =102

Por tanto:
.« Si 0<x<10+/2, como A(X) >0 = A(X) es creciente.

. Si 1042 <x<20, como A(X) <0 = A(X) es decreciente.

¢) De lo anterior se dededuce que para X =104/2 el 4rea es maxima.
\/400-200 — 40000

=50 U2

Su valor maximo es: A(loﬁ) =
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30. Comunidad Valenciana, extraordinaria 2020

Problema 3. Dada la funcion f(x) = J;—l
x2—

obtener razonadamente. escribiendo todos los pasos del
razonamiento utilizado:
a) El dominio de definicion y las asintotas de la funcion f. (3 puntos)

b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como la representacion grafica de la funcion.
(3 +1 puntos)

¢) Elvalor de f;f(:x)d:r. (3 puntos)
Solucion:

a) La funcion f(x) = — X esta definida siempre que Vx*—1>0 = x?>1, que se
Vx2-1

cumple cuando x € (-, —1) U (1, +0). Este es su dominio.
En los puntos x = -1y x = 1 la funcidn tiene asintotas verticales, pues:

. X -1 . X 1
IiMm ———=|— |=—0; IIm ——=| — |=+x.
x>-1" [x? _1 {O+j| x—>l*./X2 -1 |:O+}
Las asintotas son las rectas de ecuacion x = —1, que esta a la derecha de la curva, y x = 1, que
se sitla a la izquierda.

También tiene dos asintotas horizontales, una hacia —o , otra hacia +«, pues:

X
. X —00 . (=x) -1 _.
lim =l —|=lim === —|=-1"
X—>—00 /XZ—l [oo} xo-o (42 q |:]_}

(-%)°

X
lim — =[f}= lim — X =[i_}=1+
X—>+00 X2 -1 0 X——o0 X2 -1 1

X2

Las asintotas son las rectas y = —1, que va por encima de la curva, e y = 1, que va por debajo.

b) Derivando:

1,X2_1_XL
2 2_1_y2 _
F(x) = 24 x5 -1 = f(x)= X=1-X 1

( m)z - ( m)a/z - ( m)yz '

La derivada es negativa en todo su dominio. Por tanto, siempre sera decreciente.

Teniendo en cuenta las asintotas, la posicion de la curva :
respeto de ellas y calculando algunos de sus puntos, :
puede trazarse su grafica. (Podria apuntarse también que b2
es una funcién impar). :
Algunos puntos: :
(-1,2,-1,81); (-1,5, -1,34); (-2, -1,15); (-3,-1,06); -4 -3 -2 1

!
(1,2, 1,81); (15, 1,34); (2, 1,15); (3, 1,06) ... —ﬁx—\—:-r el
2|

¢) La integral J‘de es inmediata:
VX% -1
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J‘%dx:\/x2 -1+Kk.
X —_

Por tanto,

3y 3
— dx=+x%*-1
L Vx2-1

2

BB

31. Comunidad Valenciana, extraordinaria 2020

Problema 6. Los vértices de un triangulo son A(0,12), B(—5,0) ¥ C(5,0). Se desea construir un rectangulo
inscrito en el triangulo anterior. de lados paralelos a los ejes coordenados y dos de cuyos vértices tienen
coordenadas (—x,0), (x,0), siendo 0 < x < 5. Los otros dos vértices estan situados en los segmentos AB y
AC.

Obtener razonadamente. escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La expresion f(x) del area del rectangulo anterior. (4 puntos)
b) El valor de x para el cual dicha area es maxima y las dimensiones del rectangulo obtenido. (3 punios)
¢) La proporcién entre el area del rectangulo anterior y el drea del triangulo. (3 puntos)
Solucion:
a) La base del rectagulo es 2x, su altura y. Su area sera
f(x)=2xy. A43(0.12)

El punto (-, y) esta en la recta que contiene a los puntos Ay C. Su

ecuacion es: yz—Ex+12. -
XNV

: OA
(Su pendiente es m = % = —%; y su ordenada, n = 12).

oC| B c
(-5.0) -x O ¥ (5.0)

Por tanto, f(x)= ZX{—% x+12] = f(x)= —% X2 + 24x.

b) El area méxima se da en la solucion de f’(x) =0 que hace negativaa f™(x).
Derivando:

f’(x)=—4—8x+24=0:>x:§.
5 2

Como f7(x)= —%8 <0, luego para ese valor de x se da el maximo buscado.

Para x:E - y:—g-§+12=6.
2 52

Las dimensiones del rectangulo seran 5 x 6 — su area 30 U2,

c) El area del triangulo es: S; = % =60; la del rectangulo f (5j = —2—54§ + 24-% =30.

La proporciones 1 a 2.
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32. Extremadura, ordinaria 2020
5. a) Estudie la monotonia (crecimiento y decrecimiento) y los extremos relativos (maximos y

minimos) de la funcién f(z) = * (z* — z + 1). (1 punto)

b) Justifique si existe algin valor de x tal que f(z) = 2. (1 punto)
Solucion:
a) Derivando dos veces se tiene:
f(x)=¢" (x2 - x+1) = f'(x)=¢" (x2 —x+1)+eX (2x-1)=¢" (x2 + x);
f7(x) =ex(x2 +x)+ex(2x+1)=ex(x2 +3x+1).
Crecimiento y decrecimiento:
, (2 x=-1
f'(x)=0=e (x +x)_0:>{ (=0
Por tanto:
« Six<-1,como f(x)>0 = f(x) es creciente.
« Si-1<x<0,como f(x)<0 = f(x) es decreciente.
« Six>0,como f(x)>0 = f(x) es creciente.

Como f”(-1)=—-e™ <0, entonces, en x = —1 se tiene un Maximo 4
relativo. 3
Como f”(0)=e’=1> 0, entonces, en x = 0 se tiene un minimo

relativo. 2

— En este caso, los maximos y minimos pueden deducirse sin o= S
necesidad de hacer la derivada segunda.

Aunqgue no se pide, adjunto su gréafica. 3 2 10 1

b) Para justificar que existe un valor de x tal que f(x)=2 basta con observar:
1) La funcion f(x)=e*(x* —x-+1) es continua en todo R;
2) En el intervalo [0, 1] se cumple: f(0)=1<2y f())=e>2;

3) Por tanto, por el teorema de los valores intermedios, se deduce que la funcion toma el valor
2 en algun punto comprendido entre 0y 1.

Teorema de los valores intermedios. Si f (x)es continua en [a, b], entonces la funcion toma
todos los valores comprendidos (intermedios) entre f(a) y f(b). Esto es, para cualquier
valorc, f(a) <c<f(b), existe un punto a € [a, b], tal que f(a)=c.
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33. Extremadura, ordinaria 2020

7. Dadas las funciones f(r) = 2> — 4z + 1y g(z) = —z + 1, se pide:

a) Represente de forma aproximada la regién delimitada por las dos curvas. (0,5 puntos)
b) Calcule el drea de dicha regién. (1,5 puntos)
Solucion:

a) Como se trata de una parabola y de una recta, su representacion grafica puede hacerse
buscando alguno de sus puntos.

Punto de la parabola f(x)=x*—4x+1:

(-1, 6); (0,1); (1,-2); (2,-3); ... 2
Punto de larecta g(x) =—x+1: s
(0! 1)1 (2! _1)

Sus gréficas se cortan en las soluciones de la ecuacién:

-1 1 2 4
X —4x+1l=-X+1=x"-3x=0= 3
X =
-2
La region delimitada por ambas curvas es la sombreada en la
figura adjunta. -3
b) Su érea viene dada por la integral definida:
3
3 3 3 2
j (—x+1—(x2 —4x+1))dx :j (—x2 +3x)dx S S LAY
0 0 3 2 o 2 2

34. Extremadura, ordinaria 2020

8. Resuelva la integral (2 puntos)
" o—z+ T
= lf'f..!'.
J =+x-2
Solucion:

La integral puede hacerse mediante el método de descomposicion en fracciones simples.
Como x°+x—2=(x-1)(x+2), entonces:

—X+7 A B —X+7 A(x+2)+B(x-1) (A+B)x+2A-B
x24x—2 x-1 x+2 ~ x®4+x-2  (x-1)(x+2) X“+X-2
. . A+B=-1
Identificando coeficientes: = A=2,B=-3.
2A-B=7
Por tanto:
Iidx=-[£i—ijdx=2In(x—1)—3|n(x+2)+k.
X2+ X—2 X-1 X+2
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35. Islas Canarias, ordinaria 2020, grupo A
1. Consideremos la funcion f(x) = I donde In denota el logaritmo

z 1

neperiano. Resuelva justlfcadamente los siguientes apartados:

a. Presente el dominio, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, ;5 s
asi como los posibles extremos relativos de la funcién. f(x).

. e 1.25 ptos
b. Calcule el valor de la integral: _fl f(x)dx
Soluci()n'
a) f(x)=—- X esta definida siempre que x > 0 (la restriccién del neperiano incluye a x* =0).
Derlvando.
1.5
In x WX ~(Inx)2x 1-2Inx
f=—py = (=20 =20
G X X

La derivada se anula cuando 1-2Inx=0= Inx=%: x=e"?2 5x=4le.
Por tanto:

. Si 0<x<+fe,como f'(x)>0 = f(x) escreciente.

. Si x>+/e,como f(x)<0 = f(x) es decreciente.

« Como la funcion crece a la izquierda de x = Je y decrece a su derecha, se deduce que ese
punto se tiene un maximo relativo.

El punto méximo sera: (JE f (JE)) = (\/E ij

2e

b) Una primitiva de f(x)= puede obtenerse por el método de integracidn por partes.
X

Tomando:
u=Iinxy dv=i2dx = du=1dx y V=Ji2dx=—1.
X X X X
Por tanto:
F(x) = Irl—de Inx-(—lj—j(—lj.ldx:—llnx+ji2dx:—llnx—1.
J x? X X) X X X X X
Con esto:
e e €
F(x)= f(x)dx:(—llnx—lj :—Elne———E—}Inl—}jzl—g
J1 X X iy e e 1
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36. Islas Canarias, ordinaria 2020, grupo B
1. Sean las funciones f(x) = 2x* + ax®* + by g(x) = —2x* + c.

a. Calcule los valores a, by ¢ de manera que las graficas de f(x)y g(x)
cumplan las dos condiciones siguientes: 15 ptos
- Se corten en el punto P(1,1)
- En dicho punto coincida la pendiente de las rectas tangentes.
Dar las expresiones de las funciones resultantes.

b. Suponiendo a = b = 1 en f(x), halle las asintotas de |a funcién:

fx) 1pto
M=
Solucion:
a) Si se cortanenel punto (1, 1): f(1)=g()=1.
Como:

f(x)=2x*+ax®*+b=2+a+b=1; gx)=—2x>+c=-2+c=1—->c=3.
Si en el punto (1, 1) coinciden las pendientes de las rectas tangentes: f'(1)=g"(1).
Como:
f(x)=8x>+2ax= f'()=8+2a; g(X)=—6x=g (1) =—6 —
8+2a=-6=>a=-7—>b=6.
Con esto, las funciones son: f(x)=2x*-7x?+6y g(x) =—2x>+3.

f(x) 2x*+x*+1
b) Paraa=b =1, h(x)= = .
) ) X3 -1 X3 -1

. Esta funcion puede tener asintotas verticales en los ceros del denominador: x* —1=0.
x> —1=0:>(x—1)(x2 +x+1) =0 =>x=1.

22X exP+1 4 ) .
Como I|m3— =— =400 = larecta x = 1 es asintota vertical.
-1 x° -1 0

. También tiene una asintota oblicua, pues el grado del numerador es 1 + el grado del
denominador.
Larecta y =mx +n es asintota oblicua de la curva f(x) cuando se cumple que:
h() . 2%+l x4l
m=lim —= = lim —————==lim ———=2.
X=X X—>0 X(X3 _1) X—>0 X —X

4 2 2
n=lim (h(x)—mx) = lim [M—ZX} — lim (X+—2X+1J 0.

X—0 X—0 x3 -1 X—00

La asintota oblicua es la recta y = 2x.
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37. Islas Canarias, extraordinaria 2020, grupo B
1. Halle los valores de a y b para que |la recta de ecuacidén y = 6x + a sea
bx—1 .
tangente a la curva f(x) = oo N el punto de abscisa x =0

Escriba las funciones que se obtienen. 2.5 ptos

Solucién:
La ecuacion de la tangente en el punto de abscisax =0es: y— f(0) = f'(O)-(x—O).

En este caso:

bx -1
== fO=-1.
, b(bx+1)—(bx—1)b 2b ;
) (bx+1)2 (bx+1)2 = 10

Por tanto, la recta tangente es: y+1=2b-x = y=2bx-1.
Como debe ser y=6x+a = 6x+a=2bx-1=b=3; a=-1.

En definitiva: la funcion es f (x) 3t ; latangente, y=6x-1.
3x+1

38. Galicia, ordinaria 2020

3. Anélisis:

cos?x—1

a) Calcule lim .
} x—0 142x—e2¥

b) Determine los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x) = x(Inx — 1). Calcule, si existen, los
maximos y minimos relativos de la funcion f.

Solucién:

a) Esuna forma indeterminada. Se resuelve aplicando L Hdpital.

. cos®x—1 1-1 0 , . 2cosx-sinx [07 _
x>01+2x—e* [1+0-1 O x>0 22X 0
_ (L'H):Iim —2sin x-sin x+22cosx-cosx:£:_i

x—0 —4eX -4 2

b) La funcién f (x)=x(Inx—1) esta definida cuando x > 0.
Derivando:
f(x)=x(Inx-1) = f(x)=(In x—1)+x-£: Inx-1+1=Inx.
X

Igualandoa0: Inx=0= x=1.
Con esto:
« SiO<x<1,como f'(x)<0 = f(x) es decreciente.

« Six>1,como f(x)>0 = f(x) escreciente.
Por tanto, en x = 1 se tiene un minimo; punto (1, —1).

— Que en x = 1 se tiene un minimo también se deduce a partir de la derivada segunda,

f7(x) :% ,yaque f7(1)=1>0.
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39. Galicia, ordinaria 2020

4, Analisis:

e si x =0,

5 ) _ sea, primero continua, y
x“+bx+c si x=0

a) Calcule los valores de b y ¢ para que la funcién f(x) = {
luego derivable en x = 0.
b) Calcule ff x(Inx — 1)dx.

Solucion:
a) Continuidad en x = 0.
Los limites laterales deben ser iguales.

lim f(x) = lim () =e” =1; lim f(x) = lim (x* +bx+c)=c.
x—0" x—0~ x—0" x—0"

Por tanto, ¢ = 1.

Derivabilidad:
2X -
F(x) = 2e s!x<0.
2Xx+b six>0

Las derivadas laterales en x = 0 deben ser iguales.
lim £(x) =lim(2e*)=2e" =2; lim f'(x) = lim (2x+b)=b = b =2,

Xx—0" - x—0" x—0"
x—0

» 262 six<0 _
Luego, la funcion f(x) = es derivable en todo R.
X2 +2x+1 six>0

b) Una primitiva de Ix(ln x—-1)dx = I(xln x)dx—jxdx puede hacerse por el método de
integracién por partes.
- J.xln x dx — Tomando:

1 X2
U=Ihx= du==dx; dv=xdx = x=7.

X
Luego:
2 2 2 2 2
J‘xlnxdx:X—-Inx—J‘X—-idx:X—-lnx—J‘idx:X—-lnx—X—.
2 2 X 2 2 2 4
Por tanto:
2 2 2 2 2
Ix(lnx—1)dx:j(xlnx)dx—jxdx=x—-lnx—X——X—:X—-Inx—3L.
2 4 2 2 4
Con esto:

2 2 272
Ix(lnx—l)dx: Xy =2|n2—3—(1-|n1—§j=2|n2—9.
2 4 24 4

1 1
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40. Galicia, extraordinaria 2020
4, Andlisis:

1 .
“x+1 si x<0,
a) Calcule el drea de la regidn encerrada por el eje X y la gréfica de f(x) = [3

(x—1)? si x=0.
b) Calcule [ xvx? — 1 dx.

Solucion:

) 1 Xx+1 six<0 4l
a) Lafuncion f(x)=< 3 se puede

(x—l)2 six>0 31

representar graficamente determinando algunos de sus 21
puntos:
Recta: (-3, 0): (0-, 1): /\
Parébola: (0, 1); (1, 0); (2, 1); (3, 4). s 5 0 P

El area encerrada por el eje X y la grafica de f es la sombreada en la figura adjunta.
Su valor viene dado por la suma de dos integrales definidas.

S= _Os(%x+ljdx+j:(x—l)2 dx{x—;+x}:+[@[ =
= [93}+{0m}=§+£:1—1 u.
6 3 2 3 6

b) Ix x? -1 dx.

Puede hacerse el cambio de variable t> = x? —1. Se tendra:

2tdt = 2xdx —> xdx =tdt: \x?-1=t .
Luego,

3
jx x? -1 dx=j\/x2 —1(xdx):jt-tdt :jtzdt =%+k.
Deshaciendo el cambio:
3
[Vo-3)
+k.

Ix x> —1dx =
3
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41. La Rioja, ordinaria 2020
1.— (2 puntos)

b - : 1 —senz cosz \ *=
a) Calcular el siguiente limite: lim { ——— :
z—0 \ 1 4 senz cos x

b) Determinar el valor de la constante real a para que se satisfaga la siguiente

igualdad:
. (E+Dvz-2) 1
1 = —.
z—+4 2 —16+azx 32
Solucion:
1
. (1-sinXcosX \sinx o . .
a) lim (ﬂjgmx = [1 ] — Puede resolverse aplicando logaritmos y la regla de
x—0\ 1+ 5SINn X COS X
L"Hépital.
1 1
. (1-sinXCcosSX \sinx . 1—sin xcos X \sinx
In| lim| —— =limIn| | —— =
x—0\ 1+4sIn Xcos x x—0 1+sin xcos x

= g} — ahora puede

1-sin xcosx]

. In
— 1 1-sinxcos x . 1+sin xcos x
= lim| —In - =[0] = lim -
x—=0\ sin X 1+Ssin X Ccos X X—0 Sin X

aplicarse L"Hépital.

In(1—sin X COS xj
lim 1+s!nxcosx =P}=(LH) N
x—0 sin X 0

Se hace aparte la derivada del numerador:

1-sin xcos . . .
N(x) =In| ————— |=In(1-sin xcos x)—In(1+sin xcos x) — derivando:
1+sin xcos X
N'(X) —C0S X €0S X —sin X (—sin x) cosxcosx+sinx(—sinx)_)
1-sin xcos x 1+sin xcos X
. . 2 .2
N,(X)_—coszx+sm2x cos® x+sin’x (_COS X+sin X)'2
1-sin Xcos X 1+sin xcos x (1—sin xcosx)-(1+sin xcosx)
Por tanto:
2 .2
In(l—sinxcosxj (_COS X+sin X)2 )
. 1+sin xcos x 0 . (1-sinxcosx){1+sinxcosx) 1
lim SINXCOSX/ 1 _| 2 =(LH)=I|m( il )=L=_2.
x—0 sin X 0 x—0 COS X 1

1
1-sinxcos X \sinx o2
1+sin xcosx '

Luego, el limite pedido, lim

x—0
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x—0

Nota: Si se aplica la transformacion, Iim(

una solucién mucho mas réapida.

1—sin xcos x
1+sin xcos x

1
o lim——
js'”x _ g*oosinx

38

1 [1—sin XCosX_,

. 1 (1-sinxcosx . 1 (—-2sinxcosx . —2C0S X
lim—— - -1 lim—] ———— lim -
ex»osmx 1+sin xcos x ex»OSInX 1+sin xcosx =exa0 1+sin x cos x =e—2

b) Si lim tan((g+1j\/;_2j

x—4 x? —16+ ax

lim

tan((g+lj«/;—2j . tan((nglj«/Z—Zj tan(Z+2—2j_ 11

=3 entonces, sustituyendo en la expresion:

= a=8.

X—4 X2 —16+ ax 16-16+4a

42. La Rioja, ordinaria 2020

T4a 32

2.~ (2 puntos) Determinar los valores de los parametros reales a y b para que las
funciones f(z) = az® + by g(z) = z® + = + a, sean tangentes en el punto de abcisa

z = —1. Para los valores obtenidos de a y b, calcular la recta tangente a las curvas
én = —1.
Solucion:

Si las funciones f(x)=ax?+b y g(x)=x?+x+a son tangentes en el punto de abscisa x =

-1, entonces:
1) f(-)=9g(-) = a+b=a =b=0.

2) ' (-)=9(-1) —» f'(x)=2ax; g(x)=2x+1 = 2a=-1= a:%.

Las rectas tangentes deben coincidir.
En efecto:

Tangente a f(x)= % x2 enx = —1:

y—f (=) =f(-1)(x+1) y—%:—l(x+1):> y:—x—E.

Tangente a g(x) = x° + x+% enx=-1:

y—9(-D=g(-D(x+1) Y—%:—l(x+1):>

La situacion grafica es la adjunta.
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43. Madrid, ordinaria 2020

A.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Dadas las funciones f(z) = z* + 322 — 1y g(z) = Gz, se pide:
a) (0.5 puntos) Justificar, usando el teorema adecuado, que existe algun punto en el intervalo [1, 10] en el que
ambas funciones toman el mismo valor.
b) (1 punto) Calcular la ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(x) con pendiente minima.

¢) (1 punto) Galcular /d fr‘—:ilfd.r.
J1 o glz)

Solucién:

a) Si a la funcion h(x) = f (x)—g(x) = x° +3x* —6x—1 se le aplica el teorema de Bolzano,
que dice: “Si h(x) es una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b] y toma valores de
distinto signo en sus extremos (h(a) <0< h(b) o h(a) >0 > h(b)), entonces existe algin
punto ¢ € (a, b) tal que h(c)=0".

En este caso, como:
h() =1%+31> -61-1=-3<0 y h(10) =10* +310°> -610-1=1239>0 =
existe algun punto ¢ € (1, 10) tal que h(c)=0".
Esto es, existe un punto ¢ € (1, 10) tal que h(c)= f(c)—g(c)=0 = f(c)=g(c).
Nota: Esta propiedad se cumple en un intervalo mas pequefio, en [1, 2]; pues h(2) =7 > 0.

b) La pendiente de la recta tangente a f (x) viene dada por el valor de la derivada en ese
punto.
La funcién derivada es f(x) =3x? +6X.
Esta funcién toma su valor minimo cuando su derivada (que es la derivada segunda) vale 0.
Como f7(x)=6x+6=0enx=-1, y f7(x)=6>0, en x =-1 se tiene la pendiente minima
buscada.
En ese punto, en x = -1, la ecuacion de la recta tangente es y— f (-1) = f’(—l)(x—(—l)) :
Sustituyendo queda:

y—1=(-3)(x+1) = y=-3x-2.
Nota: La pendiente a una curva, y = f(x), es minima (0 maxima) en sus puntos de inflexion,
que se dan en soluciones de f”(x)=0.

2 2,3 2 2( 2 3 2
C) J. dezj‘ de = J- (X_+§_inx = {X_+X__l(|nx):| =
1 9(x) 1 6X 1{ 6 2 6Xx 18 4 6

- (ii_l-(m2)j_[i+1_1-(|n1)j:l+§_1-(|nz):ﬂ_1-(|nz).
18 4 6 18 4 6 18 4 6 36 6
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44. Madrid, ordinaria 2020

B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Sea la funcion

(r—1)2 si x2<1
flz)=

(r—1P° s z>1

a) (0.5 puntos) Estudie su continuidad en [—4, 4].

b) (1 punto) Analice su derivabilidad y crecimiento en [—4, 4].

c) (1 punto) Determine si la funcion g(z) = f'(x) esta definida, es continua y es derivable en = = 1.
Solucion:
a) El unico punto que presenta dudas es x = 1. Hay que comprobar que los limites laterales
coinciden.

En efecto,
lim f(x)= lim (x-1)*=0; lim f(x)= lim (x-1)*=0
x—1" x—1" x—1" x—1"

Por tanto, la funcion es continua en el intervalo [-4, 4].

b) Derivando,
] 2(x-1) six<1
f'(x)= , .
3(x-1)" six>1
También coinciden las derivadas laterales en x = 1: Iim_ f'(x)=0y Iim+ f’(x)=0. Por tanto,

x—1 x—1
la funcién es derivable en (-4, 4).
. Parax<1, f(x)=2(x—1)<0 = lafuncion es decreciente en el intervalo [4, 1).

. Parax>1, f'(x) =3(x—1)2 >0 = la funcion es creciente en el intervalo (1, 4].
« Enel punto x =1 se tendra un minimo.

) 2(x-1) six<1
c)g(x)=f(x)= 3

i 2 six<l
(X—l)2 Ssix>1 =9 (X) :{G(X—l) Si x>1
La funcion g(x) es continua en [-4, 4], pues lo es en x = 1: se ha visto que,
lim (g(x)=f(x))=0y lim (g(x)=f'(x))=0.
x—1"

X1
En cambio, no es derivable en x = 1, pues sus derivadas laterales no coinciden:
lim g'(x)=lim2=2y lim g'(x) = lim 6(x-1)=0.
- x—1t x—1"

X—1 x—1
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45. Madrid, extraordinaria 20

A.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

z—1

21 siz<l,z#—1
Dada la funcion f(x) = , se pide:
22 +1 .
Siz>1
Iz I g

a) (0.5 puntos) Calcular f(0)y (f o f)(0).

b) (1.25 puntos) Estudiar la continuidad y derivabilidad de f(z) en z = 1 y determinar si en dicho punto existe
un extremo relativo.

c) (0.75 puntos) Estudiar sus asintotas.

Solucion:
x2—1 six<1, x=-1
x- -1
fx)=1",
X“+1 .
six>1
4x
a) En el punto x = 0, la funcion es f(x) = x2—1 S S
x“ -1 (x=1)(x+1) x+1
., 1 1 X+1
La funcién compuesta f ( f(x))= = = :
f(x)+1 1 L1 X+2
x+1

Luego:

f(0)=1; f(f(0))=

r\)lr—\

b) Continuidad en x = 1. Hay que comprobar que los limites laterales coinciden.
En efecto,

2
lim f(x)_llm _Iim i=1; lim f(x)=|imx +1=g:l.
x—1" x—1” X° =1 xo1m X+ x—1" xo1t 4X 4 2

Por tanto, la funcion es continua en x = 1.

Derivando, por separado:

1 , 241 x 1 1
== )= =X L =2 2
X+1 (x+1) 4x 4 4X 4 4x°
— = six<l x#-1
Estoes: f(x)= (x+1)
1 .
——— Six>1
4 4x
Las derivadas laterales en x = 1 valen:
) , . -1 1 1 1
lim f°(x)= lim s=——y lim f(x)=lim | =——1=0
x—1" x—>1_(x+1) 47 yo1t x—1t\ 4 4x°

Por tanto, no es derivable en x = 1.
Aunque no sea derivable en x = 1, se cumple:
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. Parax<1, f'(x)= ﬁ <0 — la funcion es decreciente.
x+1

. Parax>1, f'(x) :%—4% >0 — la funcion es creciente.
X

« Por tanto, en x = 1 la funcion (que es continua en ese punto) tiene un minimo.

c)Parax<1, f(x)= il tiene dos asintotas: una vertical, en x = —1; otra horizontal, la recta
X+

y =0, hacia —oo.
En efecto: lim i=l=oo; lim i=i=0
x=>-1X+1 O x—>-0 X+1 —o0

1. . .
Parax>1, f(x)= tiene una asintota oblicua, la recta y = % .

x*+1 x 1 .
=—+— . Esto significa que, cuando x — +o0, la curva
4x 4  4x

Se deduce de que f(x)=

2

X“+1 X o 1
— y=—, pues el ttrmino — — 0.
ax 4 4x

f(x)=

46. Madrid, extraordinaria 2020

B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

La potencia generada por una pila viene dada por la expresion P(t) = 25te~t"/1 donde t > 0 es el tiempo de
funcionamiento.

a) (0.5 puntos) Calcular hacia qué valor tiende la potencia generada por la pila si se deja en funcionamiento
indefinidamente.

b) (0.75 puntos) Determinar la potencia maxima que genera la pila y el instante en el que se alcanza.

c) (1.25 puntos) La energia total generada por la pila hasta el instante ¢, F(t), se relaciona con la potencia
mediante E'(t) = P(t), con E(0) = 0. Calcular la energfa producida por la pila entre el instante t = 0y el
instante ¢ = 2.

Solucion:
a) Tiende al limite, lim (25te‘t2’4).

t—>+o0

lim (25te‘t2’4) =[o00] = lim St ={f} —> Este limite se hace por L"Hépital —

t—+o0 t—+o0 et2/4 o0

Iimﬁz{f}z(L"H)zlim 25 :{§}=0.

2
t—+o0 ot /4 o0 t>+o U 42 o0
e 7et /4

2

b) El méximo de P(t) = 25te™"/4 se da en la solucién de P(t) =0 que hace negativaa P”(t).
Derivando e igualando a O:

2 42

P(t)=0=2-t?=0=t=4+/2.
La derivada segunda vale,
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P () =25(-t)e " " + 25{ 2 2t ](_%j et = 2{%} o til4

Como P(ﬁ) = 25(_2;/5}”2 <0, cuando t =+/2 se genera la maxima potencia; su valor

es P(JE) —252e Y2 21 44

¢) Si E'(t)=P(t)=E®t) = j Pt .
E(t)= I25te‘2’ 4dt — es inmediata, si se escribe:
E@)= IZSte_tz"‘dt — 25'(‘%)](—%]e‘t2/4dt _ _50e-t Lk

Como E(0)=0=-50e’ +k =0=k =50.

Por tanto, E(t)=-50e"4+50.
Luego, la energia producida por la pila entre los instantest =0y t = 2 sera:

2 2
J‘ (25te‘t2’4)dt:[—50e‘t2’4+50} =—50e‘1+50—(—50e°+50)=50—@.
0 0 e

47. Murcia, ordinaria 2020

3: [2,5 p.] De entre todos los triangulos rectangulos cuya hipotenusa mide 4 metros,
determine las dimensiones de aquel cuya area es maxima. ;Cual es el valor de
dicha area maxima?

Solucién:

a) Sea el tridngulo rectangulo de catetos x e y e hipotenusa 4. (Naturalmente ambos catetos

tienen longitudes entre 0 y 4 m).

Se cumple (Pitagoras) que:

x2+y2=16= y=+16—x% , siendo . 4

El area el triangulo viene dada por la expresion:
X.
s =25 =

X/16 — X? J16x2 — x*
2 2 2 '

La funcion S sera minima en la solucién de S "= 0 que haga positivaa S .
Derivando e igualando a O:

, 32x—4x°
S(X)=——
\16x2 — x*
(La solucion x = 0 no determina un tridngulo; se descarta).
En vez de hacer la derivada segunda (que resulta demasiado engorroso) puede estudiarse el

crecimiento y de decrecimiento de S a la izquierda y derecha de X = J8.
. Si0<x<+8,como S'(x)>0 = S es creciente.

= S(x)=

— se hace 0 cuando 32x—4x3=0:>4x<8—x2):0 = Xx=0; x=J§.

. Si8<x<4, como S(x)>0 =S es decreciente.
. Por tanto, para x= 8 m se obtiene el area maxima. Para ese valor de x = y= J§

Xy _ V88 _,
> .

El valor del a&rea maxima sera: S(x) = >
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48. Murcia, ordinaria 2020

4: a) [2 p.] Calcule la integral indeﬁnida/ VX dx

I+x
b) [0,5 p.] Determine el area del recinto limitado por el eje OX, la grafica de la
/X o
funcion f(x) = = y la recta vertical x = 1.
Solucién:
a) Haciendo el cambio de variable Jx=t = %dx= dt = dx = 2«/§dt = 2tdt .
X
Con esto:
. 2
\/_ = —2tdt— —dt — dividiendo: ZL:2t—2+i.
. 1+J_ 1+t 1+t
Luego,
ZLdt—J‘(Zt—2+ijdt:t2—2t+2ln(1+t)+k.
J 1+t 1+t
Deshaciendo el cambio:
c Jx
——dXx=Xx— 2«/_+2In 1+J_
J 1+J_ ( )

JIx
1+x

tanto el area pedida viene dada por la integral definida

J_
01+\/_

b) La funcion f(x)=

corta al eje OX en x = 0, y nunca toma valores negativos. Por

[x 2\/§+2In(l+\/_)} =1-2+2IN2=-1+2In2~0,39.
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49. Murcia, extraordinaria 2020
3: Calcule los siguientes limites:

In(3+x)—1In(3—x)
2x '

b) [1,25 p.] rErEm(v.1'+ I —vx+2).

Solucion:
Ambos limites son indeterminados.

a) [1,25 p.] I]’n(])

1,1 1.1
— aplicando L"Hopital — lim 3+X 3=Xx _3 3
x—0 2 2

2 )I(l_r)rg) In(3+ x)z—xln(S—x) :{g}

b) lim (\/x+1—\/x+ 2) =[00—o0] — multiplicando y dividiendo por la expresién conjugada

_ (WXl AUx 2 (WXL x 2
- xIl>Tw<m_m):xl—l>Tw( ( X+1z-(\/m) ) -

~ lim x+1-(x+2) lim -1 _{_1}_0
H+O°( x+1+\/x+2) Xﬂ+°°(\/x+1+\/x+2) 0 '

50. Murcia, extraordinaria 2020

4: a) [2 p.] Calcule la integral indefinida /In[l +x%) dx.

1
b) [0,5 p.] Calcule la integral definida/ In(1+x7) dx.
Jo

Solucién:
a) Esta integral puede hacerse por el método de partes.
2X

+x?

Tomando: u =In(1+x?) = du = dx;y dv=dx=v=x

Luego,
J'n(1+X2)dX=xln(l+x2)—I 2x° dx = xln(1+x2)—ﬂ2— 2 jdx.
1+ x? 1+x2

2% 2+42x% -2
o= _

2— 2 > (También puede hacerse la division).

La expresion 5
1+x 1+x

1+x
Por tanto:

jln(l+ x?)dx = xln(l+ xz)—2x+2arctan X+k.

1 1 ~
b) j In(l+x2)dx:[xln(1+x2)—2x+2arctan x} _In2_24p_2In2-4+m
0 0 4 >
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51. Navarra, ordinaria 2020
P3) Caleula los siguientes Hmites
1
. C 3wr\ =tz
\m (2 8 _2_) (1.25 puntos)

lim (\/&:4—3:2+ T —\/:::4—7)

(1.25 puntos)
Solucion:
1
) . 31X \xP—x r . )
6) Iqu 2+sm7 =|(2-1)0 =1 | — Puede resolverse aplicando logaritmos y la regla
X—>
de L"Hépital.
1 1
2 2
In Iim(ZJrsin%)X ~l=lim In(2+sin%}( =
x—1 2 X—1 2
1 3x In(2+sin3zx) 0
= lim In| 2-+sin 222 | | = [200] = lim —| = | — ahora puede
-1\ x2 _x 2 x—1 X% — X 0
3t 3nx
==cos =~
2 2
. 3mx 0
_ R 2+sin—— -
aplicarse L"Hopital > |jm| —— 2 |1 |_p.
x—1 2x-1 1
1
27
Por tanto, el limite pedido vale Iiml[2+sin Sixjx =gl =1
X—>.

Nota: también puede aplicarse la transformacion

S 1 (3 1+5i”3%x
. L3 \xi—x 1 " I|ml 5 (2+sm7—1) lim
lim| 2+sin— = (2-1)0 =1" | =X _e
x—1 2

e

. 3mX 3n 3nX
1+sin——

0 — Cos—=
Puede verse que lim——2 —| > |=lim2—2 -“_p
=l x2—x 0| x»1 2x-1 1

X—>+00

b) lim (\/x4—x2+1—\/x4—7)

[0 —a0] — multiplicando y dividiendo por la expresion
conjugada —

I =2 11X =7 HUX =@ +144x4 =7
- XiTm(JX“X“WX“?):ETw( e )E_Jﬂ_?) .
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(x“—x2 +1)—<x4—7) X2 +6
= lim = lim — ahora puede dividirse
X_’+°°(\/x4—x2+1+\/x4—7) X_>+°°(\/x4—x2+1+\/x4—7)
—Xx*+6
NG -1 1

el numerador y el denominador por x> — lim = =—=

oty _x2y1 xt-7 141
x* " x*
52. Navarra, ordinaria 2020

P4) Sea la funcién f(z) = (1 + sin ?;-E) g

a) Demuestra que la funcién es continua en el intervalo 1,2,

(0.75 puntos)

b) Den‘.mestra que existe a € (1,2) tal que f'{a) = 0. Enuncia los resultados
tedricos empleados y justifica, su uso. (1.75 puntos)

Solucion:
X
a) La funcion, potencial-exponencial, f (x) = (1+sin %X] esta definida para todo x e [1, 2],

pues la base nunca es negativa: varia entre 1y 2.
— Podria plantearse alguna duda en los puntos x = 1y x = 2, siendo:

1
f (1) :(1+singj =21=2; f(2) =(1+sinn)” =12 =1 — dudas resueltas.
En esos puntos:

x—1"

X 1
. por la derecha de x = 1, cuando x — 1%, lim [1+ sin %XJ = (1+sing) =2t=2.

X
. por laizquierda x = 2, cuando x — 2-, lim (1+sin %Xj =(1+sin n)2 =1%=1.
X—2~

Por tanto, la funcion es continua en todo el intervalo [1, 2].

b) También es derivable en el intervalo (1, 2), pues la funcion derivada siempre esta definida.
La derivada se hace como sigue:

X X
f(x)=(1+sin“—2"] = In f(x):ln(1+sin%xj =x|n(1+sin%xj -

T cos™ x *cos ™ x
f(X):In(1+sinﬁ—xj+x2—2)( = f'(x)= In(1+sinn—xj+2—§ (1+sinn—x) :
f(x) 1+sin™ 1+sin% 2

X
Por tanto, la funcién dada, f(x)= (1+sin %Xj , cumple las hipdtesis del teorema de Cauchy:

es continua en el intervalo [1, 2] y derivable en (1, 2).
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Como cumple el teorema del valor medio en el intervalo [1, 2], entonces:
. existe un punto o, (1, 2) tal que

f(Z; 1f(1)_f(1) Tz_f(al):f((xl)——2<0

. existe un punto a, € [ j tal que

1@/2)-10) _ ¢ (o) — L, 22371 f'(ay) = f'(a;) = 0,62>0.
§_1 0,5
2

Por tanto, existen dos puntos a1 y a2 del intervalo (1, 2), en los que la funcién continua f’(x)
toma distinto signo: f’(a;) <0; f'(a,) > 0. Luego, por el teorema de Bolzano aplicado a
f’(x), existira un punto a, comprendido entre ellos, tal que f'(a)=0.

— El teorema del valor medio (incrementos finitos; de Lagrange) dice:
Si f(x)es continua en [a, b] y derivable en (a, b), entonces existe algin punto a € (a, b) tal

quew_f()

— El teorema de Bolzano dice:
Si f(x) es una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b] y toma valores de distinto signo

en sus extremos ( f(a) <0< f(b) o f(a)>0> f(b)), entonces existe algin punto ¢  (a, b)
tal que f(c)=0.

Observacion: Como la funcién derivada es continua en el intervalo [1, 2], aplicando el
teorema de Bolzano a f'(x), pues f'(1) = (In(2)+0)-(2)1 =2In2>0y
f(2) =(In(1)-2)1* =—2<0 = existira un punto o (1, 2), tal que f'(ct) =0.
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53. Navarra, ordinaria 2020
7} Sea la funcién f(:r) = (x -+ 3)”‘“3 In (mﬂ —z+ 2).

a) Demuestra que la Tuncion es continua en el intervalo [—1,0].

(1 punto)
) Demuesira que existe & € (-1, () tal que (o) = —In 2. Enuncia los resultados

tedricos empleados v justifica su uso.

Solucion:

a) La funcion, potencial—-exponencial—logaritmica, f (x) = (x+3)™"™ In (x2 —X+ 2) esta
definida para todo x e [-1, O], pues:

. labase (x+3) es positiva:

. el exponente sin(nx) esta definido;
. y,como x*>—x+2>0 siempre, In(x2 —x+2) también esté definido en [-1, O].

Por tanto, es continua en el intervalo [-1, 0].

b) También es derivable en el intervalo (-1, 0), pues la funcion derivada siempre esta

definida: la funcién derivada no estaria definida si x*> —x+2<0, pero se ha descartado
anteriormente.

Por tanto, la funcion dada cumple las hipotesis del teorema de los valores intermedios
(Lagrange): es continua en el intervalo [1, 2] y derivable en (1, 2), luego existe un punto

ae(-1, 0) tal que

f(—l)—f(O)_ ,
o @

Como
f(=1) = (~1+3)"7 In((-)*-(-)+2)=2"In4=In4 y

£(0)=(0+3)"%In(2)=3"I2=In2,

entonces:
In 4
In4-In2 . 2 .
——=f()=—==f () =-In2=f"(a).
T = @=—2=1(@ (@)
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54. Navarra, ordinaria 2020

P8) Encuentra los dos puntos en que se cortan las gréficas de estas dos funciones:

fz) =sin(nz) y glz) = 2° ~ & |

Calcula el area de la region del plano encerrada entre ambas grificas. (2.5 puntos)
Solucién:
Las gréficas se cortan en las soluciones de f(x)=g(x) - sin(nx) = ‘xz - x‘ :

La funcion f(x)=sin (nx) es periodica de periodo 2 y toma valores no negativos entre 0y 1,
pero nunca mayores que 1.
La funcion g(x) = ‘xz — x‘ nunca toma valores negativos y toma valores mayores que 1 a

1+J§

2
Por tanto, las soluciones de sin(nx) = ‘xz — x‘ hay que buscarlas en el intervalo

1+J§
>

Esas soluciones, que se obtienen probando, sonx =0y x = 1.
Sus graficas pueden trazarse con cierta facilidad:

f (x) =sin(nx) es una contraccién de la funcién g =[x~
y =sinx, la primera de periodo 2, la segunda de

partir de x>

0<x<

periodo 2x; g(x) = ‘xz —x‘ se traza dando algunos

valores. ! Y 1
La region comprendida entre ellas se ha sombreado. 1 0 N
Su area viene dada por la integral definida: S(x) =sig ()

Y 2 -1 & H=x—x \/
j (sm(nx)—(x—x ))dx = . =

0

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

ANALISIS (Selectividad 2020) 51

55. Pais VVasco, ordinaria 2020
Ejercicio A3

Dada la funcién f(z) = az® + bx?® + e, obtener los valores de a, by ¢ para que su
grafica pase por (0,2) y tenga un extremo en (1, —1). ;Tiene f més extremos 7
Solucion:

f(x)=ax®+bx®+c = f'(x)=3ax*+2bx = f”(x) =6ax+2b.

Por pasar por (0, 2), f(0) =2 = 2= C.
Por pasar por (1,-1), f(1)=-1 = -1=a+b+c.
Por extremoen (1, -1), f')=0 = 0=3a +2b.
Resolviendo el sistema (por Gauss):
2=cC 2=c¢C 2=cC c=2
-l=a+b+c=><{-1l=a+b+2= -l=a+b+2=4 a=6.
0=3a+2b 0=3a+2b E3-3E2| 3=-b-6 b=-9

Por tanto, la funcién es f(x)=6x°—9x°+2.

Como f’(x) =18x* —18x :18x(x—1) =0 six=00x=1, en ambos puntos pueden darse
extremos.

Aplicando el criterio de la derivada segunda, f™(x)=36x-18,

« como f7(0)=-18<0 = en x =0 se tiene un maximo relativo, punto (0, 2);

« como f7(1)=18>0 = en x =1 se tiene un minimo relativo, punto (1, -1).

56. Pais Vasco, extraordinaria 2020
Ejercicio B3
Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f (x) = x?¢®*. Encontrar

sus extremos.
Solucién:
Derivando e igualando a 0 se tiene:

f(x)=x%€" = f'(x)=2xe"* +x*-26* :2e2X<x+x2) = 2e2x(x+ xz):O:{

x=0
x=-1
Por tanto:

« si x<-1,como f’(x)>0 = lafuncion es creciente;

« Si —1<x<0,como f(x)<0 = lafuncion es decreciente;

« Si x>0,como f’(x)>0 = lafuncion vuelve a ser

creciente. 3
Luego:

« Enx=-1 se tiene un maximo (la funcién crece a su
izquierda y decrece a su derecha). Punto (-1, e2).

« Enx=-1 se tiene un minimo (la funcion decrece a su
izquierda y crece a su derecha). Punto (0, 0). 1

Su gréfica (que no se pide) es la adjunta.
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57. Pais Vasco, extraordinaria 2020
Ejercicio A4

52

Representar la region finita del plano limitada por la curva y =3—x? y por la recta y = 2x.

Calcular su area.

Solucion:
Las curvas dadas son una parabola y una recta; pueden 41 /
dibujarse calculando algunos de sus puntos. V= 2y
Parabola, y =3—x?: 9
Recta, y =2x:
(0, 0); (2, 4). -4 -3 -2 -1 1 3 4
Las graficas se cortan en las soluciones de la ecuacion 7
3-x*=2x=x*+2x-3=0 = ~2 a2
244/ -3 -3 1 y=2-x
x:ﬂ: — puntos (-3, —6) y (1, 2). |
2 1 -4
-5
El area de la region sombreada viene dada por la integral ry
definida: 7.
1 1
3—x%)-2x dx:J 3-2x—x?)dx =
L ((3-x)-2x)ax= [ )

3 1
=ax-x-X| =311 (9-919)=3
3], 3 3
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