ALGEBRA (EBAU-EVAU 2020) 1

ALGUNOS PROBLEMAS DE ALGEBRA PROPUESTOS EN LAS PRUEBAS DE
EBAU-EVAU-PEBAU... DE 2020

1. Andalucia, ordinaria 2020
Ejercicio 7. (2,5 puntos)

111 a X
Considera A=|1 0 1|, B=|2a|y X=|Yy].
4 1 4 3a Z

a) Discute el sistema dado por AX =B, segun los valores del parametro a. (1,25 puntos)

b) Para a = 0, resuelve el sistema dado por AX =B. Calcula si es posible, una solucién en la
que y+z=4. (1,25 puntos)

Solucién:

a) El rango de la matriz de coeficientes es 2, pues la matriz A tiene dos columnas iguales, pero

el menor

1
‘zlio.
0

11 1 a
Hay que estudiar el rango de la matriz ampliada, M ={1 0 1| 2a|.
4 1 4| 3a

11 a
El menor [My|=|1 0 2aj=-2a+5a+a=4a — soloseanulasia=0.
4 1 3a

Por tanto:
. Sia=0,elrango de M = 3, mientras que r(A) = 2. El sistema sera incompatible.

11 10
. Sia=0,setendrd: A=|1 0 1| 0|=M .Como ambas matrices tienen rango 2, el
4 1 4]0

sistema sera compatible indeterminado (y homogéneo).

X+y+z=0
b) Para a = 0, resulta un sistema compatible indeterminado: X+z2=0
4x+y+4z=0
Sobra una ecuacion; luego queda:

X+y+z2=0 X+y-x=0 y=0
= =
X+2=0 z=—xT Z=—X

X=t
=4y=0.
z=—t
Si se desea que y+z =4, entonces, la solucion sera:y=0;z=4y x = 4.
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2. Aragon, junio 20

1 0 3 0 21 -1 1
2) Dadas las matrices A= , B= y C= :
-1 0 1 0 1

/ 1
a) (7 punto) Calcule, si es posible, (44 'BIT .

~13 . . 16
b) (1 punto) Compruebe que, C'~ = I, donde I es la matriz identidad, y calcule Cc.
Solucion:

01
o (1 0 3) (3 4
a) (A-B)—(_l . Ji 2_(1 o]'

- t 3 4 - - - - - - 3 4
La matriz (A-B )= 10 es inversible, pues tiene determinante distinto de O: 10 =—4.

. . .. (3 4)\(a b 10
Su inversa puede calcularse resolviendo la ecuacion | = —
1 0)lc d 01
3a+4c=1 4c=1 c=1/4
3a+4c 3b+4d 10 a=0 a=0 a=0
= - j— - .
a b 01 3b+4d =0 3+4d =0 d=-3/4

Luego, (AB')" {15) 4 —31/ 4)

Es facil comprobar que (A-Bt )( AB! )_l =1 >

(A'Bt)'(A'Bt)_lz(i 3]{1?4 —31/ 4]:[51) cl)j

5 c2_ -1 1)(-1 1)_(0 - e 0 1)1 1) (1 0)
-1 0)l-1 o) |1 - 1 -1/l-1 o) lo 1
Como,
5 -1 1
016=015-C=(c3) -C:I5-C:C:[ J
10
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3. Aragdn, ordinaria 20

3) Resuelva el sistema matricial
7T 6 -1
2X+3F = [ ]

14 3 7
Solucién:
Puede resolverse aplicando el método de Gauss (reduccion):
En esquema:
X -2Y = A X -2Y =A X=A+2Y
= = 1 .
2X+3Y =B ~E2-2EL(7Y =B-2A " |Y =2(B-2A)

Esto es:
1[(7 6 -1 0 3 3
Y =—- -2 =
7114 3 7 0 20
Y_176— 0 6 6)] 1(7 0 -7) (1 0 -1}
“71\14 3 7)o 4 0) 7\14 7 7) 21 1)
0 3 3 10 -1 (2 3 1
X = +2- = .
0 2 0 2 1 1 4 0 2

4. Asturias, ordinaria 2020

Bloque 1.A Un estudiante ha gastado 57 euros en una papeleria en la compra de un libro, una
calculadora ¥y un estuche. Sabemos que el libro cuesta el doble que el total de la calculadora y el
estuche juntos.

a) ;jEs posible determinar de forma tnica el precio del libro? ;Y el de la calculadora? (1.25 puntos)
b) Ademss, si los precios del libro, la calculadora y el estuche hubieran sido, respectivamente, un
50 %, un 80 % y un 75% de los precios iniciales de cada articulo, el estudiante habria pagado un
total de 34 euros. Calcula el precio inicial de cada articulo. (1.25 puntos)
Solucion:
a) Si x, Y, z son los precios del libro, calculadora y estuche, respectivamente, entonces deben
cumplirse las ecuaciones:

X+y+2=57 X+y+z=57 X+y+z=57 X =38
= = .
x=2(y+2) x—2y—-2z=0 E2+2E1| 3x=114 y+z=19
El libro cuesta 38 €.

El precio de la calculadora no puede determinarse. La suma de los precios de la calculadora 'y
del estuche asciende a 19 €.

b) A partir de los porcentajes indicados se obtiene otra ecuacion, que es:
0,50x+0,80y+0,752=34 — (x=38) >
— 0,50-38+0,80y+0,75z=34=0,80y+0, 752 =15

Queda un nuevo sistema:
{y+ z=19 >y=19-72

= 0,80(19-2)+0,752=15 = —0,052=-0,2=z=4;y = 15.
0,80y+0,75z =15
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5. Asturias, ordinaria 2020

m 1 3 2 2
Bloque 1.B Dadas las matrices A = 1 m 2 B= 10
I m 3 -1 2

a) Discute el rango de A segtn los valores de m € IR. (1 punto)

b) ;Qué dimensiones ha de tener la matriz X para que sea posible la ecuacién A - X = B?
(0.5 puntos)

c) Calcula la matriz X del apartado anterior para m= 0. (1 punto)
Solucion:
a) El rango de una matriz es el orden del mayor menor no nulo.
m 1 3
Se hace el determinantede A=| 1 m 2|.
1 m 3
m 1 3
|A=[1 m 2/=m’-1, queseanulasim==*1,
1 m 3
Por tanto,

. Sim# %1, como |A/=0, el rango de A serd 3.

« Sim= =1, como el menor

2
3‘ =10, el rango de A sera 2.

b) El producto de matrices puede hacerse en estas condiciones: A, ,-X ., =B, . Las

columnas de la primera matriz deben coincidir con las filas de la segunda. La matriz producto
tiene las filas de la primera y las columnas de la segunda.

Por tanto, para que pueda plantearse la ecuacion Ag-X ., = Bs,,, la matriz X debe ser de
tamarfio 3 x 2.

c) Si existe la matriz inversa de A, que sucede si m = 0, entonces:
AX=B = X=A1B.

01 3 (A)t
Célculo de lainversade A=|1 0 2| - At=>""":con|A=-1
1o 3 A
0 -1 0 ( )t 0 3 -2
La matriz de los adjuntoses: A; =/ -3 -3 1 |= A= A =1 3 -3
2 3 -1 0 -1 1

Por tanto:
0 3 -2\(2 2 5 -4
X={1 3 31 0|=|8 -4
0 -1 1){-1 2 -2 2
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6. Baleares, ordinaria 2020, opcion A
1. Donat el sistema d’equacions lineals

r4+y=1,
ar+z =0,

r+(14+a)y+az=a+1,

determina el parametre a, i resol sempre que es pugui, de manera que el sistema:

(a) tengui solucid tinica, (4 punts)
(b) tengui infinites solucions, (4 punts)
(¢) no tengui solucid. (2 punts)
Solucion:
Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada,
1 1 0] 1

A=la 0 1] 0 |=M
1 1+a ala+l

Si r(A) = r(M) = 3 — sistema compatible determinado: solucién Gnica.
Sir(A) = r(M) < 3 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.
Sir(A) <r(M) — sistema incompatible: no tiene solucién.

El determinante de A vale,

1 1 0
A=la 0 1 :—(1+a)—(a2—1)=—(a2+a) sseanulasia =-100.
1 1+a a
Con esto:

« Sia#-1y0,r(A) =r(M) =3 — sistema compatible determinado: solucién Unica.

. Sia=-1,
1 1 0|1
A=|-1 0 1| 0|=M — puede observarse,en M, F3=—F2 = r(A) =r(M) = 2.
1 0 -10
En este caso, la segunda y tercera ecuaciones estan repetidas. El sistema es compatible
) . . Xx+y =1
indeterminado, equivalente a .
{—x +2=0
. Sia=0,
1 1 01
A=|0 0 1| 0|=M — puede observarse,en M, F3=F1 = r(A) =r(M) = 2.
1 1 01
En este caso, la primera y tercera ecuaciones estan repetidas. El sistema es compatible

+y =1

. . ) X
indeterminado, equivalente a { 0"
=
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Por tanto, se concluye:
(@) El sistema tiene solucion Unicasia# -1y 0,
Su solucién puede calcularse por Cramer.

1 1 0 1 1 0
0 0 1 a 0 1
a+l l+a a 0 1 a+l a -a’-a
= = =0;y= = =1;
1 1 O —a’-a 1 1 0 -a’-a
a 0 1 a 0 1
1 1+a a 1 1+a a
1 1 1
a o0 0
1 1+a a+l] 0 0
1 1 o _a2-a
a 0 1
1l 1+a a
(b) El sistema tiene infinitas solucionessia=-10a=0.
x=t
. . . Xx+y =1 y=1-X
Sia=-1, el sistema es equivalente a = =Jy=1-t.
-X +z2=0 Z=X
z=t
x=t
. . . X+y =1 y=1-X
Sia =0, el sistema es equivalente a O:> 0 =qy=1-t.
= =
z=0

(c) El sistema nunca es incompatible.
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7. Canarias, ordinaria 2020, grupo A

k 0 1
2. DadalamatrizA=|0 k-1 k- 1)
k 1 k—3

a. Halle los valores del parametro k para los que la matriz A tiene 1pto
inversa.

b. Tomando el valor k = —1 en la matriz A, calcule la matriz X que

1.5 ptos
verifica que: A - X = 24 - [;, siendo I; la matriz identidad de orden 3.

Solucién:
a) Una matriz tiene inversa si su determinante es distinto de 0.
Para facilitar los calculos se extrae k de la 12 columna y k — 1 de la 22 fila.

k 0 1 10 1
|Al=0 k-1 k-1=k(k-10 1 1 |=k(k-1)(k—3-1-1) = k(k—-1)}{k—5).
k 1 k-3 1 1 k-3

Luego, |[A|=0sik=0,105.
Por tanto, siempre que k sea distinto de 0, 1 y 5, la matriz tendra inversa.

c) Para k = -1 la matriz A es invertible, entonces:
AX =241; = X = A1241, = 24{ A1) = 24A7".

-1 0 1 ( )t
Parak =—1, lamatrizes A=| 0 -2 -2|.Suinversaes A= ?Aj\| ;con |Al=-12.
1 1 -4
10 2 -2 (A)t 1 10 1 2
La matriz de los adjuntoses: A; =/ 1 5 1 |= A_lz_—ljzz_ﬁ' 2 5 -2].
2 -2 2 -2 1 2
Por tanto:
10 1 2 10 1 2 -20 -2 -4
X :24-(—ij- 2 5 2|=-2{2 5 -2|=| -4 -10 4
-2 1 2 -2 1 2 4 -2 4
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8. Canarias, ordinaria 2020, grupo B

2. Una pequefia bomboneria tiene en su almacén 24 kg de chocolate y 60
litros de leche, con los que elabora tres productos distintos: cajas de
bombones, tabletas de chocolate y paquetes de chocolate en polvo. Del
resto de los ingredientes se tienen reservas suficientes.

Se sabe que las cajas de bombones requieren 2 kg de chocolate y 6 litros
de leche, las tabletas de chocolate requieren 4 kg de chocolate y 4 litros
de leche, y cada paquete de chocolate en polvo requiere 1 kg de chocolate
v 4 litros de leche. Se quiere fabricar un total de 12 unidades y con ello se
consume todo el chocolate y toda la leche almacenados. ;Cuantas
unidades deben fabricarse de cada tipo de producto?

Solucién:
Si se fabrican x cajas de bombones, y tabletas de chocolate y z paquetes de chocolate en
polvo, entonces, con los datos del enunciado deben cumplirse las siguientes ecuaciones:

— Chocolate: 2x+4y+z=24.

— Leche: 6x+4y+4z=60.

— Unidades: x+y+z=12.

Queda el siguiente sistema, que resolveré por Gauss:

X+y+z=12 X+y+z=12 X+y+z2=12
2X+4y+21=24 = E2-2E11 2y-z2=0 = 2y—-2=0
6x+4y+4z=60 E3-6El|-2y-2z=-12 E3+E2|-3z=-12=127=4

Sustituyendo en las demas ecuaciones: y = 2; x = 6.

2.5 ptos

9. Cantabria, ordinaria 2020
Ejercicio 1 [2.5 PUNTOS]

Considera la ecuacion AX A' = Bendonde A — (_12 {1]) B = (_“] g) .y A" denota traspuesta de A.

1) [0.5 PUNTOS] Despeja la matriz X en la igualdad dada.
2) [0.5 PUNTOS] Comprueba que A es invertible y calcula su inversa.
3) [0.5 PUNTOS] Comprueba que (A~1)f = (A!)~!

4) [1 PUNTO] Calcula X .

Solucion:
1) Tanto la matriz A como su traspuesta son invertibles: tienen determinante distinto de 0. Por
tanto, puede despejarse utilizando la inversa:

AXA =B = A’l(AXAt)(At)_l:A’lB(At)_l = X :A’lB(At)_l.

(Aij)t_
A

-2 0
2) Como |A| :‘ . 1‘ =-2%0, lamatriz A es invertible. Su inversaes A™ =
1 -1 1 0
La matriz de los adjuntos es: A; = —oatoL .
0 -2 2{-1 2
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-2 1 -1 1 -1
3) Lainversade A' = es (At) __L .
0 1 2\0 -2

Efectivamente, se cumple que (At )_l = (Afl)t .

-1 1 0 0 2 1 -1
4) X :A‘lB<At) — x=-1 ; [-L) =
2\-1 -2){-1 2 2\0 -2
1(0 2 )1 -1) 1(0 -4
= X == =— .
42 6){0 -2) 4{2 10
10. Cantabria, ordinaria 2020
Ejercicio 5 [2.5 PUNTOS]
Enunjuego de mesa se pueden comprar tanques, submarinos y aviones por 1, 3 y 5 diamantes, respectivamente.

El rival ha gastado 41 diamantes. Sabemos que tiene €l doble de submarinos que de tanques, y que el niimero
de submarinos mas el de aviones es 10.

1) [1 PUNTO] Con la informacién dada, plantea un sistema de ecuaciones para hallar el niimero de tanques,
submarinos y aviones que tiene el rival.

2) [0.5 PUNTOS] Clasifica el sistema.
3) [1 PUNTO] Resuelve el sistema.

Solucién:
1) Sean x, y, z los valores que indican el nimero de tanques, submarinos y aviones
comprados, respectivamente. Con esto:

X+3y+5z2=41; y=2x; y+z=10

X+3y+5z2=41
Se tiene el sistema: 1 2x—y =0 .
y+z=10

2) Como el determinante de la matriz de coeficientes no es nulo, el sistema es compatible
determinado.

1 3 5
Enefecto, |2 -1 0[=-1-6+10+%0.
0 1 1

3) Aplicando transformaciones de Gauss:

X+3y+5z=41
2x-y =0 =
y+z=10
E1-5E3|[x—-2y =-9 X—2Y =-9 X—2y=-9—>x=3
2x—-y =0 = E2-2E1l 3y =18 =< y=6
y+z=10 y+2z=10 y+z=10>z=4
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11. Castilla La Mancha, ordinaria 2020

1. a) [1,25 puntos| Determina razonadamente los valores de a para los que la matriz A no tiene
inversa

1 a+1 2 1
0 2 1 a
A= a 0 10
a 0 2 0

b) [1,25 puntos| Calcula razonadamente todos los posibles valores x,y, » para que el producto de

las matrices C' = (; 1) yD= (‘i _1) conmute.

Solucién:
a) Una matriz es invertible si su determinante no vale 0.
Lo desarrollo por la tercera fila:

1 a+1 2 1
0 2 1 a a+l 2 1 1 a+1 1
A= + 0 1 0°% 2 1 a|+1{0 2 a| =(Desarrollados por la fila 3%) =
0 20 |a 0 O
a 0 20

= —2a<a2 +a—2)+a(a2 +a—2) = —a-(a2 +a—2) =-a{a-1)(a+2)

Este determinante se anulasia=0,a=10a=-2.
Por tanto, la matriz no tiene inversa para esos valores de a.

x 1)/(3 1 3 1)\x 1
b) Se desea que C-D =D-C. Esto es: ( ](1 J:(l J[ ] =

y ¢ y z
3X+1=3x+y—>y=1
3x+1 x-1 3X+y 3+z X-1=3+2
= = = (comoy=1)=
3y+z y-z X-y 1-z 3y+z=X-Yy
y—z=1-z
x=t
E2|(x-1=3+z2 .
= — z=X—4.Haciendox=1t: ¢ y=1 .
E3|3+z=x-1 S —t_4

t 1
Luego, C = .
1 t-4
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12. Castilla La Mancha, ordinaria 2020

2. a) [1,75 puntos] Discute el signiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del pardmetro a € R:

ar —ay —z
ar —ay
ar +2y —=z

b) [0,75 puntos] Resuelve razonadamente el sistema anterior para a = 2, si es posible.
Solucidn:
a) Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada,

[t

o .

1

a -a -1l a
A=|la -a 0O|a|=M
a 2 -11

Sir(A) =r(M) = 3 — sistema compatible determinado: solucion Unica.
Sir(A) =r(M) < 3 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.
Sir(A) <r(M) — sistema incompatible: no tiene solucion.

El determinante de A vale,

a -a - a -a -
|Al=la —-a 0|=F2-F1j0 0 1|=-2a-a’=a(a+2)>seanulasia =00-2.
a 2 - a 2 -
Con esto:

« Sia#0y-2,r(A) =r(M) =3 — sistema compatible determinado.

. Sia:O,
0 0 -10
A=/0 0 0]|0|=M — como lasegunda filaes nula= r(A) =r(M) = 2.
0 2 -11

En este caso, el sistema es compatible indeterminado.

. Sia=-2,
2 12 1 2 2 -1 -2
A=|-2 12 0|-2{=M —comoel menor [M,[=2 0 -2/=-4+6+4%0 =
22 -1 2 -1 1

= r(A) = 2, r(M) =3. En este caso, el sistema es incompatible.

2X—-2y—-71=2
b) Si a = 2, el sistema es compatible determinado: < 2x-2y =2.
2X+2y—z7=1
Por el método de Gauss:
2X—2y—2=2 E1-E2 -2=0 z=0 z=0
2x-2y =2& 2Xx—-2y =2=>ix=1l+y=< x=3/4 .

2X+2y-z=1 E3-E2| 4y-z=-1 4y =-1 y=-1/4
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13. Castilla—Leo6n, ordinaria 2020
E1.- (Algebra)

x—v+az=0
Se considera el sistema de ecuaciones lineales: x—z =10
2x +ay—2z=20
a) Estudie la existencia v nimero de soluciones segin los valores del parametro real a.
(1.2 puntos)
b) Resuélvalo. si es posible, para el valor del parametro a = —1. (0,8 puntos)

Solucién:

a) Puede observarse que el sistema es homogeneo; por tanto, siempre es compatible.
« Compatible determinado, con solucion la trivial, si el determinante de la matriz de
coeficientes es distinto de 0.

. Compatible indeterminado, con infinitas soluciones en otro caso.

1 -1 a
Como |[Al=]1 0 -l=a+a’=a(l+a) >seanulasia =-100.
2 a -2

Con esto:
« Sia#-1y0, comor(A) =r(M) =3 — sistema compatible determinado.
Con solucion x=y=2z=0".

x-y =0
. Sia=0,elsistemaesequivalentea {x —z=0.
2x —22=0

Puede verse que las dos Ultimas ecuaciones estan repetidas. Por tanto, el sistema tendra
infinitas soluciones.

X=t
El sistema queda equivalente a: {X Y= 0. Su soluciénes: sy =t.
X—z=0 St
X-y—-2=0
« Sia=-1, el sistemaes equivalentea { x —-z=0
2X—-y—-2z=0
Como se observa facilmente, la tercera ecuacion es suma de las dos primeras. Por tanto, queda

X—y—-z=0

equivalente a: {
x—2=0

X
-y-z=0 -y-x=0 =0

b) Cuya solucion es: {X ) :{X y=x :{y —>y=
z
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14. Castilla—Leo6n, extraordinaria 2020
E2.- (Algebra)

Sea lamatriz 4 = (?}1 0)

n
a) Encontrar los valores de m y n para que se verifique:
A2 = A" (A* = la traspuesta de A). (1,2 puntos)
b) ; Para qué valores de m y n la matriz A no es invertible ? (0,8 puntos)
Solucion:

) [1 Oj[l oj ( 1 0]_ . [1 mJ
a) A° = : = , [V A= :
m n/im n m+mn n 0 n

C A2 pt 0=m m=0
Si A=A = =

n%=n n=Ln=0

b) La matriz A no es invertible si su determinante vale 0:

1
A=

=n — No es invertible sin = 0.
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15. Catalufia, ordinaria 2020
2. Considereu el sistema d’equacions lineals segiient, que depén del parametre real & :

5x+y+4z=19
kx +2y +8z=128
Sx+y—kz=23+k

a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre k.
[1.25 punts]

b) Resoleu. si és possible. el sistema per al cas k = 0.
[1.25 punts]

Solucién:
a) Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada,
5 1 4 19 5 1 4 19
A=k 2 8| 28 |=M — simplificamos: A= k 2 8 28 |=M.
5 1 -k| 23+k F3-F10 0 -k-4|4+k

Sir(A) =r(M) = 3 — sistema compatible determinado: solucion Unica.
Sir(A) = r(M) < 3 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.
Sir(A) <r(M) — sistema incompatible: no tiene solucion.

El determinante de A vale,

5 1 4
|Al=lk 2 8 |=—(10-k)(k+4) - seanulasik =-4010.
0 0 k-4
Con esto:
« Sik#-4y10, r(A) =r(M) = 3 — sistema compatible determinado.
« Sik=-4,
5 1 4/19
A=|-4 2 8|28 (=M —r(A)=r(M)=2.
0 00O
En este caso, el sistema es compatible indeterminado.
. Sik=10,
5 1 419! 1 4 19
A=|10 2 8 28§ =M —comoel menor |[M,|=|2 8 28=504-644+=0=
0 10 -14| 14! 0 -14 14

= r(A) = 2, r(M) =3. En este caso, el sistema es incompatible.

b) Si k =0, el sistema es compatible determinado.
SX+y+4z=19

Tras la simplificacion inicial queda: ¢ 2y+8z =28
—-47=4

Se resuelven despejando z en la tercera ecuacién y sustituyendo. ..
Susoluciones: z=-1;y=18; x=1.
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16. Cataluiia, extraordinaria 2020

a -3 0
4. Siguila matriu A=| 4 g-7 1 |, en queaésun parametre real.
1 -1 -1

a) Estudieu el rang de la matriu A per als diferents valors del parametre a.
[1.25 punts]

b) Comproveu que per a a = 4 la matriu A és invertible i que es verifica que A™' = A%
[1,25 punts]
Solucidn:

a) El rango de una matriz es el orden del mayor menor no nulo.
El determinante de A vale,

a -3 0
|Al=4 a-7 1|=a(-a+7+1)+3(-4-1)=-a’+8a—15 — se anulasi
1 -1 -1
4o —8++64—-60 _ 82 :{3.
-2 -2 5
Con esto:
- Sla#3ys5rA)=3.
3 3 0
. Sia=3= A=|4 —41 — su rango es 2; el menor j 2 =-3=0.
1 -1 -1
Puede observarse que las columnas 1% y 22 estan “repetidas”: C1=-C2.
5 3 0
. Sia=5= A=|4 —21 — su rango es 2; el menor j 2 =-3=0.
1 -1 -1
Puede observarse que F3=F1-F2.
4 -3 0
b) Paraa=4lamatriz A=| 4 -3 1 |esinvertible yaque |A/=1+0.
1 -1 -1
t
Suinversaes A = (TE\R ,siendo (A; )= Adj(A).
4 5 -1 4 -3 -3
A=-3 4 1|= A'=|5 -4 -4/
-3 4 0 -1 1 0

4 -3 04 -3 0) (4 -3 -3
A2=|4 -3 114 -3 1|=|5 -4 -4
1 -1 -1){1 -1 -1) (-1 1 o0

Efectivamente, AL = A%, (También se podriaver que A>=1 —» AA1=AA? < =A%)
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17. Comunidad Valenciana, ordinaria 2020

1 2
Problema 4. Se dan las matrices A = ( b 0) yB = (:i g _21) que dependen del parametro real b.
-1 2
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Los valores de b para que cada una de las matrices AB v BA tenga inversa. (3 puntos)
b) Los valores de b para que la matriz AT A tenga inversa. siendo AT la matriz traspuesta de A. (3 puntos)
¢) Lainversade ATA . cuando dicha inversa exista. (4 puntos)
Solucion:
1 2 -3 2b O 1 2
-1 0 2 -1 0 2 -3 2
a) AB=|b 0} -|-b 0 2b|;BA= 'b 0= .
-1 b - -1 b - b? -4
-1 2 -1 2b -4 -1 2
. Una matriz tiene inversa siempre que su determinante sea distinto de 0.
A0 0 2b b 2b
|AB|=|-b 0 2b|=-3 ~2b =12b? —12b% =0 — nunca tiene inversa.
2b -4 -1 -4
-1 2b -4
-3 2 2 . . . 2
|B-A = ) —12-2b% > tiene inversasi 12—2b% 20 =b = +/6 .
1 2 5 b 3
1 b -1
b) AAT=[b 0} =|b b% -b]|.
2 0 2
-1 2 3 b 3
5 b 3
‘A-AT‘: b b> -b :5-(2b2)—b-(6b)+3-(—4b2) ——8b? — tiene inversa si b # 0.
3 b 3
1 b -1 12 2
AT_A:(Z X 2)_ 5 o :(b +2 oj.
19 0 8
2
‘AT -A‘ = ‘b +2 g = 8(b2 + 2) , que es distinto de 0 para cualquier valor de b.

0
2
Luego, AT-A=£b gz ZJ siempre tiene inversa.

()

¢) Como la inversa de cualquier matriz Aes A™ = |A|

, siendo (Aij ) = Adj(A), se tendra:

_ 8§ 0 - 1 (8 0
e R T L N R s IO
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18. Comunidad Valenciana, extraordinaria 2020

1 2 0
Problema 4. Sea A = [0 1 {]l.
0 2 1
Obtener razonadamente. escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La justificacion de que A tiene inversa y el calculo de dicha matriz inversa. (3 puntos)
b) Dos constantes a, b de modo que A~ = A% + aA + bl. Se puede usar (sin comprobarlo)
que A verifica la ecuacion A3 — 342 + 34 — I = 0 siendo I la matriz identidad. (3 puntos)
X 0
¢) Elwvalor de A para que el sistema de ecuaciones (4 — AI) - [y] = {]l tenga infinitas soluciones. Para
z 0
dicho valor de A hallar todas las soluciones del sistema. (2+2 puntos)
Solucion:
a) La matriz A tiene inversa ya que su determinante es distinto de 0.
1 20
|Al=0 1 0]=1%0.
0 21
(A)
Suinversaes A = |AJ\| , siendo (Aﬁ)=Adj(A).
1 0 O 1 -2 0
A=l-21 2= A'=|0 1 0
0 0 1 0 -2 1

b) Si A*—3A%+3A—1=0 = | = A>~3A%+3A — (multiplicando por A1) -
AL :A‘l(A3—3A2+3A):>A‘l:A2—3A+3I —~a=-3:b=3.

X 0
c) El sistema (A—2l){y |=|0 | es homogéneo.
z 0
Para que tenga infinitas soluciones es necesario que su matriz de coeficientes (A—M ) tenga
rango menor que 3. Por tanto, su determinante debe valer 0.

1-A 2 0
A=| 0 1-» 0 |=0= (1-2)’=0=2a=L.
0 2 1-A
2y =0 Xx=nh
SiA =1, elsistemaqueda: < 0=0 =< y=0 — esun sistema con dos grados de
2y =0 z=t

indeterminacion.
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19. Extremadura, ordinaria 2020

2. Discuta en funcién del parametro A € R el siguiente sistema de ecuaciones: (2 puntos)

r + Ay — z =1
Az + Y =
(A+3)y — 2z =4
Solucién:
a) Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada.
1 A =11
0 A+3 2|4

Si r(A) =r(M) =3 — sistema compatible determinado: solucion unica.
Sir(A) =r(M) < 3 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.
Si r(A) <r(M) — sistema incompatible: no tiene solucion

1 Ao -1
El determinante de Avale: [Al=|-L 1 0|=-2-2(2))—(-A(A+3))=-A"+3h—-2 >
0 A+3 -2
_3+./0— 1
seanulasik:ﬂz :
-2 2
Por tanto:
« SiA#1y2,como |A| # 0, el sistema sera compatible determinado: r(A) = r(M) = 3.
-1 1
. Sia= -1 1) 0]1f|=M
| 2| 4

El rango de A es 2, pues

-1 1
0 4‘ =-4+0; el rango de M también es 2, pues la columna de

términos independientes repite los coeficientes la y.
En consecuencia, si A = 1, el sistema serd compatible indeterminado.

El rango de A es 2, pues

1 2
5 1‘ =5%0; el rango de M también es 2, pues

2 -1 1
1 0 2/=8-6-2=0 — puede observarse que C4=2C2+3C3.
5 -2 4

Como r(A) = r(M) = 2, el sistema sera compatible indeterminado.
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20. Galicia, ordinaria 2020

1. Nimeros y Algebra:

Sean Ay B las dos matrices que cumplen A + B = (g ?;) vA—B = (2 :3) Se pide:

a) Calcular A%2 — B2, (Advertencia: en este caso, 42 — B2 = (4 + B)(A — B).)
b) Calcular la matriz X que cumple la igualdad XA + (A + B)T = 21 + XB, siendo I la matriz identidad de orden
2y (A+ B)T latraspuestade 4 + B.

Solucion:

2 4 0 -4
a) A+B= y A—B= —

2 4 0 4 2 0 1 0
— (sumando ambas igualdades) 2A:( ]{ j:( ]:> A:( ]

0 0 4 -2 4 -2 2 -1
2 4) (0 -4 2 8 1 4
— (restando ambas igualdades) 2B = — = =B= :
0 0) (4 -2 -4 2 -2 1
Luego:
, (1 031 O 10 5 1 41 4 -7 8
2 -1){2 - 01 -2 1){-2 1 -4 -7
Por tanto:

g2 (L O) (7 8)_(8 -8
o 1) 4 —7) 4 8)
b) XA+(A+B) =21+XB = XA-XB=2l-(A+B) =

= X(A-B)=21-(A+ B)T = X = (ZI —(A+ B)T )-(A— B)_l, pues dicha inversa existe.

Adj(A-B))'
La inversa de la matrizA-B es (A- B)*l = (J|,(A—B|))

En este caso:
2 -4

A—B:[Z ::J;|A—B|=16;Adj(A—B)=[4 Oj:(A—B)‘E%(j 3).

Por tanto:

e JRE 9 I 946 26 Y
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21. Galicia, extraordinaria 2020
2. Nimeros y Algebra:

. . . o . (m+3)x — miy = 3m,
Discuta, segun los valores del pardmetro m, el siguiente sistema:

(m+3)x + my 3m+ 6.
Solucién:
Puede resolverse por reduccion (método de Gauss).
2
3)x—m?v =3 m+3)X—m°y =3m )
(m+ )X my=sm = ( ) ) — despejando en E2:
(m+3)x+my=3m+6  E2-El (m+m )y:6
6 6 . e
y= = — esta expresion no esta definidasim=0om = -1.

T m+m? m(m+1)

Sustituyendo en E2: (m+3)x+m: ::%m+6:>(m+3)x:3m+6—L =

m(m+1) m+1
2
= (m+3)x _3m”+9m = X= _3m(m+3) —> expresion que no esta definida si m = -1
m+1 (m+1)(m+3)
om=-3.
Por tanto:

« Sim#0,-1y-3no hay ninguna dificultad. El sistema es compatible determinado, con
solucidn Unica.

., , 3m(m+3
La solucion seria: x = ( ) sm .., __ 6

(mr)(m+3) m+1'’  m(m+l)

. Sim=0,el valor dey no tiene sentido (vale «): y = o El sistema serd incompatible.

« Sim=-1, serepite lo dicho: y= g El sistema también es incompatible.

. Sim=-3, el sistema es compatible indeterminado. Observa que si no se simplifica en la

. 0 . :
solucion general x = 0’ que es indeterminado.

. . [0Ox—9y=-9 X=t
El sistema seria: =

0x—-3y=-3 |y=1
Nota: La discusion puede hacerse también estudiando el rango de la matriz de coeficientes:

2 2
aA=|M*3 —m - A= m+3 -m :>|A|=(m+3)(m+m2)...
m+3 m F2-F1 0 m+m?
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22. La Rioja, ordinaria 2020
4.— (2 puntos) Sea la matriz

21

: m € R\ {0}.

a) Hallar o y B de tal forma que A% = oA + I, siendo I la matriz identidad.

b) Calcular A® utilizando la anterior identidad.

Solucion:
2 0 02 0O 4 00
aQ) A>’=|0 2 0}{O 2 0|=0 4 0
m 0 2)\lm 0 2 4m 0 4
2 00 100 200+ 0 0
aA+Bl=a{0 2 0|+p{0 1 OJ [ 2a+B 0
m 0 2 0 01 20+
Igualando ambas matricesseobtiene:{ =204p {4 ZOHB_)B
4m = mo a=4"T

Por tanto, A> =4A—41 .

b) A*=4A-41 = A*= P22 =(4A-41 |(4A-41) =4 (A—1 }(A-1)=2*(A*-2A+1).
Sustituyendo de nuevo A* =4A-41 = A*=2*(4A-41 -2A+1)=2"(2A-3l).
Luego: A° = A"A=4%(2A-31)-A=2"(2A° ~3A)=2* (8A-81 -3A) =2 (5A-8I).

Por tanto:
10 0 O 8 00 2 00 32 0 O
A=2*10 10 0|-|0 8 0Of||=16{ 0 2 O|=| 0 32 0
5m 0 10) (0 O 8 5m 0 2 80m 0 32
— De otra forma (mas répido):
4 0 04 0O 16 0 O
A*=A*A2=| 0 4 0[{ 0O 4 0|=| 0 16 O
4m 0 4){4m 0 4 32m 0 16
2 0 016 0 O 32 0 O
A=AA*=0 2 0}{ 0O 16 0= 0 32 0
m 0 2){32m 0 16 80m 0 32
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23. Madrid, ordinaria 2020

A.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Se considera el siguiente sistema de ecuaciones dependientes del parametro real a:
r+ay+z=a+1
—ar+y—z=2a
—y+z=a
Se pide:
a) (2 puntos) Discutir el sistema segln los diferentes valores de a.
b) (0.5 puntos) Resolver el sistema para a = 0.

Solucion:
a) Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada.

1 a 1]a+1
A=|-a 1 -1 2a =M
0 -1 1| a
Si rango de A =rango de M = 3 — sistema compatible determinado: solucion Unica.

Sir(A) =r(M) <3 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.
Si r(A) > r(M) — sistema incompatible: no tiene solucion

El determinante de A vale

|Al=a(a+1)
Seanulasia=00a=-1.
Con esto:

« Siaz0y-1= r(A) =3=r(M). El sistema sera compatible determinado.

« Si a=0, setendré:

10 1 10 1 1
A=/0 1 -1|; M=/0 1 -1 0
0 -1 1 0 -1 1 0

10
Como 0 1:1¢Oy|A|:0:>r(A):2.

Como la fila 22 y 32 de M son proporcionales: F3=—F2, entonces, el rango de M también es
2. Luego, el sistema sera compatible indeterminado.

« Si a=-1, setendra:

1 -1 1 1 -1 1 0
« A=|1 1 -1|; M=1 1 -1 -2
0 -1 1 0o -1 1 -1
Como ; 1]J=—1¢0 y|Al=0=r(A)=2.
1 -1 0
Pero,como el menor M; =1 1 -2/=-3-1#0 =r(M)=3.
0 -1 -1

En este caso, el sistema sera incompatible.
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b) Para a = 0 el sistema es compatible indeterminado. Resulta equivalente a:

X+z=1
X+z=1 Xx=1-12
y-z=0 < = .
y-z=1 y=1+z
-y+z=0
x=1-t
Haciendo z =t se obtiene la solucion: < y=t
z=t

24. Madrid, ordinaria 2020

B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Segun informa la Asociacion Empresarial de Acuicultura de Espana, durante el afio 2016 se comercializaron
en Espafa doradas, lubinas y rodaballos por un total de 275.8 millones de euros. En dicho informe figura que
se comercializaron un total de 13740 toneladas de doradas y 23440 toneladas de lubinas. En cuanto a los
rodaballos, se vendieron 7400 toneladas por un valor de 63.6 millones de euros. Sabiendo que el kilo de dorada
fue 11 centimos mas caro que el kilo de lubina, se pide calcular el precio del kilo de cada uno de los tres tipos de
pescado anteriores.

Solucion:

Sean X, v, z los precios por kilo de dorada, lubina y rodaballo, respectivamente.

Con los datos del enunciado se obtiene:

13740000x + 23440000y + 7400000z = 275800000 — 1374x + 2344y + 740z = 27580
7400000z = 63600000 — 740z =6360 — z=8,59 €.
1374( y +0,11) + 2344y + 6360 =27580 = 3718y =21068,86 = y=5,67 €.

Luego, x =5,78 €.

25. Madrid, extraordinaria 2020
A.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Sea A una matriz de tamano 3x4 tal que sus dos primeras filas son (1,1,1,1) y (1,2,3,4), y sin ningun cero en

la tercera fila. En cada uno de los apartados siguientes, se pide poner un ejemplo de matriz A que verifique la
condicién pedida, justificandolo apropiadamente:

a) (0.5 puntos) La tercera fila de A es combinacion lineal de las dos primeras.

b) (0.5 puntos) Las tres filas de A son linealmente independientes.

¢) (0.5 puntos) A es la matriz ampliada de un sistema compatible determinado.
d) (0.5 puntos) A es la matriz ampliada de un sistema compatible indeterminado.
e) (0.5 puntos) A es la matriz ampliada de un sistema incompatible.

Solucién:
a) Para que la tercera fila sea combinacion lineal de las dos primeras debe suceder que
F3=pFl+qgF2.

1111
En este caso puede valer la suma directa: F3=F1+F2 = A=|1 2 3 4
2 3 45
b) Bastaria, por ejemplo, que el elemento a;; no cumpliese la relacion anterior.
1111
Puede valer: A={1 2 3 4
3 45
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111
Podria comprobarse haciendo el menor de orden 3, |M | =1 2 3=-1-1+1=-1+#0.
1 3 4
11 11
c) Vale la matriz anterior; y también A= 1 2 3 4 |, pues es una matriz de rango 3.
1 3 415
1 11
En efecto, el menor [M|=1 2 3/=-1-7+5=-3%0
-1 3 4
(1 11 1
d) Valdria la primera matriz dada: Azi 1 2 3 4.
2345

El rango de esta matriz es 2. (No puede ser 3, por la dependencia lineal de la fila 3; vale 2,
pues el menor recuadrado es distinto de 0).

e) En la matriz inicial, hay que hacer que la dependencia lineal se rompa con el elemento as, .

fffffffffff a1

1411
Puede valer: A={1 2 3 4
111 111
El menor |[M,|=(1 2 3|=0; mientras que |[M,|=|2 3 4/=-13+12-1=-2=0.
2 3 4 3 41

El rango de la matriz de coeficientes es 2; el de la matriz ampliada vale 3.

Observacion:

Podria recordarse el criterio para la discusion de un sistema de ecuaciones lineales.

Si r(matriz coef)) = r(matriz amp) = 3 — sistema compatible determinado: solucion unica.
Si r(matriz coef)) = r(matriz amp) < 3 — sistema compatible indeterminado: infinitas
soluciones.

Si r(matriz coef)) < r(matriz amp)— sistema incompatible: no tiene solucién

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

ALGEBRA (EBAU-EVAU 2020) 25

26. Madrid, extraordinaria 2020
B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

0o -1 2 1 00 2 —1
Seanlas matrices A=(2 1 —-1|,I=|0 1 0),B=(1 0 |.Sepide:
1 0 1 0 0 1 0 1

a) (1 puntos) Calcular, si es posible, la inversa de la matriz A.

b) (0.5 puntos) Calcular la matriz ¢ = A% — 21.
¢) (1 punto) Calcular el determinante de la matriz D = ABB?* (donde B! denota la matriz traspuesta de B).

Solucion:
a) Una matriz tiene inversa cuando su determinante es distinto de 0.

0 -1 2
Enestecaso, 2 1 -11=3-2=1.
1 0 1
Adj(A))
La matriz inversaes A™ = % , donde Adj(A) es la matriz de los adjuntos.
1 3 -1 1 1 -1
Adj(A)=| 1 -2 -1|= A'=(Adj(A)=|-3 -2 4
-1 4 2 -1 -1 2

1 0 1){-1 -1 2

0 -1 2)0 -1 2 0 -1 3
by =12 1 -14{2 1 -1|=1 -1 2|=
1 0 1){1 0 1 1 -1 3

0 -1 3 2 00 -2 -1 3
C=A"-2l=|1 -1 2|-|0 2 Of|=|1 -3 2].
1 -1 3 0 0 2 1 11
0 -1 2)(2 -1 1 2 4 -1 2
2 10 2 10
¢cob=|2 1 -141 O | =5 =3} =113 5 -3]|.
-1 01 -1 0 1
1 0 1){0 1 4 2 0
Luego:
4 -1 2
ID|=[13 5 -3=-46+112+26=0 — Puede verse que C1=2C2-C3.
4 2 0
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27. Murcia, ordinaria 2020
2: Considere las matrices

AZ(_EI _2) y B:(—Il _,_,3),

a) [1 p.] Compruebe que las matrices A y B son regulares (o inversibles) y calcule
sus matrices inversas.

b) [1,5 p.] Resuelva la ecuacién matricial AXB = A" — 3B, donde A’ denota la matriz
traspuesta de A.

Solucion:
a) Una matriz es regular cuando su determinante es distinto de 0.
2 3 -1 -3
A= =-4+3=-1; |B|= =-2+3=1.
-1 -2 1 2
Adj(M))
Lainversa de lamatrizM es M = %

En este caso:

a3 )= w=57 THG 3
oy )= A )

) AXB = '-35 = AL(AXE)B - AL(A'_3B)B" = X - A"(Al_38}B
g Y (L P G
S PR Y RS iy A i |
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28. Navarra, ordinaria 2020

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales depeadiente del parSmetro real
a v resuélvelo en los casos en que es compatible:

(a+Dz+{a®+a)y=2
(—a—1z—a%y =10
ay+ (@ —1)x=3~a
Menciona €] resulsado tedrico empleado v justifica su uso. {2.5 puntos)

Solucién:
Para aligerar los calculos conviene simplificar el sistema inicial aplicando transformaciones
de Gauss:

(a+1)x+(a2+a)y =2 (a+1)x+(a2+a)y =2
(-a-1)x-a’y =0 — E2+El ay =2 -
ay+(a2—1)z=3—a ay+(a2—1)z=3—a

(a+1)x+(a2+a)y =2
NN ay =2
E3-E2 (a2—1)2=1—a

Con esto, sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada.
a+l a*+a O 2
A=| O a 0 2 =M
0 0 a’-11-a
Sir(A) =r(M) =3 — sistema compatible determinado: solucion unica.
Sir(A) =r(M) < 3 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.

Si r(A) <r(M) — sistema incompatible: no tiene solucion
El determinante de A vale:

a+l a*+a O
|Al=| 0 a 0 |=a(a+1)}{a’-1) »>Seanulasia=-1,a=00a=1,
0 0 a’-
Por tanto:

. Sia#-1,0,1,como |A =0, el sistema sera compatible determinado: r(A) = r(M) = 3.

0 2
El rango de A es 1. El rango de M es 2, pues 8 2 =-16=0.

Por tanto, en este caso, el sistema serd incompatible.
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1 0 02
. Sia=0: A=|0 0 0|2|=M
0 0 -11
0 1 0 2
El rango de A es 2: el menor JJz—l;tO. Elrangode Mes3,pues 0 0 2/=2=0.
0 -1 1
Por tanto, en este caso, el sistema sera incompatible.
‘2 2
#0.
1
El sistema serd compatible indeterminado.
— Solucion cuando a# -1, 0, 1.
El sistema era:
(a+1)x+(a2+a)y =2
ay =2 —>despejandoenE2yE3:y:g; z:lz_a _ =t
a a-1 a+l
(a2 —1)2 =1-a
. 2 2 —2a
Sustituyendo en E1: (a+1)x+(a +a)-—=2 = (a+1)x=2-2(a+1) = X=—7-
a a+

— Solucién cuando a = 1.
El sistema queda:

2X+2y=2 X =—1
y=2 ,cuyasoluciénes: ¢ y=2.
0z=0 z=t

29. Navarra, ordinaria 2020

1
P5) Sean A v B dos matrices de tamafio 3 x 3 tales que |A| = |B| = 3 Calcula
(7| teniendo en cuenta que la matriz C es la siguiente:
C=(2 A.BY (2.5 puntos)

Solucién:
Hay que aplicar algunas propiedades de las determinantes:
A= ‘At‘; kA =k"|A[, n es el nimero de filas;
_ 101
A= [A4E]: [A°|= (1A | = (A) s A= ()" =

A

Con esto, como |A|:|B|:% = ‘At‘:% y ‘B‘l‘:z; luego:

- [oas ] = cl-[f2ae - (Ffafel] = [252) -t
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30. Pais Vasco, ordinaria 2020

Ejercicio Al
Discutir el sistema S(a) en funcién de a, siendo

ar—y+2x= 2

Sa)=z-2y—2z= 1

r+dy+az= 3
Resolver en funcitén de a, mediante el método de Cramer, en los casce en que sea
poaible.
Solucién:

El método de Cramer puede aplicarse en sistemas con el mismo ndmero de ecuaciones que de
incognitas y siempre que el determiante de la matriz de coeficientes sea distinto de 0.

a -1 2
|A@@)|=|1 -2 -l=a(-2a+2)+a+1+8=-2a°+3a+9 =
1 2 a
3+ -3+ -3/2
. 2a2+3a+49=0= x= T i+72: 329:{ ,

Por tanto, el método de Cramer puede utilizarse siempre que a # —g y 3.

La solucion sera:

2 -1 2
1 -2 -1
‘= 3 2 a :—4a+4+a+3+16: -3a+23
a -1 2 —2(a+3j(a—3) —2(a+3j(a—3)’
1 -2 -1 2 2
1 2 a
a 2 2
11 -
yo 1 3 a] a*+3a-2a-2+4  a’+a+2
a -1 2 —2(a+3)(a—3) —2(a+3)(a—3)’
1 -2 -1 2 2
1 2 a
a -1 2
1 -2 1
L 1 2 3  -8a+2+8 _ —-8a+10 .
a -1 2 —2(a+3j(a—3) —2(a+3)(a—3)
1 2 - 2 2
1 2 a
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31. Pais Vasco, extraordinaria 2020
Ejercicio B1

] 10
Dada la matriz M :(1 1), calcular razonadamente M 2°%°
Solucioén:

Se obtendra aplicando el método de induccion.
1. Se observa que:

ooy om0 O )
o 3 3452

_ 10 L,
2. Se supone (conjetura) que M" :( J , para cualquier nmero natural n.
n

3. Se demuestra que esta formula vale también para el siguiente, paran + 1.
En efecto:

nad . (1 0)y1 O 1 0
M™=M-M" = . = — se cumple.
1 1)in 1 1+n 1

| | _ 1 0
Por tanto, la conjetura es cierta; como consecuencia, M 2020 — (2020 1) :
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