GEOMETRIA (Selectividad 2019) 1

ALGUNOS PROBLEMAS DE GEOMETRIA PROPUESTOS EN LAS PRUEBAS DE
EBAU-EVAU-PEBAU... DE 2019

1. Andalucia, junio 19, opcion A

L . r—2 y—2 z-1
Ejercicio 4.- Considera larecta r = ! 7 :y(3 = y losplanos my= z=0y m= y=0.

(a) [1,25 puntos] Halla los puntos de la recta » que equidistan de los planos m; y 7.

(b) [1,25 puntos] Determina la posicién relativa de la recta r y la recta interseccion de los planos

T Y To.
Solucién:
La rectar es:
X=2-t
p=X2 Y2 271y oia v = (1,3, 1:R=(2, 2, 1).
-1 3 1 z=1+t

a) Un punto genérico de larectaes P=(2—t,2+3t,1+t).
Se desea que d(P,m;)=d(P,m,):

- 2-t=2+3t t=0 P=(2 21
d(P,nl):uzer:gt:d(P,nz) = = = 1=( ) :
NN —2+t=2+3t " |t=-2 " |P,=(4, -4, -1)
x=0
b) La recta interseccion de los planos m1 y m2es: s=<y=0; vV, =(0, 0, 1); S=(0, 0, 0).
z=h

Para determinar la posicion relativa de las rectas r y s hay que estudiar la dependencia lineal
de los vectores:
vV, =(-1,3,1), v,=(0,0,1) y SR=(2,2,1)-(0,0,0) = (2, 2, 1).

-1 3
Como |0 0 1=8=0, los vectores son linealmente independientes. En consecuencia, las
2 2

rectas r y s se cruzan.

2. Andalucia, septiembre 19

Ejercicio 4.- Se consideran los vectores @ = (1,2,3), 7 = (1,-2,-1) y @ = (2,a, 3), donde o' y /3 son nlimeros
reales.

(a) [0,75 puntos] Determina los valores de &y /3 para los que @ es ortogonal a los vectores i y 7.
(b) [0,75 puntos] Determina los valores de oy 3 para los que @ y ¥ tienen la misma direccion.
(c) [1 punto] Para a = 8, determina el valor de 3 para el que 0 es combinacion lineal de @y 7.

Solucion:

a) Dos vectores son ortogonales cuando su producto escalar vale 0.

« Wortogonala i = wui=0:(2,a,B) (1,2, 3)=2+20+33=0.
. Wwortogonalav = wv=0:(2,a,B)-(1,-2,-1)=2-2a—-B=0.

) . 2+2a+3p=0
Resolviendo el sistema: =>p=-2,0=2.
2-20-B=0
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b) Dos vectores tiene la misma direccion cuando sus coordenadas son proporcionales.

B

En este caso debe cumplirse que: % = % = 3 = oa=4,=6.

c) Si w es combinacion lineal de U y v, entonces el determinante asociado debe valer 0.

2 8 B

En este caso, y para o = 8, debe cumplirseque |1 2 3|=0=8+32-4=0=p=10.
1 -2 -

Nota: Puede observarse que asi, W=3U—V .

3. Andalucia, septiembre 19

Ejercicio 4.- Considera las rectas r = 1_;2 = % = % y s= yj_ll 9 I ! _Z I 3 .

(a) [1,5 puntos] Halla & sabiendo que ambas rectas se cortan en un punto.

(b) [1 punto] Para k = 1, halla la ecuacién general del plano que contiene a r y es paralelo a s.

Solucion:
a) Las ecuaciones paramétricas de las rectas dadas son:
X=2+t x=-1-h
r=y=k+2t; s=< y=1+h .
z=2t z=3+h
Si se cortan, hay algin punto en el que las coordenadas valen lo mismo; esto es:
2+t=-1+h
r=s—><k+2t=1+h.
2t=3+h
Este sistema debe ser compatible, luego, la solucion de {Z;t_:;i:: h ,queest=6yh=09,

debe valer en la tercera ecuacion, k +2t=1+h=k+12=1+9=k=-2.

X=2+t
b) Parak=1, r=<y=1+2t.
z=2t

El plano pedido queda determinado por el punto A = (2, 1, 0) € r y por los vectores vV, = (1,
2,2)y v, =(-1,1,1).

x-2 1 -
Su ecuacion serd: [y-1 2 1|=0=0(x—-2)-3(y-1)+3z=0=y-z-1=0.
z 2 1
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4. Aragon, junio 19, opcién A
2.

a) (1 punto) Determine el valor de las constantes a y b para que los puntos siguientes estén alineados
A:(1,1,2),B:(2,2,2)y C: (—1,a,b) y determine la recta que los contiene.

b) (0 5 puntos) Dados dos vectores u y , calcule el vector:
(G —2) x (@ — )
Donde el simbolo “x” representa el producto vectorial.

Solucion:

a) La recta que pasa por los puntos Ay B es:

X=1+t

y=1+t—>A=(1,1,2); v, =AB=(1, 1, 0).

z2=2
El punto C estara alineado con Ay B si es de la recta AB. Para ello debe cumplir su ecuacion,
luego:

r

-1=1+t t=-2
Cer={a=1l+t =><a=1-2—>a=-1.
b=2 b=2

b) Para dos vectores cualquiera @ y b , el valor del médulo de su producto vectorial vale:
x| =[alfpfsenca.5).

Por tanto, el producto vectorial de un vector por si mismo vale 0: sin(U—V,U—V) =sin0°=0.

5. Aragon, septiembre 19, opcién A

2,

a) (0,75 puntos) Determine el volumen del paralelepipedo determinado por los siguientes vectores:
i=1(111), v=(2,10) y w, siendo Ww=1u x 7, y donde el simbolo x representa el producto
vectorial.

b) (0,75 puntos) Determine la ecuacion del plano que pasa por el punto P: (1, 3,2) y es perpendicular
a la recta.

L (3x—2y =-1
! { 2y+3z=3
Solucion:

a) El volumen del paralelepipedo determinado por los vectores G, Vv y w es igual al valor
absoluto de su producto mixto: V :‘[U,V,W]‘ .

G, O, U,
El producto vectorial W=0xV=|1 1 1|=-0+20,-U;=(-1 2, -1).
2 1 0
Por tanto,
1 1 1
V=|l2 1 0f=|-1+2+5=6’
-1 2 -

b) El vector caracteristico del plano buscado debe ser el de direccion de larectar .
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x:—%+m
3x-2y=-1 3X=-1+2y
"12y+3z=3  "T)az=z2y 0] YT ¥
y+oz= B z7=1-2t |
gl ]
_ / 7
- V,=(2,3,-2). P
El plano pedido seré: n=2x+3y—2z=d. S ’
Como debe pasar por el punto P (1, 3, 2), entonces: ¥
21+33-22=d =d =7, luego:
n=2X+3y—-2z=7
6. Asturias, junio 19, opcién A
3. Seanlosplanos 7, : z+y+2 =0 y m,. Suintersecciéneslarecta r: { * +gi§ z g . Calcula:
a) La ecuacién del plano m, sabiendo que A(1,1,1)€m,. (1.25 puntos)

b) La ecuacién de un plano 7/ paralelo a 7, y que esté a una distancia de v'3 unidades de la recta r.
(1.25 puntos)

1

Solucion:
+y+z=0

genera el haz de planos: x+y+z+A(x+2)=0.
X+z2=0

X
a) Larecta r: {

El plano 1 es el correspondiente a A = 0.
El plano w2, que contiene al punto A(1, 1, 1), se obtiene
sustituyendo:

1+1+1+A(1+1)=0=> A =—g.

Por tanto, m, = X+ y+z—g(x+ z)=0 =

T, =—X+2y-2z=0.

b) El plano ©y=x+y+z=m.
Por ser el plano y la recta paralelos, la distancia entre el plano y la recta r es independiente del
punto de la recta que se tome. Si se elige P(0, 0, 0), que es de la recta, entonces:

d(r.7)=d (P(0,0,0),7;)=| 2= |~ 8 = m= =3,

\/1+1+1

El plano pedido sera my=x+y+z=3 0 m,=X+y+z=-3.
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7. Asturias, junio 19, opcion B

3. Sean los puntos A(1,1,1), B(1,—1,—1). Calcula:

a) La ecuacién del plano ™ que hace que los puntos A y B sean simétricos respecto a él. (1.5 puntos)
b) Los puntos C y D que dividen el segmento AB en tres partes iguales. (1 punto)

Solucion:
a) El plano & es el plano mediador de los puntos A y B. Este plano tiene por vector
caracteristico AB y pasa por el punto medio de A-B.

AB=(1,-1,-1)-(1,1,1)=(0, -2, -2); ﬂ
punto medio: M (1%11;;1;;) = (1,0, 0). 4 ‘ 5

Su ecuacion es:
n=0{x-1)-2(y-0)-2(z-0)=0=n=y+z=0.

b) Si C y D dividen el segmento AB en tres partes iguales, A ¢ D B
entonces, los vectores AC, CD y DB son iguales: su médulo

es la tercera parte de AB, siendo su sentido el mismo.

Por tanto:

Q
ﬁ:?mﬁ=(1,1,1)+1(o,—2,—2)=(1,3,1j = C=(1,l,1j;
3 3'3 3'3

‘M

ﬁ:o—A+2-A—C:(1,1,1)+3(o,—2,—2):(1,—5,—1] =N D:(l,—l,—lj.
3 33 33

8. Asturias, julio 19, opcién A

3. Sean A(3,1,0) y B(1,3,0) los vértices opuestos de un rombo situado en el plano 7: 2 =0.

a) Calcula un vector director #, y la ecuacién de la recta = a la que
pertenecen los otros dos vértices del rombo C y D. (1.5 puntos)

b) Determina dichos vértices C' y D sabiendo que estdn a una distancia de
/2 unidades del punto medio M.

(1 punto)

Caracteristicas de un rombo: Lados iguales paralelos dos a dos. Diagonales perpendiculares que se cortan
en el centro de ambas.

Solucién:
a) La recta r viene dada por el corte de los \
planos t=z=0 y «’, siendo el plano

R

mediador de los puntos Ay B.
— Plano mediador:
Vector caracteristico,
AB=(1,3,00-(3,1,0)=(-2,2,0);
3+1 1+3 0

Punto medio: M| —,—,— | =(2, 2, 0).
2 2 2

Su ecuacion es:
'=-2(x-2)+2(y-2)=0=>n=x-y=0.
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X=t
z=0 . _
0 = r=4y=t.Su vector director es vV, = (1, 1, 0).
X—y=
z=0

Los vértices C y D estan sobre esa recta: sus coordenadas son de la forma C (t,t, O) y

— Rectar: r z{

D(t,t',0). Ambos estan a la misma distancia del punto M.

b) Si estan a una distancia J2 del punto M, entonces:

d(M’C):\/(Z_t)ZJr(Z—t)Z =2 = t?-4t+3=0=>t= 4i2 -

S
=

Con esto, los puntos pedidos son: C(1, 1, 0) y D(3, 3, 0).

9. Baleares, junio 19, opcion A
3. Determinau la posicié relativa del pla = +y + z = 1 amb la recta d’equacions z — 1 =

y — 1 =23} (4 punts) Calculau la projeccié ortogonal de la recta sobre el pla. (6 punts)
Solucion:

X=1+t
Las ecuaciones paramétricas de larectason: r=<y =1+t .

z2=1-2t

Sustituyendo en la ecuacion del plano t=x+y+z=1:

n=1+t+1+t+1-2t=1=3=1 (?) — Esto indica que la recta es paralela al plano.
También se podria haber visto que v, = (1, 1,-2) y V. = (1, 1, 1) son perpendiculares.

La proyeccion ortogonal de r sobre 7 viene dada por el corte del _

, . - V
plano = con el plano «”, perpendicular a © que contiene ar. I Ly .
., . M o 5
El plano =" viene determinado por ry por v . Su ecuacion es: / =
Xx=1+t+h x-1 1 =

T={y=1+t+h <|y-1 1 1=0= 7=x-y=0 '
z=1-2t+h z-1 -2

X=2A
., , [ X+y+z=1 ;
Por tanto, la proyeccion es la recta r'= = rr=qy=»A
x-y=0 2=1-2)
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10. Baleares, junio 19, opcion B

3. Considerem la recta xT_l =y+1=—z+1iel plaz—y = 0. Calculau I'area del triangle
format pel punt de tall entre la recta i el pla, el punt (1,—1,1) de la recta i la projeccié
ortogonal d’aquest punt sobre el pla. (10 punts)

Solucion:
Xx=1+2t
Las ecuaciones paramétricas de larectason: r=<Jy=-1+t.
z=1-t

Sustituyendo en la ecuacion del plano t=x—y=0:
n=1+2t—(-1+t)=0=t=-2 — Punto P(-3, -3, 3).
Proyeccion de R(1, -1, 1) sobre el plano: es el corte de la recta

perpendicular al plano = por el punto R con dicho plano. P
x=1+h / R’ (

F=ly=—1-h - v, =V_= (1,1, 0).
z=1
Sustituyendo en n: 1+h—(-1-h)=0=h=-1 = R(0, 0, 1).
El 4rea del tridngulo RPR” viene dada por la mitad el médulo del vector RPxRR .
RP =(3,-3,3)-(1,-1,1)=(4,-2,2); RR =(0,0,1)-(1,-1,1)=(-1, 1, 0);

r'|

u1 UZ |‘_'I.3
RPxRR =|-4 -2 2|=(-2, -2, —6) = Sger =%-\/(—2)2+(—2)2+(—6)2 =11 u2.
-1 1 0

11. Canarias, junio 19 (Opcion A)
3. Dados los planos m; =x—y+3 =0y mp, =2x+y —z =0 . calcular:

a) La ecuacion de la recta s paralela a los planos m; y m, que pasa por el punto B(2,2, 3)
(1.5 ptos)

b) El angulo que forman los planos m, v 7, (1 pto)
Solucién:
a) Larecta s vendra dada por el corte de los planos «'; y @5, paralelosa n; y =,

respectivamente, y que pasan por el punto B.
Esos planos son:

m=(x-2)-(y-2)=0=>n,=x-y=0;
m,=2(x-2)+(y-2)—(z-3)=0=>n,=2x+y-z-3=0.

Luego,
Xx=t
Xx—y=0
S= = S= y=t
2X+y—-2-3=0
z=-3+3t

b) El angulo que forman los planos w; y =, es el determinado por sus vectores normales, vV
=(1,-1,0yv,=(21,-1).
Aplicando el producto escalar:
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cos(7,, V.,) = (L -10¢2,1, -1)  2-1 1 _3

)22+ (17 V26 “23 6

angulo (w1, m2) = 77,22° .

12. Canarias, junio 19 (Opcion B)
3. Se consideran los puntos A(2,—1,1) y B(—2, 3, 1) que determinan la recta r

a) Calcular la recta perpendicular a r que pasa por el punto P(—4,17,0)  (1.25 ptos)

b) Calcular la ecuacion del plano respecto del cual los puntos A v B son simétricos.
(1.25 ptos)
Solucién:

a) La recta pedida esté en el plano =, perpendicular a la recta determinada por los puntos Ay
B y que pasa por P.

El vector caracteristico de ese planoes V. = AB = (-2,3,1)-(2,-1,1)=(-4,4,0).
Como debe pasar por el punto P(—4, 17, 0), su ecuacion sera:
n=—4(x+4)+4(y-17)=0=>n=x-y+21=0.

X=2-t
Recta determinadapor Ay B: r=<y=-1+t >
z=1

V=V =(-4,4,0)=(-1,1,0). A Y
Corte de r con  — se sustituye r en AR

n=(2-t)—(-1+t)+21=0=1t=12 — punto R(-10, 11, 1). AVERN
La recta buscada es la determinada por P y R, cuya ecuacion es: | ' /.(B "y

X =-4+6h T
s=<y=17+6h A

z=-h
El vector RP =(—4, 17, 0)—(-10, 11, 1)=(6, 6, -1).

b) Se trata del plano mediador de los puntos A y B. Este plano pasa por el punto medio del
segmento AB y es perpendicular al vector AB.
2-2 -1+3 1+1

Como M =( 5 T j=(0, 1, 1), la ecuacion del plano mediador seré:

n=x—(y-1)=0=>n=x-y+1=0.
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13. Cantabria, junio 19 (EXAMEN N.° 1)

Ejercicio 3

IESPEEE
Tomemos el plano [l =2z +ay+2=2 ylarecta r(t)=(0,0,0)+£2.1,1).

1) [0.5 PUNTOS] Determine a para que r y 1 sean ortogonales.

2) [2 PUNTOS] Determine a para que r y 1 sean paralelos. Calcule la distancia entre r y Il en este caso.
Solucion:

1) Si una recta y un plano son ortogonales, entonces sus vectores V.

caracteristicos, el de direccion de la recta y el normal al plano, son / v,i t

proporcionales: vV, =k-v_. s X l /
V. =(2,a1);V,=(2,1,1)>SiV, =kV, =>a=1. &

}a/ ¥
2) Si una recta y un plano son paralelos, entonces sus vectores
caracteristicos, el de direccion de la recta y el normal al plano, son perpendiculares: v, v, =0.
(2,a,1)-(2,1,1)=4+a+1=0 = a=-5Portanto: [T=2x-5y+z-2=0.
Por ser ry IT paralelos, la distancia entre el plano y la recta r es independiente del punto de la
recta que se tome. Si se elige O(0, 0, 0), entonces:

d(r.11)=d((0,0,0),IT) = 2 |

J2Z+ (57 +12| V30

14. Cantabria, julio 19 (EXAMEN N.° 1)

Ejercicio 3

5 i

Seael plano IT = (2,1,0) 4+ £(2.1,0) + (0,1, —1) yel punto 4 = (2,1,3).

1) [1.5 PUNTOS] Calcule la distancia entre 4 y IT.

2) [1 PUNTOS] Calcule la recta ortogonal (perpendicular) a IT que contiene al punto 4.

Solucion:
1) Obtencion de la ecuacion general del plano:
X=2+2t x-2 2 0
[1=(210)+t(210)+s(0,1,-1) = [M=qy=1+t+s = II=|y-1 1 1|=0=
Z=-S z 0 -
M=—(x-2)+2(y-1)+2z=0=TI=-x+2y+2z=0.
S d(AQRL3), M) =| —2+2*0 5,

\/(—1)2 +22 422 ‘ NG

2) El vector de direccién de la recta ortogonal a IT es
V. = (-1, 2, 2); como debe pasar por A(2, 1, 3), entonces: » '
A

X=2-t

v
r:qy=1+2t. ; I/ l T
z2=3+2t '
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15. Castilla La Mancha, junio 19
4A. Dados los puntos A(1,2,0), B(0,-1,2),C(2,-1,3) y D(1,0,1) :
a) Encuentra razonadamente la ecuacion general del plano que contiene a la recta que pasapor Ay By
es paralelo a la recta que pasa por C'y D. (1,25 puntos)
b) Calcula razonadamente el volumen del tetraedro cuyos vértices son los puntos A, B,C' y D.
(1.25 puntos)
Solucion:
a) El plano buscado est4 determinado por los vectores AB y CD; ademaés, debe contener a A (0
aB).
AB=(0,-1,2)—(1,2,0)=(-1,-3,2); CD=(1,0,1)—(2,-1,3)= (1,1, -2).
Su ecuacion es:

x-1 -1 -1
n=ly-2 -3 1|=0= n=4(x-1)-4(y-2)-4z=0=>n=x-y-z+1=0.
z-0 2 2

b) El volumen del tetraedro es un sexto del producto mixto de tres vectores que lo determinan.
En este caso, por ejemplo, los vectores: AB, ACy CD.

AB=(-1,-3,2); AC=(2,-1,3)-(1,2,00=(1,-3,3); CD=(-1,1,-2).
En consecuencia:

1 ! 2

V==|1 -3 3|=2|-3+3-4=Z.

6 6 3
101 -2

16. Castilla La Mancha, junio 19, opcién B

r—1 X Zz 1
4B. Sean larecta r =~ =4 _ *
3 1 2

a) Calcula la distancia del punto P a la recta r. (1,25 puntos)
b) Encuentra razonadamente las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto P y por el

punto @, siendo @ el punto de corte de la recta r y el plano paralelo a ™ que contiene a P. (1,25 puntos)

Solucioén:

, el punto P(3,1,-1) yelplanom =2z 4+y — 2 = 0.

X=1+3t
a) Las ecuaciones paramétricas de larectarson: r:q y= t .
z=-1+2t
) ) ‘ﬁxvr
La distancia del punto P a larectares: d(P,r)= 7]
VI’

ComoA=(1,0,-1)yP=(3,1,-1), AP=(2,1,0)y
V. = (3, 1, 2), el producto vectorial vale:

l]l 2 US
APxV, =2 1 0|=(2, -4, -1) = [APxV|=\2" +(-4)° +(-1)* =21
3 1 2
El modulo de v, : |[V,| =3 +1° +2° =14
Luego, d(P,r)zﬁz 3 u
14 \2

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

GEOMETRIA (Selectividad 2019) 11

b) El plano paralelo a © que contiene a P(3, 1, —1) es:
m:2(x=3)+(y-1)—(z+1)=0=n":2x+y—-z-8=0.

Corte de r con «t": se sustituye r en ",
m:2(1+3t)+t—(-1+2t)-8=0=5t-5=0=t=1 - Q(4, 1, 1).

Por tanto, la recta que pasa por los puntos P y Q es:

x=3+h
s:q y=1 — su vector de direcciones PQ =(4,1,1)-(3,1,-1) =(1,0, 2).
z=-1+2h

17. Castilla La Mancha, julio 19, opcion B

4B. a) Dados los vectores @ = (—1,0,—2), T = (a,b,1) y 0 = (2.5, ¢), halla razonadamente el valor de a,
by ¢ para que los vectores i v ¥ sean ortogonales y para que el vector @ sea igual al producto vectorial
de @ y ¥. (1.5 puntos)

b) Determina razonadamente las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto P(—1,3,1)
v es perpendicular al plano 7 = = + y + 22 — 3 = 0. Comprueba si los puntos Q(1,5,5) v £(0,4,2)
pertenecen o 1o a la recta. (1 punto)

Solucion:

a) Dos vectores son ortogonales si su producto escalar vale 0: G-V =0.
iv=(-1 0, —-2)(a, b, 1)=—a—-2=0=>a=-2.

Si se desea que UxV =W, entonces:

ul UZ US
GxV=|-1 0 -2/=(2b,5 -b)=(2,5¢c)=w =b=1c=-L
2 b 1

b) El vector de direccion de la recta ortogonal a wes v, = (1, 1, 2); como debe pasar por P(-1,
3, 1), entonces:
X=-1+t
r:« y=3+t.
z=1+2t

-
Un punto pertenece a una recta cuando cumple su ecuacion. \ P R
— Parat =2, se obtiene Q(1, 5, 5). Luego Q pertenece a la recta. v,

. : &)
— R(0, 4, 2) no cumple, a la vez, las tres ecuaciones de la recta: la / t
componente x = 0 se obtiene para t = 1; pero para ese valor, la T |

componente z =3 # 2. Luego R no es de la recta.
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18. Castilla y Ledn, junio 19, opciéon A

. . ) _x-1  y-1  z-1
E2.- a) Calcular la ecuacion del plano & que contiene a larectar = =73 = 5 Ypasa

porelpunto 4 = (1, 2, 1). (1 punto)

b) Calcule la ecuacion de larectar que pasaporelpunto B = (2, 1, 2)ves

. _x-1 y—1 z—1 _ x-2 y-1 z
perpendicular a las rectas 5 = =5 =5 =T =5 =5 (1 punto)

Solucién:

a) El plano pedido viene determinado por el punto A = (1, 2, 1) y por los vectores

V. =(2,3,2)yAR=(1,1,1)-(1,2,1) = (0, -1, 0), siendo R = (1, 1, 1) un punto de r.
Su ecuacion es:

X=1+2A x-1 2 0
n=3y=2+3A-pu =>n=y-2 3 -1=0=
z=1+2A z-1 2 0

n=2(x-1)-2(z-1)=0=n=x-2=0.

b) El vector de direccion de la recta pedida (perpendicular comdn a s1 y s2) debe ser
perpendicular a los vectores de direccion de esas rectas. Ese vector se obtiene multiplicando
vectorialmente dichos vectores, luego:

u u, U
V,=VyxV,=2 2 2|=(-2, -6, 8) > (1,3,-4).
-1 3 2
X=2+A
Luego, como debe pasar por el punto B = (2, 1, 2), la recta pedida sera: r=< y=1+3A .
2=2-4)

19. Castilla 'y Ledn, julio 19, opcién A
E2.- a) Consideremos los vectores u = (1,1,a)y v = (1,—1,a). Calcular a para que sean

perpendiculares. (0,5 puntos)

b) Calcular un vector unitario perpendicular a los vectores p = (1,2,3) v

qg=1(1,-2,-3). (1.5 puntos)
Solucion:

a) Dos vectores son perpendiculares si su producto escalar vale 0: GV =0.
0v=(L 1 a{l -1 a)=1-1+a°=0=a=0,

b) Un vector perpendicular a dos dados se obtiene multiplicando vectorialmente dichos
vectores, luego:

ljl u2 u3
w=pxg=1 2 3 =(O, 6, —4).
1 -2 -3
El vector unitario es:

W 1

3 2
W_—m-(o, 6, _4):ﬁ(0’ 6, —4):[0, = E)
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20. Catalufa, junio 19
3. Un dron es troba en el punt P =(2, -3, 1) i volem dirigir-lo en linia recta fins al punt
meés proper del pla d’'equacié m:3x + 4z + 15=0.
a) Calculeu 'equacié de la recta, en forma parametrica, que ha de seguir el dron.
Quina distancia ha de recorrer fins a arribar al pla?
[1 purt)]
b) Trobeu les coordenades del punt del pla on arribara el dron.
[1 purt)]

Nota: Podeu calcular la distancia que hi ha d’'un punt de coordenades (x, y,, z ) al pla

Ax,+ By, +Cz, +D
d’'equacio Ax+ By + Cz+ D=0 amb l'expressio | ad) : 20 = &l - | .
VA + B +C

Solucion:

a) El punto del plano =:3x+4z+15=0 mas cercano a P es la proyeccion de P sobre =. Es el
punto de corte del plano con la recta perpendicular a él y que pasa por P.

La direccion de la recta viene dada por el vector caracteristico del plano, v, =v_ = (3, 0, 4);

como debe pasar por P(2, -3, 1), su ecuacion seré:
X=2+3t

r.-« y=-3 .
z=1+4t
La distancia que debe recorrer es:

4 ()= 32+0:(-3)+41+15| _ 25 . r
|

b) Es el punto de corte de la recta con el plano. Sustituyendo las

ecuaciones la recta en la del plano:

JZ+22 | VB r’I/
x 1° /
7:3(2+3t)+4(1+4t)+15=0= 25t + 25 =0 = t =—1.

Parat = —1 se tiene el punto Q(-1, -3, -3). P
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21. Catalufia, septiembre 19
5. Siguin P, Qi R els punts d’intersecci6 del pla d’equacio x + 4y + 2z =4 amb els tres eixos
de coordenades OX, OY i OZ, respectivament.
a) Calculeu els punts P, Q i R, i el perimetre del triangle de vertexs P, Qi R.
[1 punt]
b) Calculeu l'area del triangle de vertexs P, Qi R.
[1 punt]

Nota: Per a calcular I'area del triangle definit pels vectors v i w podeu fer servir

oo ] . :
I'expressio S=EHVXWH, en qué v x w és el producte vectorial dels vectors

viw,
Solucién:
a) Los puntos de corte se obtienen haciendo 0 dos de las tres
coordenadas.

t
— »

(3]

Se obtienen: P =(4,0,0); Q=(0,1,0); R=(0, 0, 2).
El perimetro viene dado por la suma de los médulos de los

vectores:
PQ=(-4,1,0); QR=(0,-1,2); RP = (4,0, -2). +é—-
Luego: ;f‘i ¢
p=d(P,Q)+d(Q,R)+d(R,P) = *

P=16+1+\V1+4+16+4 =17 +/5+20 =17 +3.5 .

b) El producto vectorial de dos de los vectores que determinan el triangulo es:

u U, U
PQxRP=|-4 1 0|=(-2, -8, -4).
4 0 -2
El 4rea del triangulo es S :%\/(—2)2+(—8)2+(—4)2 =%Jzﬁ =%-2JZ _J21 2.
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22. Comunidad Valenciana, junio 19

Problema A.2. Consideramos en el espacio las rectas r: {’x —yH 3 =0 ysix=y+1= ﬁ
2x—z+3=0 2
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La ecuacion del plano que contiene las rectas r y s. (3 puntos)
b) Larecta que pasa por P = (0, —1,2) y corta perpendicularmente a la recta r. (4 puntos)
¢) Elwvalor que deben tener los pardmetros reales @ y b para que la recta s esté contenida en
el plano m: x — 2y + az = b. (3 puntos)
Solucion:
a) Las ecuaciones parameétricas de r y s son:
X=t
X-y+3=0 y=3+X .
r: =r: =r:yy=3+t =V, =(112);ReresR=(0,3,3).
2X—7+3= O Z=3+2X
=3+2t
X=h
s:9y=-1+h =V, =(112);SesesS=(0,-1, 2).
z=2+2h

Resulta evidente que las dos rectas son paralelas: v, =V . Por tanto, el plano que las contiene
queda determinado por el punto R y los vectores v, y RS = (0, -1, 2) — (0, 3, 3) = (0, 4, -1).
Su ecuacion sera:
x 1 0
y-3 1 4=0=7x+y-4z+9=0.

z-3 2 -1

b) La recta pedida queda determinada por los puntos P = (0, -1, 2) .
y Q, punto de corte de la recta r con el plano a, perpendicular a r /
por P.
El plano perpendicular es: N
a=X+y+2z+d=0 a0
Por pasar por P: a=0-1+4+d=0=d=-3 = :
oa=X+y+2z-3=0
Corte de o conr:
t+3+t+2(3+2t)-3=0=6t+6=0=t=-1.
Luego: Q=(-1,2,1); PQ=(-1,2,1)-(0,-1, 2) = (-1, 3, -1).
X=-A
La recta pedidaes: < y=-1+3A.
1=2-1A

/t'l'.‘:n

- g“
Il

-

et

c) Larecta s estd contenida en el plano nt: x—2y+az =b cuando dos de sus puntos son de =.
Sean P =(0,-1,2) yC=(1, 0, 4) puntos de s; entonces:

Pen= 2+2a=b; Cen=l1l+d4a=b —> a:%,b=3.
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23. Comunidad Valenciana, junio 19

Problema B.2. Sea m el plano de ecuacion 9x + 12y + 20z = 180.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Las ecuaciones de los dos planos paralelos a i que distan 4 unidades de . (4 puntos)
b) Los puntos 4. B v C interseccién del plano m con los ejes OX. OY y OZ v el angulo
que forman los vectores AB y AC. (4 puntos)
¢) Elvolumen del tetraedro cuyos vértices son ¢l origen O de coordenadas y los
puntos 4. By C. (2 puntos)
Solucién:

a) Todos los planos paralelos tienen el mismo vector caracteristico. Por tanto, los planos
paralelos a ©t=9x+12y+20z =180 son de la forma 7=9x+12y+20z+d =0.

Como se pide que disten 4 unidades de  debe cumplirse, para cualquier punto P € =, que:
d (P, Tr') =4,
ParaP=(0,0,9) e m:

92 +12% 4+ 202 J625

180+d { 180+d =100 —>d =-80
=4=

+25 180+d =-100 —>d =—280°
Los planos son:

T =9x+12y+202-80=0y n, =9x+12y+20z2-280=0.

“\_T_ _/-/-'Tl

b) Los puntos A, B 'y C son:
A =(20,0,0); B=(0,15,0); C=(0,0,9).

Z
C Los vectores son:
m\ AB =(-20,15,0); AC =(-20,0,9)
~_ B ¥ Como COS(E,E)Z% se tiene:
efac
A& COS(KB,E) = —20(-20)
: 400+ 225/400 +81
16

= cos(ﬁ,ﬁ) - ~0,7295...

5

48
Luego (@ E) = arccos(0, 7295...) = 43,15°.

c) El volumen del tetraedro viene dado por V; = %‘ [OA, OB, OCJ ‘

En consecuencia:

120 00 .
V,==||0 15 0f==-2700=450 ul.
e 6

0 0 9
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24. Extremadura, julio 19, opcién B

2. Sean r la recta que pasa por los puntos A = (0,0,-1) v B = (0,-2,-1),
¥ s la recta que pasa por los puntos O = (—1,2,0) v D = (1,0, -1).
(a) Caleule el plano IT gue contiene a s v es paralelo a r. {1 punto)
(b) Calcule la distancia entre las rectas r y s {1 punto)
Solucion:

a) El plano pedido esta determinado por un punto de s, por ejemplo, C, y por vectores de
direccion de las rectas r y s.
Ecuaciones paramétricas de las rectas r y s.

Rectar:
x=0
r:qy=-2t »> v.=AB=(0,-2,-1)-(0,0,-1) = (0, -2, 0).
z=-1
Recta s:
Xx=-1+2h
s:yy=2-2h »>v.=(1,0,-1)-(-1,2,0)=(2,-2,-1).
z=-h
Plano IT:
Xx=-1+2h x+1 2 0
I:qy=2-2h-2t = II:|ly-2 -2 -2/=0=-2(x+1)-4z=0=x+2z+1=0.

Zz=-h Z -1 0

b) La distancia ente dos rectas viene dada por la formula d(r,s) = , siendo V, y

|\7r ><\73|
V, los vectores de direccion respectivos, y RS un vector quevaderas:RerySes.

En este caso: V, = (0, -2, 0); V.= (2, -2, -1); RS = (ATC) =(-1,2,0)—(0,0,-1) = (-1, 2, 1)
Luego,

-2 0
5
|:\7r’\751RSj|: 2 2 —l=2;
12 1
ljﬁl. UZ US
VxVy=|0 2 0]=(2, 0, 4) = |V, xV,|=v22+42 =\20.
2 -2 -1
2
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25. Galicia, junio 19, opcién A

3. Se pide:
: 1 1
a) Calcular el &ngulo del intervalo [0°, 90°] que forman los vectores 0| ——=, —=, 0
) g [ 14 [ B j y
Sl V2 1
2’ 2 AR
b) Obtener la ecuacién implicita del plano que pasa por el punto P(1, -3, 0) y es perpendicular
{x —y+2z=1
a la recta: :
y-z=0

c) Calcular la distancia del punto Q(1, 1, 1) al plano ©:—x+Yy+z+4=0 y el punto simétrico

de Q respecto de .
Solucién:
a) El angulo que forman dos vectores se obtiene aplicando el producto escalar:

) (—1 = 0)-[-;, -1+V2. 1] L 1ev2

cos(, V)= v _ V2 2 2 \j_ 22 _1 |
L 9 leﬁ NN
2 2\4 4 2

(El detalle de las operaciones se deja al lector) — angulo (U : \7) = arccos% = 60°.

b) Ecuaciones paramétricas de la recta r:

Xx=1-t

X—y+2z=1 X+z=1 . . ~

r: =r: =< y=t .Suvector de direcciones v, = (-1, 1, 1).
y—-z=0 y=12
z=t

El vector caracteristico de cualquier plano perpendicular ar es V. =V, . Por tanto, su ecuacion
seré:

T—X+Yy+zZ=m.
Como se pide que pase por el punto P(1,-3,0) = n:-1-3+0=m=m=-4.
El plano pedido es:

T.-X+Yy+z=-4.

C)d(P(Xo’YO’Zo)an:aX+by+CZ+d 0 :§M o by, +cz, +d|

Ja? +b? +¢? ‘
En nuestro caso:

d(Q(1,1,1>,n;_x+y+z+4:o):‘ﬂ 5

N el

— Sea Q" el simétrico de Q respecto de . Ambos puntos, Qy Q’,
estardn en la recta r’, perpendicular a © por Q. Esa recta es paralela a
r; luego, por pasar por Q, su ecuacion sera:
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X=1-t
y=1+t — Elpunto Q'=(1—-t, 1+t, 1+t).
z=1+t
La distancia de ambos puntos al plano = debe ser la misma: d(Q, =) =d(Q’, n).
Luego,
—(1-t)+(1+t)+(1+t)+4
d(Q,n)z‘ -0+ +(1r0)+4) 5
J3 G
Parat =0 se obtiene Q" = (1, 1, 1), que es el mismo Q. Naturalmente esta solucién no es
valida.

3t+5=5=1t=0
—3t-5=5=1t=-10/3"

= [3t+5/=5 = {

10 , 10 _Qj_(g 7
3' 3

Parat =—10/3 se obtiene Q'= [1+§, 1-—/,1

, ! . Es el punto
3 3 3

buscado.

26. Galicia, junio 19, opcién B

3. Da respuesta a los apartados siguientes:

a) Estudia la posicion relativa de los planos m; :mx—y+2=0 y 7, :2x+3y =0 en funcion
del pardmetro m.

b) Obtén la ecuacién implicita del plano que pasa por los puntos A(0, 0, 0), B(12, 0, 1) y C(0,
1,0).

c) Calcula el punto simétrico del punto P(1, 2, 3) con respecto al plano ©: —x+z=0.
Solucion:

mx—y+0z=-2
a) Hay que estudiar la compatibilidad del sistema X—y+oe .
2Xx+3y+0z=0

m —
El menor de la matriz de coeficientes, |A1| = ‘ ) 31‘ =3m+2 —>seanulasi m= _é )
: - . 2 fn 2
El rango de matriz de coeficienteses 1 si m= = ;sera2, si m# 3

-1 2
El menor de la matriz ampliada, |M1| :‘ 3 0 ‘ =6=0 — su rango siempre es 2.

Por tanto:

« Sim= —3 el sistema sera incompatible. Esto significa que los planos seran paralelos.

e« Sim= —3 el sistema sera compatible indeterminado. Esto significa que los planos se

cortaran, determinando una recta.

b) El plano pedido viene determinado por el punto A y los vectores AB y AC.
AB=(1,0,1)-(0,0,0)=(1,0,1); AC=(0,1,0)-(0,0,0)=(0, 1, 0).
Su ecuacién implicita sera:
x 1 0
y 0 1|=0 = —x+z=0.
z 10
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c) Sea P’= (xo, Yo, Zo) el simétrico de P(1, 2, 3) respecto del plano w:—x+z=0.
Ambos puntos, P y P’ estardn en la recta s, perpendicular a = por P. Ademas, si M es el punto
de corte de la recta y el plano, M debe ser el punto medio
entre Py P". P
x=1-A 5

Como v =(-1,0, 1), sededuce que s:4 y=2 . "T’,n A\ T
z2=3+A ‘

Corte de la recta s con plano
—(1-A)+0-2+(3+1)=0 => A=-1 P
Luego, M = (2, 2, 2).

Punto mediode Py P’: 1+X°, 2+y0, 3+2 )
2 2 2

ComoM=(2,22) =% 2tY¥% 3+%|_
2 2 2
2:1+X° = X, =3; 2=2+—2yO = y,=2; 2:3+22° = z,=1.

Por tanto, P" = (3, 2, 1).

27. La Rioja, junio 19, propuesta B

r=3-—),
1.— (2 puntos) Seanel planor =2r+y—2z2—3=0ylarectar: < y=2+A,
z=1-=3A\.

(1) Determina la ecuacién de la recta s que contiene al punto P = (1,2, 1), es
perpendicular a la recta r y paralela al plano .

(11) Halla la distancia de la recta s al plano 7.

Solucion:

i) El vector de direccion de la recta s debe ser perpendicular, a la vez, al de direccién der,
V, = (-1, 1, -3), y al caracteristico del plano, v_= (2, 1, -1).

Un vector perpendicular a dos dados se obtiene haciendo su producto vectorial.

u u, U
V,=V,xV, =-1 1 -3=(2, -7, -3).
2 1 -1
X=1+2A
Como s debe pasar por P = (1, 2, 1), su ecuacion serd: s:< y=2-7A .
z=-1-3\

ii) Si lareta s es paralela al plano =, la distancia de s a = es la de cualquier punto de s al plano.

2+2+1-3 2
d(s,m)=d(P(L2,-1),t:2X+y—-2-3=0)=|——m——|= —.
( n) ( ( )n y ) «/4+1+1 «/6
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28. La Rioja, julio 19, propuesta A
1.—(2 puntos) Sea {e;, €, €3} una base de R*, de modo que los vectores son unita-
rios y forman entre si &ngulos de 45°. Dados los vectores u = ey +e3 yv = e;—ex+€3

(1) Calcula el médulo de los vectores v y v.

(11) Calcula el coseno del angulo formado por los vectores u y v.
Solucion:
) Hay que saber que: [t =+/UG ; GV :|U|-|\7|-cos(U,\7).

Como los vectores {€,,€,,€,} son unitarios y forman &ngulos de 45° entre si:

&l=1&|=]&|=1; cos(él,éz):cos(él,é's):cos(éa,ég)=cos45°=g;
Y 2 2
€€, =6,€ =€€ =6€ =6,€ =6 2=11'7=7

Si0=8+6, = G0=(8+6)(8 +6)=8€ +66,+6,8 +6,6 = 1 3212 1122, 7

:1——2+—2——+1——+——
2 2 2 2 2
Por tanto:
V|=+/VV =4/3-+4/2.
J2
1) U\7=(él+é2)(él—é2+és)=él-él—éléz+é’1§3+ézél—éz-éz+é2 €, =
_ 2 2 2 2
=1 2+2+2 1+2—\/§
Luego,
cos(U, V)= v _ 2 = V2
N ez 3-2 a2

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

GEOMETRIA (Selectividad 2019) 22

29. La Rioja, julio 19, propuesta B

2.— (2 puntos) Dos vértices consecutivos de un rectdngulo son P = (2,2,1) y
Q = (0,0,—1) y los otros dos pertenecen a una recta r que pasa por el punto
A=(5,4,3).

(I] Determina la ecuacién de la recta r.

(11) Determina la ecuacién del plano que contiene al rectdngulo.

Solucion: i
I) Si los otros dos vértices estan en la recta r, entonces — 7
la direccidn de r debe ser paralela a la determinada ,L.T r /
por el lado PQ. f;’f A /
PQ=(0,0,-1)-(2,2,1) = (-2,-2,-2). / ; s/
Como r debe pasar por A = (5, 4, 3), su ecuacion sera: < —
X=5-2\
r.qy=4-2Mn.
2=3-2A

I1) El plano = queda determinado por r y por el vector PA = (5,4,3)-(2,2,1) =(3, 2, 2).
Sus ecuaciones son:

X=5-2A+3u Xx-5 -2 3
niiy=4-2"+2u = nily-4 -2 2/=0=>n:-2(y-4)+2(z-3)=0=y-z-1=0.
Z2=3-2\+2u z2-3 -2 2
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30. Madrid, junio 19, opcién A

Ejercicio 3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

x—1 -3 - : yz
Dadas la recta r = - = S y la recta s que pasa por el punto (2, —5,1) y tiene direccion (—1,0, —1), se

2 =
pide:
a) (1 punto) Estudiar la posicion relativa de las dos rectas.
b) (1 punto) Calcular un plano que sea paralelo a » y contenga a s.
c) (0.5 puntos) Calcular un plano perpendicular a la recta r y que pase por el origen de coordenadas.
Solucion:
Las ecuaciones paramétricas de las rectas dadas son:

X=1+2\ X=2-t
r=sy=3-2A; s=4q y=-5.
Z=A z=1-t

a) Estudiando la dependencia lineal de los vectores V., V; YRS, siendoR e ry S € s, se

determina la posicion relativa de ambas rectas: si esos vectores son linealmente
independientes, las rectas se cruzan; si son linealmente dependientes, estaran en el mismo
plano.

Como Vv, =(2,-2,1), Vg =(-1,0,-1); R=(1,3,0),S=(2,-5,1) > RS = (1, -8, 1), se tiene

que:
2 -2 1
-1 0 -1=-16+8=-8%0.
1 -8 1

Luego, los vectores son linealmente independientes. En consecuencia, las rectas r y s se
cruzan.

b) El plano pedido viene determinado por la recta s y por el vector

vV, =(2,-2, 1). . v
Sus ecuaciones seran.
X=2-t+2h x-2 -1 2 /3 5 /
n={ y=-5-2h < n=ly+5 0 -2|=0= / =/
z=1-t+h z-1 -1 1
n=-2(x-2)—(y+5)+2(z-1)=0 = n=2x+y-2z+3=0.
c) El vector caracteristico del plano pedido viene dado por ry
V, =(2,-2, 1); como debe pasar por O = (0, 0, 0), su ecuacion sera: \ u, ff,-"l
a=2x—-2y+z=0. ‘E-%‘Fm =7,
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31. Madrid, junio 19, opcién B

Ejercicio 3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Dados el punto A(2,1,0) y el plano = = 2z + 3y + 4z = 36, se pide:

a) (0.75 puntos) Determinar la distancia del punto A al plano .
b) (1 punto) Hallar las coordenadas del punto del plano = mas proximo al punto A.
¢) (0.75 puntos) Hallar el punto simétrico de A respecito al plano .

Solucién:
22+31+40-36
\/22 +3% 442

29 \/—
=——=1/29.
V29

a) d(A(2,1,0),t=2x+3y+42=36)=

b) El punto del plano méas préximo a A es el proyectado de A sobre 7: es el punto de corte de
la perpenpendicular a = por A con .
La recta perpendicular a & que pasa por A es:

X=2+2t
= — ¥
r=<y=1+3t. |
z=0+4t
/ /
Corte de r con = LY e
2(2+2t)+3(1+3t)+44t =36 = 29t =29=>t=1.
Por tanto, M = (4, 4, 4). [ 4

c) Si A" = (Xo, Yo, Zo) es el simétrico de A respecto de =, entonces, M serd el punto medio de
ambos.

Punto mediode Ay A”: (2+2x0, 1+—y°, Z—Oj.

2 2
_ _(2+% 1+Y, Zg
ComoM=(4,4,4)=| —, ——=, —= | =
2 2 2
2+ X ) 1+y, ) Zy

Por tanto, A" = (6, 7, 8).

32. Madrid, julio 19, opcién A

Ejercicio 3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Dados los puntos A(1,1,1), B(1,3,.—3)y C(—3,—1,1), se pide:
a) (1 punto) Determinar la ecuacion del plano que contiene a los tres puntos.

b) (0.5 puntos) Obtener un punto D (distinto de A, By C) tal que los vectores »Tﬁ AC y AD sean linealmente
dependientes.

¢) (1 punto) Encontrar un punto P del eje OX, de modo que el volumen del tetraedro de vértices A, B, C'y P
seaiguala .

Solucién:

a) El plano queda determinado por el punto A(1, 1, 1) y por los vectores AB y AC.
AB=(1,3,-3)-(1,1,1)=(0,2,-4); AC=(-3,-1,1)-(1,1,1)=(4,-2,0).

Su ecuacion es:
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x-1 0 -4
n=ly-1 2 -2/=0= n=-8(x-1)+16(y—-1)+8(z-1)=0 = n=x—-2y-z+2=0.
z-1 -4 0

b) El punto D debe ser cualquiera de los del plano «; por ejemplo, D(-2, 0, 0).

¢) El volumen del tetraedro es un sexto del producto mixto de los tres vectores que lo

determinan. En este caso, los vectores: AB, AC y AP. Si P(a, 0, 0), estos vectores son:
AB=(0,2,-4); AC=(-4,-2,0); AP=(a,0,0)-(1,1,1)=(a-1,-1,-1).

En consecuencia:

0 2 -4
v=ila 2 o :1|—24—8a+8|=1|—16—8a|.
6 6 6
a-1 -1 -1

Si se desea que ese volumen sea igual a 1, entonces:

1 -16-8a=6—>a=-11/4 11 5
—|—16—8a|=1:> =R|-—,0,0{0R,|—,0,0].
6 16+8a=6—>a=-5/4 4 4

33. Madrid, julio 19, opcién B
Ejercicio 3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

r+y—z=10

Toiytr—2 ys=(r,uyz)=1(1,23)+ A(1,0,1), con

Dados el plano, # = 22+ 3y — 2z = 4, y las rectas r = {
A € R, se pide:
a) (1 punto) Caleular el punto simétrico de P(1,2, 3) respecto de .

b) (1 punto) Hallar la ecuacion de la recta perpendicular al plano m, que pasa por el punto interseccion de las
rectas ry s.
c) (0.5 puntos) Calcular el angulo que forman entre si las rectas r y s.
Solucion:
a) Sea P’= (xo, Yo, Zo) el simétrico de P(1, 2, 3) respecto del plano t=2x+3y—z=4.

Ambos puntos, P y P’ estaran en la recta g, perpendicular a = por P. Ademas, si M es el punto
de corte de la recta y el plano, M debe ser el punto medio entre Py P,

x=1+2A
Como v, =(2, 3, 1), se deduce que q:<y=2+3A. ‘wP
z2=3-A -
Corte de la recta g con plano = 1L’s:/:/l M /
2(L+20)+3(2+30)-B3-1)=4 = X:—i.
Por tanto, M =[ 22, 22 43} P
14 14 14
Punto mediode Py P": (1+2X° : 2+2y0 : 3+220 j

14’ 14’ 14 2 2 2
12 1+, 10,25 2+y, 2243 347, 4

—= = X =—; = Y, =—; —= = Z,=—.
14 2 14 14 2 14 14 2 14

Como deben ser iguales: M :(E 25 43) = (1+X°, 2+y01 3+Z°] =
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Por tanto, P'= §, 1—1, Q )
7 7 7

b) Ecuaciones paramétricas de las rectas dadas.

Xx=1-t X=1+A
X+y—-2=0 .
rz{ (restando ambas ecuaciones) —» r=4 y=t ; s=: y=2
X+y+2=2
z=1 Z=3+\
1-t=1+A
Como se sabe que se corta, el sistema (r ms) - t=2  tiene solucion, queest=2,A =
1=3+A

—2. El punto de corte de ambas rectas es C(-1, 2, 1).

X=-1+2\
La recta perpendicularawporCes: ¢ y=2+3\ .
z=1-\

c) El angulo que forman las rectas r y s es el determinado por sus vectores de direccion, v, =
(-1,1,0yv.=(1,0,1).
Aplicando el producto escalar:

cos(V,, V,) = (LL1OML0Y) -1 —% = angulo (r, s) = 120° — 0 60°

N E N RN N

34. Murcia, junio 19

A.3: Los puntos A = (3,0,0), B = (0,3,0) y C = (0,0,3) son tres de los vértices de un
tetraedro. El cuarto vértice D esta contenido en la recta r que pasa por el punto
P =(1,1,1)y es perpendicular al plano = que contiene a los puntos A, By C.

a) [0,5 p.] Calcule la ecuacion del plano que contiene a los puntos A, By C.

b) [0,5 p.] Calcule la ecuacion de la recta r que pasa por el punto P=(1,1,1)y es
perpendicular al plano x.

c) [1,5 p.] Calcule las coordenadas del vértice D sabiendo que el volumen del
tetraedro es 18.
Solucién:
a) El plano queda determinado por el punto A(3, 0, 0) y por los vectores AB y AC.
AB=(0,3,0)-(3,0,0)=(-3,3,0); AC=(0,0,3)-(3,0,0)=(-3,0,3).
Su ecuacién es:

x-3 -3 -3
n=|y 3 0]|=0=n=9(x-3)+9y+92=0 = n=x+y+z-3=0.
z 0 3

b) El vector caracteristico del plano, v, = (1, 1, 1), determina la direccion de la recta pedida;
como, ademas, debe pasar por P = (1, 1, 1), su ecuacién sera:
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X=1+A
y=1+A\.
z=1+A

¢) El volumen del tetraedro es un sexto del producto mixto de los tres vectores que lo
determinan. En este caso, los vectores: AB, AC y AD. Como D es de la recta,

D=(1+2A, 1+, 1+2.), estos vectores son:
AB=(-3,3,0); AC=(-3,0,3);
AD = (1+4, 1+4, 1+4)—(3, 0, 0)

En consecuencia:

-3 3 0

-3 0 3 =%\9(1+x)+9(1+x)+9(—2+x)\:g|3x|.
—2+A 1+A 1+A
Si este volumen vale 18, entonces:

3 =12 >i=4
2|3 =18=
2 =12 >1=—4

(=244, 1+4, 1+4).

v=1

= D,(5, 5,5) 0 D,(-3, -3, -3).

35. Murcia, junio 19
B.3: Considere las siguientes rectas:

x=5 y—6 z+1 x—1 y z+1
T T T T ST 1T o

a) [1 p.] Estudie la posicidn relativa de ambas rectas.

b) [1,5 p.] En caso de que las rectas se corten, calcule el plano que las contiene
y el angulo que forman ambas rectas. En caso de que las rectas se crucen,
calcule la perpendicular comun a ambas rectas.

Solucion:
a) Estudiando la dependencia lineal de los vectores V., V; y RS, siendoR eryS € s, se

determina la posicion relativa de ambas rectas: si esos vectores son linealmente
independientes, las rectas se cruzan; si son linealmente dependientes, estan en el mismo
plano.
Los vectores son:
v, =(1,1,1),v.=(1,1,-1) y RS=(1,0,-1) - (5,6,-1) = (-4, -6, 0)
1

1 1
Como|l 1 -1=-6-4-2=0, losvectoresson linealmente independientes. En
-4 -6 0

consecuencia, las rectas r Yy S Sé Cruzan.

b) Como se cruzan hay que calcular la perpendicular comun.
Para hallar la recta perpendicular comin a las retas r y s, de ecuaciones:

. 6 1 X=5+t
1 1 1
z=-1+t
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Xx=1+h
=——— > S= y=h ;\75:(1,1,—1).
z=-1-h
1) Se toman puntos genéricos de ry s:
R=GB+t,6+t,-1+t), S=(Q+h,h,-1-h)
El vector SR=(4 +t — h, 6 +t—h, t+ h), que indica la direccion de la recta perpendicular
comun ary s, debe ser perpendicular a los de direccion de r y s:

2) Se multiplica escalarmente (SR - Vv, =0, SR - V; =0), y se obtiene el sistema:
10+3t-h=0 5 5

=>t=—=yh==

10+t-3h=0 2 2

Con esto:

:(EZ__?J S:(ZEiJ y SR = (_1, 1 0)_
22 2 22 2

3) La recta perpendicular comln, que pasa por R y lleva la direccion de SR es:
Xx=5/2-%A
p:iy=7/2+\.
z2=-71/2

36. Murcia, septiembre 19

x+1  y+3
-1 2

A.3: Considere larecta r:

el
=Tyel planom:x—2y—z=—1.

a) [1 p.] Estudie la posicion relativa de la recta r y el plano x.

b) [1,5 p.] En caso de que la recta corte al plano, calcule el punto de corte y
el angulo que forman. En caso de que la recta no corte al plano, calcule la
distancia entre ambos.

Solucion:
X=-1-A
a) Las ecuaciones paramétricas de r son: r:<y=-3+2\.
Z=A

Se hace la interseccion de r y 7. (Si no hubiese solucion, la recta seria paralela al plano).
Sustituyendo en la ecuacion del plano:

nix—2y—-z=-1= (-1-1)-2(-3+21)-A=-1=-6L=—6=A=1.
Como hay solucién, la recta corta al plano.

-

b) El punto de corte, para’x = 1, es P = (-2, -1, 1). ; v,

El angulo que forman es el complementario del que determinan los Al\/
y s

vectores vV, =(-1,2,1) y v_ —(1 -2, -1). y
v ST

i (_31_?_,414)_2]:/1;2’4_11) = %6 =-1= éﬂgUlO(r, n) = 9Q°.

La recta y el plano son perpendiculares.

sen (r, 7) = cos(V,,V,) =
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37. Murcia, septiembre 19

B.3: Los puntos A = (0,—1,1)y B=(1,1,1) son dos de los vertices de un triangulo. El ter-
cer vértice C esta contenido en la recta r que pasa por el punto B y es perpendicular
alplanom : 2x—y+z=1.

a) [1 p.] Calcule la ecuacion de la recta r que pasa por el punto By es perpendi-
cular al plano .

b) [1,5 p.] Calcule las coordenadas del vértice C sabiendo que el area del triangulo

es 3./30.
Solucion:
a) El vector de direccion de la recta r es el caracteristico el plano &, V. = (2, -1, 1).
X=1+2t
Como pasa por B =(1, 1, 1), su ecuacion serd r:q y=1-t .
z=1+t

b) El area de un tridngulo de vértices A, B, C, viene dada por S = %‘Exﬁ‘ .

En este caso, AB = (1,1,1)-(0,-1,1)=(1, 2,0); y como C es

de la recta r, entonces BC = kv, =k{(2,-1,1)=(2k,—k,k) 4C 7
Por tanto, A 4B T
0 0, U V4 i;r ./
szé\ﬁxs—c\zé 1 2 0 :%-‘(Zk, —k, —5k)|. e - ;
2k -k k ¥

Debe cumplirse que:
%-\/4k2+k2+25k2 =330 = % 30k? =330 = k =16

Sik=-6, BC =(~12,6,-6). Como OC =0B +BC =(1,1,1)+(~12,6,~6) =(~11,7,-5).
Sik =6, BC=(12,-6,6); siendo OC =0B +BC =(1,1,1)+(12,-6,6)=(13,-5,7).
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38. Navarra, junio 19

A2) Dadas las siguientes rectas:

il

¥ S

2ty —22-1=10 r+2 y-1 z-1
= = : p
y+z+1=10 1 2 2

calcula la ecuacion de un plano w paralelo a la recta v y gue diste de s

3 unidades. (2 puntos)

Solucién:

El plano = debe ser paralelo a las dos rectas. Por tanto, dos vectores de ese plano son los de
direccion de ellas, V, y V,; quedara determinado de manera Unica al imponer que diste 3
unidades de la recta s.

Ecuaciones paramétricas de las rectas dadas.

=1 3t
2x+(~1-t)—-2t-1=0 X=23
2X+y—-2z-1=0
r= —>r= y=-1-t > r=qy=-1-t >
y+z+1=0
X==2+A
V,=(3,-2,2); s=qy=1+2L >V, =(1,2,2).
z=1+2\
El vector normal del plano mes v_ =V, xV,.
0 U, U
VoxV, =3 -2 2|=(-8, -4,8) >V =(2,1 -2).
1 2 2

Luego, el plano buscado es de la forma n=2x+y—-2z+d =0

La distancia de s al plano = es la distancia entre cualquier punto P € s al plano.
SiP=(-2, 1, 1), entonces se desea que

2-(—2)+1—2-1+d‘

d(P(-2,11),n=2x+y-2z+d =0)= \/22 7 (2)2‘
+1°+ (-

=3 =

m=2X+Yy—-2z+14=0
T, =2X+Yy—-22-4=0"

-5+d
5-d=9—»>d=-4

3

S5+d=9->d=14
=3= — hay dos planos:
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39. Navarra, junio 19
B2) P=(1,-1,1}), @ = (5 356} v R={(7,-7,1) son tres vértices
de una cara de un cubo. Caleula las coordenadas del centro de dicho cubo.

(3 puntos)

Solucién:
Plano que contiene a la cara P-Q-R (determinado por P y los vectores: PQ y PR).
PQ =(4,-2, 4); PR = (6, -6, 0);

x-1 4 6
m=ly+l -2 —6/=0 = m, =2x+2y-z+1=0.
z-1 4 0

El lado del prisma mide | = ‘@‘ =J16+4+16=6.

Otra cara del prisma se encuentra en un plano paralelo a 1 que esté a 6 unidades de distancia
(elegiré uno de los dos posibles): ©, =2x+2y—-z+d =0.

d(P(L-11),7,)=6 - %:6:#:6:d ~19 =
n, =2X+2y-7+19=0.
Vértice P”: corte de n> con la perpendicular a él por P. ’ M
x=1+2t Q P
r=<y=-1+2t — sustituyendo en m — . T -
z=1-t < )P
m, =2(1+2t)+2(-1+2t)—-(1-t)+19=0=

=>t=-2;P'=(3,-5,3).
El centro del prisma es el punto medio de los vértices P" y R.

7—3,—7—5 3+1 - (2,-6,2).
2 2 2

Ese puntoes C :(

40. Pais Vasco, junio 19
Ejercicio B2
Se consideran los puntos A(0, 0, 1), B(1, 1, 1) y C(-1, -1, 2). ¢Estéan alineados? En caso
afirmativo, hallar la ecuacion de la recta que los contienen. En caso negativo, calcular el plano
que los contiene.
Solucion:
Los puntos A(0, 0, 1), B(1, 1, 1) y C(-1, -1, 2) estaran alineados cuando los vectores AB y
AC tengan la misma direccion: sus coordenadas seran proporcionales.
AB=(1,1,1)-(0,0,1)=(1,1,0); AC=(-1,-1,2)-(0,0,1) =(-1,-1,1).
. 1 1 0
No son proporcionales, pues: — =—#—.
-1 -1 1
El plano que contiene a los tres puntos viene determinado por el punto A 'y por los vectores
AB y AC. Su ecuacidn es:
x 1 -
n=ly 1 -1=0= n=x-y=0.
z-1 0 1
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