ANALISIS (Selectividad 2019) 1

ALGUNOS PROBLEMAS DE ANALISIS PROPUESTOS EN LAS PRUEBAS DE
EBAU-EVAU-PEBAU ... DE 2019

1. Andalucia, junio 19

X

1+e
- Halla la

Ejercicio 2A. (2,5 puntos) Sea la funcion f : (0, +o0) — R definida por f (x) = .

primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (1, 1). (Sugerencia: cambio de variable t =e*).
Solucion:

Si se hace el cambio t=¢* = dt:exdx:dt:tdx:dx=%.

Por tanto:
X
J‘1+e dx — 1+tdt:J‘ 1+t at
1-¢e* 1-t t (1-t)t

La Gltima integral puede hacerse por descomposicion en fracciones simples.
4+t _ A B_ At+B(1-t)
(I-t)t 1-t t (1-t)t
B=1,A=2.
Luego,

I L+t dt=j 2 dt+j}dt=—2|n(1—t)+lnt+c.
(1-t)t 1-t t

Deshaciendo el cambio, la primitiva pedida es F(x) :I f(x)dx =-2In (1—ex)+ X+C.

= 1+t=At+B(1-t) = 1+t=B+t(A-B) =

Si su gréfica pasa por el punto (1, 1) = F(1) =1 —» 1=-2In(1-e)+1+c = c=2In(1-e).
Por tanto, F(x) =-2In (1—ex)+ x+2In(1-e).

Si se quiere que esté definida en el intervalo (0, +c0) habria que poner valores absolutos; esto
es,

F(x)=—2|n‘1—eX +x+2Infl—¢|.

2. Andalucia, septiembre 19. Opcién A
Ejercicio 1.- [2,5 puntos] Dada la funcién f: R — R definida por f(z) =6 — i-rz, calcula las dimensiones del
rectangulo de area maxima, de lados paralelos a los ejes, inscrito en el recinto comprendido entre la grafica de f
y larecta y = 0.

Solucién:
La situacion es la que se muestra en la figura adjunta. N
Si (X, y) es el punto de la parabola buscado, entonces, el area \
del rectangulo es: J /4 ()
1 I;/ 2 | \\
S =2x-y, donde y:6—gx2 = / ,
1 -s;_.,ée 42| 2 4 é\ 8

S =2x-(6—1x2j=1zx——x3.
6 3

El maximo de S se obtiene en la solucion de S"= 0 que hace negativaa S”™".
Derivando,

S=12—x%: §”"=-2x.
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La derivada primera se anula en x =++/12 =+2+/3. En x = 2/3, la derivada segunda es
negativa.

Las dimensiones del rectangulo son: largo, 2x = 443 ; alto, y= 6—%-12 =4,

3. Andalucia, septiembre 19. Opcién A

Ejercicio 2.- [2,5 puntos] Determina la funcién f: (0,+occ) — R sabiendo que es derivable, que su funcidn
derivada cumple
In(z)

fj{-l) = Nz

(In denota la funcién logaritmo neperiano) y que la gréfica de f pasa por el punto (1,0).

Solucién:

La funcion f(x) = J‘Inx

Una primitiva se puede encontrar haciendo el cambio x =t2.

Con esto: /X =t dx = 2tdt .
Sustituyendo:

J.In—t 2tdt = J.m 2tdt = J.4Int dt — esta integral debe hacerse por partes.

Haciendo u=Int;dv=dt = du :%dt;v:t, luego:

I4Int dt:4(t-lnt—J.dt):4tlnt—4t+c.

Deshaciendo el cambio,
f (X) = 4X-In/x —4Xx +¢ —> como su grafica pasa por (1, 0), 0=—4+c=>c=4.
La funcion buscada es, f(x) =4/x:-In</X —4Jx +4.

4. Andalucia, septiembre 19. Opcién B

Ejercicio 2.- Sea la funcién f: R — R dada por f(z) = re=".

(a) [1,25 puntos] Calcula los puntos de corte de la grafica de f con los ejes coordenados y los extremos relativos
de f (abscisas en los que se obtienen y valores que se alcanzan).

: 1 . : . -
(b) [1,25 puntos] Determina a > 0 de manera que sea 1 el area del recinto determinado por la grafica de f enel
intervalo [0, a] y el eje de abscisas.

Solucion:
a) Puntos de corte con los ejes.

Six=0, f(0)=0:punto (0,0).Siy=0, 0= xe ™ =x=0: punto (0, 0).
La funcion solo corta en (0, 0).

Derivando:
f()=xe ™ = f'(x)=e* —2x%

(1—2x2)e*X2 -
S () =—2xe X —dxe ™ +4x3e ™ =<—6x+4x3 )e‘x
1

f(x)=0=1-2x*=0=>x=+——.
(X) 72
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5-{aoe g
Por tanto:

. en x= _ L se tiene un minimo, cuya ordenada es f (—ij = —ie‘”2 ~-0,43.

N )

. L 1 _
. €n x:i se tiene un maximo, cuya ordenada es f[—j e V2 ~0,43.

V2 V2

1

NA

b) Parax >0, f(x)= xe™ toma valores positivos. Por tanto, el area entre la curva de f y el eje

OX, en el intervalo [0, a], viene dada por la integral definida I xe ™ dx .
0

Esta integral es inmediata:
I xe X dx = —EJ‘ (—2xe‘X2 )dx = —le‘X2 = —le‘az +le° = —le“’12 +1.
2 2 0o 2 2 2

0 0

. 1
Como se desea que esa area valga 7 entonces:

1 .11 1 . 1 . 1
—se 4=ttt =—iet =2
2 2 4 2 4 2

Ine™ =In(1/2) = -a%=In(1/2) = a=-In(1/2) ~0,83.

5. Aragon, junio 2019, opcién A
3.

a) (1,5 puntos) Un rectangulo tiene sus vértices en los puntos (0,0),(a,0),(0,b) ¥ (a,b), donde a >0y b =0y
ademas el punto (a, b), esta situado en la curva de ecuacion:

P = — 9
¥ x2+

De entre todos los rectangulos que cumplen esas condiciones determine el rectangulo de area minima y
calcule dicha area minima.

b) (1 punto) Determine:

J‘
..dx
9 —x-

¢) (1,5 puntos) Determine el valor de la constante k para que se verifique que:

¥4t thx+3

Solucién:
a) La situacion grafica es la adjunta.

, . . 1 .
El rectangulo tiene base a y altura b, siendo b=—-+9. J(M) (@ o)
a )

a a
El minimo de S se da en algun punto que anule la derivada S” y haga b
positivaa S™". l
Derivando respecto a a:

Su dreasera S=ab= a-(i2+9) = 1+9a .

(@ 0)

' a
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S’:—iz+9 - S’:—iz+9=0:>a=il; debe elegirse la solucion positiva, azl.
a a 3 3

.2 . 1 . : -
Como S”=— es positiva para a = 3 se confirma la validez de esa solucion.
a

Por tanto, el punto pedido es (a, b) :[% f (%D :[% 18].

Los vértices del rectangulo son los puntos: (0, 0); (0, 18); [% 18); (% Oj.

El area del rectangulo sera: S = 1-18 =6 U

b) J-g ! > dx debe hacerse por descomposicion en fracciones simples.
—X
1 A B _ A(3+x)+B(3-x)

= 1=A(3+x)+B(3-x) =

9-x> 3-Xx 3+x 9_x2
3A+3B=1 3A+3B=1 1 1
1=3A+3B+(A+B)x = = S A=Z:B=<.
A-B=0 3A-3B=0 6 6
Luego,
9-x? 3—X 3+X 6 6 6 3—_x

3 2
. X7+ x“+kx+3 | 5+k : . .
¢) lim—— = . Para que exista ese limite es necesario que 5 + k valga 0. En
x->1 X° =X —=x+1 0
cualquier otro caso, el limite valdra «. Por tanto, k = -5.
Comprobamos que el resultado es correcto:

3,42 2 _
fim X+ X 5x+3:{9}:(L,H):“m3x +2X 5_{9}:(L,H):"m6x+2_§_2

x->1 %3 —x% —x+1 0 x>13x2—2x—1 |0 x>16X—2 4

6. Aragon, junio 2019, opcién B

3. Considere la funcion:

Fl) = x—1
SN CFEYE
a) (1,5 puntos) Determine las asintotas de la funcion, si existen.

b) (1 punto) Determine los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de esa funcién, si existen.

c) (1,5 puntos) Determine la integral ff Flx)dx.

Solucion:
a) La funcién dada, f(x)= ( — )2 , tiene dos asintotas: una vertical, la recta x = —1; y otra
x+1
horizontal, la rectay = 0. En efecto:
lim L _ 2 i im X P o (UH)=tim— =L 0.
xa—l(x_'_l) 0 xeoo(x_i_l) 0 X—>o0 2(X+1) 0
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b) Derivando:

f,(x):(x+1)2—(x—14)-2(x+1):(x+1)—(x3—1)-2: X2 e anulaenx =3
(x+1) (x+1) (x+1)

Con esto:

« Six<-1,como f'(xX)<0 = f(x) decrece.

« Si-1<x<3,como f'(x)>0 = f(x) crece.

« Six>3, f'(X)<0y f(x) decrece.

« Puede observarse que en x = 3 la funcion tiene un maximo.

x—=1
(x+1)

J 2k [k 20 I[(Xxjf)z ! (le)z}jx: N

= In(x+1)+i+c.

c) Laintegral I dx puede escribirse como suma de dos integrales inmediatas. Asi:

2

X+1
Con esto,
2 3
I X 12dx:{ln(x+1)+i} :In4+1—(ln2+1):ln2—i.
1 (x+1) X+1} 2 2

7. Aragon, septiembre 2019, opcion A

3.
a) (1 punto) Determine el limite:

I 2 1
) (m_ _T-)
b) (7 punto) Determine el valor de |la constante k para que la funcion:
-1 )
£ = { T six=1
ke—x, six=1

sea continuaen x = 1.

¢) (2 puntos) La curva y = x* + 1 divide al rectangulo limitado por los vértices 4:(0,1), B: (2,1),
C:(0,5)yD:(25)endos partes. Determine el drea de cada una de esas dos partes.

Solucién:
a) Operando:

lim| —2 Y fim—2 Y| i L1 :(leoo_ooj
ool In((@+x)°) x| =0(2In(l+x) x) =o{In(l+x) x) (0 0 '

1
1———
X—In(1+x
=Iim(L)J=[9}—>L‘Hﬁpital—>lim 1+x :H N
0| x-In(1+x) 0 X0 In(L4+x)+ X 0
1+x
_1

. . 1+x)° 1 1

— (L'H) = lim 1( )1 141 2

+ 2
14X (1+x)
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b) Sera continua cuando lim f (x) = f (1).
x—1

4 3
lim £ () =lim 2 = (L'H) =lim 2" = 4,
x—1

Xx—1 X — x—1

Como f (1) =k-1, debe cumplirse que k—1=4 = k =5.

c) Las regiones son las sombreadas en la figura adjunta.

Puntos de la parabola son: (0, 1); (2, 5); (=2, 5). Dos de ellos son vertices del rectangulo.
El area de la region mas clara viene dada por la integral definida, C D

I :<5_(X2 +1))ox = _[2(4—x2)dx . 3

0
Y8 16
[4x——j 2
3

- 8—5 -3 u2. \ 24 /f
0 \ 4 B

El area de la region mas oscura es:
8 -2 10| 1 2
=—u%

I:((x2+1)—1)dx = J.:xzdx = [X?SI .

Puede observarse que entre las dos suman 8, que es el area del rectangulo.

8. Aragon, septiembre 2019, opciéon B
3

a) (1 punto) Considere la funcion:
23+ kxt+x+3
fl) = )
Determine el valor de k para que la funcion f(x) tenga como asintota oblicua, cuando x — +=, la
recta v = 2x — 1.
b) (1,5 puntos) Determine

J‘ x(In(x))2dx

c) (1,5 puntos) Determine, si existen, los maximos, minimos relativos y puntos de inflexion de la
funcion:

flx) = %—F In(x)
Solucion:
a) Larecta y =mx+n (en este caso, y =2x—1) es asintota oblicua de la grafica de f(x)
cuando se cumple que:

3 2 3 2
m= fim 1) _ j 2R XH3 e 2X +§X *X*3 _ 5 (no depende de K).
X—+0o X X—>+00 X(X2+2) X—>+00 X° 4+ 2X
3, 1n2 2
n=lim (f(-mx)= lim | X3 o0 o im (%}: Y
Xo0 X0 (x2+2) x>0 X2 +21

b) J.x(ln(x))z dx debe hacerse por partes.

Siu=(Inx)* = du:é(ln X) dx
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¥
dv=xdx = v=—.

2
Luego: J-x(ln(x))z dx = X?-(In x)2 —J.x(ln(x))dx — Otra vez por partes.

, .1 ; G
U=Inx=du==dx; dv'=xdx :>v:7.

Luego:

c¢) Derivando f(x):1+lnx = f’(x)=—i2+1 = f”(x)=%—i2; f (x)=——+£3.
X XS X X X X
F)=-s+i0m "X 0mx=1;  ()=2-2 =022 K —0mx=2
X X X X* X X
Como f7(1) =1%—112 =1>0, en x =1 se tiene un minimo relativo.
6 2 1 . . .
Como {7 (2)=——+—5=——5#0,enx=2setiene un punto de inflexion.
2" 2 2

9. Asturias, junio 19, opcién A
2

2, Dada la funcién f(z) =

a) Calcula su dominio de dez;lcién ¥ sus asintotas. (1 punto)
b) Mediante el cambio de variable ¢ =e®, calcula _ / 5 —EE’I dx (1.5 puntos)
Solucion:
a) La funciéon f(x)= 2+2ex esta definida para todo ntimero real x: el denominador 2+e* >0
para todo Xx.
Tiene dos asintotas horizontales, una hacia +c y otra hacia —oo, pues:
lim 2 __ 2 =1; lim 2—2:0

x>024+eX 240" x> 2+eX 2+
Las asintotas son las rectas y = 1 (hacia —x); e y = 0, hacia +oo.

b)Sit=e* = dt:exdx:dx:ixdt :%dt. Luego:
e

'[ 2 ix= iidt:j G
2+¢" 2+t t (2+t)t

La ultima integral puede hacerse por descomposicion en fracciones simples.

2___A B _AUBRYY 5 piB(2+1) = 2-2B+1(A+B) =
(2+t)t 2+t ¢ (2+1)t
B=1,A=-1
Luego,
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I 2 dt=I -1 dt+I}dt=—In(2+t)+Int+c.
(2+1)t 2+t t

Deshaciendo el cambio, la integral pedida vale:

szex dx:—ln(2+ex)+lnex+c:—ln(2+ex)+x+c.

10. Asturias, junio 19, opcién B
1

2. Dada la curva y =

3+ 22
a) Expresa la funcién m(z) que da la pendiente de la recta tangente a la curva en cada punto z. (1 punto)
b) Calcula el valor = donde se alcanza la maxima pendiente. (1.5 puntos)

Solucién:
a) La pendiente de la recta tangente a la curva y = f(x) viene dada por su derivada.
Como
LI y'=m(x) .
3+ x? (3+ W2 )2 '

y:

b) La pendiente, m(x), es maxima en los puntos en los que m(x)=0y m”(x) <0.
Nota: La pendiente de una curva es maxima (o0 minima) en sus puntos de inflexion. En esos
puntos la recta tangente atraviesa a la curva.

—2-(3+ x° )2 + 2x-2(3+ x? )-2x ~ —2-(3+ x2)+ 2X-2-2X ~ 6X%—6
(3+x)' o (md) (me)

m(x)=0—->x=-Lx=1.

m(x) =

12x{3+x° )3 ~(6x*~6)3(3+x* )2-2x 123+ ) (657 66X _p4x3 4 72x
(3+x) . (3+x)' - (34e)

Como m”(-1) <0, en x = -1 se encuentra el maximo buscado.

En x =1 se da el minimo de la pendiente, pues m”(1) > 0.

m”(x) =

11. Asturias, julio 19, opcién A

—

€

2. Dada la funcion  f(z) =

z+1
a) Estudia su dominio de definicién y calcula sus asintotas. (1 punto)
b) Halla, si existen: méximos y minimos e intervalos de crecimiento y decrecimiento. (1 punto)
¢) Haz un esbozo de su grafica. (0.5 puntos)

Solucioén:
—X

a) Lafuncién f(x) =

esta definida para todo namero real x #—1; en ese punto se anula

el denominador: x+1=0.
Tiene dos asintotas: una vertical, en x = —1; otra horizontal, hacia +co.

En efecto:
—X —X —00
. e e . e e 0
lim =—=+00; lim = =—=0.
x>-1x+1 0 x—>+0X+1 oo+l o0
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Las asintotas son las rectas x =-1 ey =0.

b) Derivando:

-X _aX A X aX
f=a— = ()= (X+1)2 = (x+22) —> seanulaen x =-2.
x+1 (x+1) (x+1)

Con esto:

. Six<-2,como f(x)>0 = f(x) crece.

o Si-2<x<-1,como f(xX)<0 = f(x) decrece.
En consecuencia, en x = -2 se tiene un maximo relativo
« Six>-1, f'(x)<0y f(x) decrece.

. Por tanto, no hay minimos.

c) Para hacer un esbozo de su gréfica conviene estudiar la posicion de la curva respecto de las
asintotas.
. e* e
lim =—=—0:
x>-1"X+1 0~

— a la izquierda de -1 la funcién se va hacia —o;
. e* e
lim =— =400
x>-1" X+1 0
— por la derecha de —1 la funcién tiende hacia +o;
e X 0f ™ k o
lim =—=0": . 20 2 4 6
x—>+0 X+1  +oo b
— para valores muy grande de x la funcion se “pega” al eje OX por |
encima de él. T
Ademas, puede observarse que la funcion nunca corta al eje OX. 6 -
Algunos valores. N
(-3, —€%2) = (-3, —10,04); (-2, —e?), maximo; (0, 1); P
(1, e/2) = (1, 0,18); (3, €7%/4) = (3, 0,012) 10
1
12. Asturias, julio 19, opcién B
2. Dadas las curvas  y==2%/2, y=4/z2.
a) Calcula sus puntos de corte. (0.5 puntos)
b) Esboza una grifica de las curvas en el intervalo [1,3]. (1 punto)
¢) Calcula el drea que delimitan entre ellas en el intervalo [1,3]. (1 punto)

Solucién:
. . y=x%/2
a) Los puntos de corte son las soluciones del sistema: 4y
y=4/X

2

Igualando: X? _4 3-8 x=2.Punto (2, 2).
X

b) Como las curvas son las de una parabola y una hipérbola equilatera, sus graficas pueden
trazarse dando valores. Son las que se observan a la derecha.

54 | /
c) El area pedida es la de la region sombreada en la figura. Su 44 o /"
valor es: \
3- ﬁ/
http://www.matematicasjmmm.com Jot 21
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2 2 3 2
S:J ﬁ_x_ dx+j X——f dx =
1lx 2 2l 2 X

3 2 3
S= 4Inx—X— + X——4Inx =
6 ) 6

= 4In2—§—(—%j+%—4ln3—(%—4ln2j = 2+8In2-4In3 v2

13. Baleares, junio 19, opcion A

2. Les funcions f(x) = z* + az? + bz i g(z) = = — cz? passen pel punt (1,0). Determinau
els coeficients a, b i ¢ perque tinguin la mateixa recta tangent en aquest punt i calculau-la.
(10 punts)

Solucién:
— Si pasan por el punto (1, 0), entonces f(1)=0y g(1)=0:
f)=0=1+a+b=0; g@)=0=1-c=0=c=1.

— Si tienen la misma recta tangente en el punto (1, 0), entonces f'(1)=g'(1):
g(x)=1-2x > g ) =-1; f(x)=4x>+2ax+b - f'(1)=4+2a+b=-1.
l+a+b=0

Resolviendo —>a=-4b=3.
4+2a+b=-1

Portanto:a=-4;b=3;c=1.
Las funciones serén: f'(x) =x*—4x®+3x; g(x) = x—x°.

La recta tangente sera:
y—9®=9@)(x-1) » y-0=-1(x-1)= y=—x+1.

14. Cantabria, junio 19. (EXAMEN N.° 2)

Ejercicio 2

sen(z) - o

2x
Sea la funcidén f(x) = ;
a— x*

51 g si x>0

1) [1 PUNTOS] Determine, si existe, el valor de a que haga a la funcién continua en x = 0.

2) [1.5 PUNTOS] Calcule el valor de a para que f tenga un extremo relativo en » = 2. ;Es este extremo un
maximo o minimo local?
3 3
3) [0.5 PUNTOS] Sea g(z) una funcién integrable, sif glz)dr = 4 yf g(z)dr = 6, ;Cuanto vale
D 2
2

/ glz)dz ?
J0

Solucion:
1) La funcion dada sera continua en x = 0 cuando los limites laterales en ese puno sean iguales:

lim f(x)=lim f(x)
x—0~ x—0"

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano
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lim £(x) = lim 3% 29 _, aplicando L Hopital) fim 3% —| 0| = fjm $5X _ 1.
x>0~ x>0~ 2Xx 0 x>0~ 2X 0] xo»0 2 2
2
lim f(x)= lim a-x _a — para que E:1 =a=1
x—0* x—0" 24X 2 2 2
a-x> . . . .
2) Parax =2, f(x)= 5 : tendrd un méximo relativoenx =2si f(2)=0.
+ X
Derivando:
—2x{(2+x)— a—xz)-l —x?—4x-a —4-8-a
f'(x)= 5 = — > f(Q)=———==0=>a=-12.
(2+x) (2+x) (2+2)
— 2_
Luego, f’(x):LX:lz.
(2+x)

La derivada segunda es:
(%) (—2x—4)(2+x)? —(—x2 —4x +12)-2(2+ x) (-2x-4)(2+ x)—(—x2 —4x+12)-2
X) = _
(2+x)* (2+x)°

-32
(2+x)
Como f7(2)<0, en x = 2 se da un maximo relativo.

= f7(x)=

3"

3) Para cualquier funcién integrable, si a < ¢ < b, se cumple:

b c b 3 2 3
L g(x)dx=L g(x)dx+J‘C g(x)dx — en este caso: J'O g(x)dx=J'O g(x)dx+"‘2 g(x)dx.
3 3 2 2
Como, jo g(x)dx=4y L g(x)dx=6 = 4=J‘0 g(x)dx+6:>j0 g(x)dx =-2.

15. Cantabria, julio 19. (EXAMEN N.° 2)

Ejercicio 2

Sea f(x) la funcion definida en (0, co) dada por f(z) = = In(x). donde In denota el logaritmo neperiano.
1) [1 PUNTO] Calcule lilhl flz).
— U™

2) [2 PUNTOS] Calcule / fz)de.
J2

Solucion:
. . . In(x) |- . .
lim f(x)= lim xIn(x) =0-(—) = lim ——==| — | — (aplicando L"Hopital)
x—0" x—0" x—0* E 00
X
= tim % _ fim (-x) =0

x—0" =1/ x2 x—0"
b) La integral indefinida Luego: jx(ln(x))dx debe hacerse por partes.

Tomando:
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1, X2
u=Inx=du==dx; dv=xdx = v=—.
X 2
se tiene:
. X2 X2 2
x(In(x))dx = ?-(In X)—|zdx = ?-(In X)—=+cC

Por tanto,

oe 2 2 L2 2 2
xIn(dx =| Z—(Inx) -2 | =S ne-=—(2in2-1) = £ +1-2m2.
2 2 4] 2 4 4

16. Castilla y Ledn, junio 19, opciéon A

cos(x)—1

E4.- a) Calcular lim

x —0 xsen(x)’ (1 punto)
3

b) Calcular el area encerrada por las graficas de f(x) = 4x vy de g(x) = x° en el intervalo

[0,2]. probando anteriormente que en dicho intervalo f = g. (1 punto)
Solucién:
a) lim Cosgx) 1 11 .0, (Aplicando L Hoépital):
x=>0 xsin(x) 00 O
mcosgx)—lzlim _ —sin(x) :9 _ (L' ): l —cos(Xx) . :_1.
x—»0 xsin(x)  x-0sin(x)+xcos(x) 0 x—0 €0S(X) + cos(X) — xsin(x) 2

b)En|[0, 2], f(X)>g(X)= f(X)—g(x)=>0.
f(X)—g(x) =4x—x3 = x-(4— x2) —» como en [0, 2] ambos factores son positivos, se

cumple la relacion dada.
Como, efectivamente, en [0, 2], f(x)>g(x), el area pedida viene dada por:
2

I:(f(X)—g(X))dX:joz(4x—x3)dx = £2x2—§J0

17. Castilla y Ledn, junio 19, opcién B

=8-4=4 °

E4.- a) Sea f(x) = :f;sﬂ . Hallar el area del recinto limitado por la grifica de f(x). el eje OX
x
vilasrectasx =0 y x = 2. (1 punto)
X sen(x)

b) Calcular lim

x—0 3 cos(x)-3 (1punto)
Solucioén:
2X+3

2

a) La funcién f(x) =
X*+3x+1

es decreciente y positiva en el intervalo [0, 2].

En efecto:
— su derivada,

2(xX° +3x+1) - (2x+3}2x+3)  _px2 _px—7

f'(x)= < 0 para valores de x > 0, pues

(x2+3»x+1)2 (x2+3x+1)2

—2x? —6x—7<0 si x> 0; lo que significa que la funcién es decreciente.
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— Como f(2)=1>0.
11

— se deduce que es positiva en el intervalo [0, 2].

2
En consecuencia, el area pedida viene dada por la integral 22X—+3dx.
0 X“+3x+1
Su valor es:
2
J 22X—+3dx: In(x’ +3x+1)‘2 =In11-In1=In1l u?.
o X“+3x+1 0
im xsin(x) = 0 =9 — (Aplicando L Hopital):
x—>03cosn(x)-3 3-3 0
xsin(x) :(L'H): lim sin(x) +.xcos(x) :9 _
x—0 3c0s(X)—3 x—0  =3sin(x) 0
= (L'H) = lim cos(x) +cos(x) — xsin(x) :_g_
x—0 —3c0s(x) 3

18. Castilla y Ledn, julio 19, opcién B

senx

E4.- a) Calcular lim

y—0 e*—Ccosx

(1 punto)

b) Calcular a. siendo a > 1, para que el area de la region del plano comprendida entre las

graficas de las funciones f(x) =x.g(x) =ax y x = 1sea l. (1 punto)
Solucion:
. sin x 0 O . LA
a) lim = =— — (Aplicando L"Hdpital):
x>0e*—cosx 1-1 0
: sin x . : COS X 1
IIm—:(L H): lim—===1.
x—0 X — oS X x->0e* +sinx 1

b) Las gréficas de las funciones f(x) =x y g(x) =ax se cortan en el punto
(0, 0); ademas, si a > 1, para valores de x > 0 se cumple que g(x) > f(x). En
consecuencia, el area de la region del plano comprendida entre sus gréaficas y 7.

1
x = 1 viene dada por la integral j (ax—x)dx — 1. f
0

J‘Ol(ax—x)dx :(aT—l xzj

. a-1
Como se desea que esa area valga 1, entonces: N =1l=a=3.

1_a—1
2 '

0
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19. Castilla—La Mancha, junio 19
1A. a) Determina el valor de a y de b para que la siguiente funcion ffx) sea derivable en todo R
axr’ +bx+2 si x=l
flx)= b (1,5 puntos)
asfx—— st x>1
X
b) Comprueba si la funcién f(x)=x"—4 verifica las hipotesis del teorema de Rolle en el intervalo
[-3: 3]. (1 punto)
Solucion:
a) Lafuncion f(x) serd derivable en todo R cuando lo sea en el punto x = 1, que es el Unico
punto que presenta dificultades. Para ello deben cumplirse dos cosas:
1) que sea continua en X = 1, lo que exige que Iirp f(x)= Iirp fx)=1(@Q);
X— X—.

2) que sea derivable en x = 1, lo que exige que lim f°(x) = lim f°(x);
x—1" x—1"
— Continuidad:

lim f(x) = lim (ax® +bx+2)=a+b+2; lim f (x)= Iim(a x—%jza—b.
x—1" X

x—1" x—1" x—1*
Como deben ser iguales: a+b+2=a-b=2b+2=0=b=-1.
Luego:

ax®—x+2 six<1 2ax-1 six<1
f(x)= 1 = f'(X)={ a 2 . :
avX+— six>1 —=—— SIXx>1

X2 2Jx  x®

— Derivabilidad:

o : i £ 1 a 23 a_
I )= lip(2ax2)=2a-1; i 0=t 5] -2

Como deben ser iguales: 2a—1=%—2 —d4a-2=a-4=a= —%.
Luego:

—gxz—x+2 six<l1

f(x)= .

—g\/;+i2 six>1
3 X

b) El teorema de Rolle dice:
Si f(x) es una funcién continua en el intervalo [a, b] y derivable en el intervalo (a, b), y

ademaés f (a) = f (b), entonces, existe al menos un punto ¢ € (a, b) tal que f'(c) =0.

La funcion f(x)=x*—4 es continua y derivable en todo R; en particular en el intervalo [-3,
3].

Como, ademas, f(-3)= f(3)=5, se deduce que la funcion verifica las hipotesis de Rolle;
luego existe un punto ¢ € (-3, 3) tal que f’(c)=0.

Ese punto es x = 0, que en este caso es la abscisa del vértice de la parabola dada.
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20. Castilla—La Mancha, junio 19, opcion A
2A. a) Calcula razonadamente el drea de los recintos limitados por la funcién g(x) = —2? +2r+3, la
recta © = —2 y el eje de abscisas. (1,5 puntos)
b) Encuentra razonadamente la ecuacion de la recta normal a la grafica de la funcién g(z) en el punto
de abscisa z = 4. (1 punto)

Solucién:
a) El recinto es el sombreado en la figura adjunta. (La parabola puede
trazarse dando valores; corta al eje OX en los puntos —1, 3; en el intervalo 3:
de integracion la funcién toma valores negativos). Z/
Su éarea viene dada por: —
-1 -3 12 _11_ 1 2 4
g 3
_I (_X2+2x+3)dx o SRS N ) B 2]
-2 3 3 3 2
-2 iy
,5.
b) La ecuacion de la recta tangente a g(x) en el punto de abscisa x = 4 6
es: y—g(4)=g9'(4)(x-4).
La ecuacion de la normal sera: y—g(4) =— ,14)-(x—4).
g
Como g'(x)=—2x+2 = ¢'(4) =—6; luego, la normal sera:
1 1 34
—(-5)==(x-4) & y==-x——.
y=(-5)=g{x-4) & y=cx-7
21. Castilla—La Mancha, junio 19, opcién B
1B. Calcula razonadamente los siguientes limites:
. [2e )1 e —x )
a) lim b) hm——— (1,25 puntos por limite)
=1 x+1 -l yt +4x+3
Solucion:
X 1
_(2eXt )t (20
a) lim == =|1"|.
i3 () e
Puede hacerse aplicando logaritmos y la regla de L"Hopital.
x-1 é x-1 é x-1
In| lim| 22 ~ lim| In| 22 = lim| X In[ 22| | =[x00] =
-1 X+1 x-1 X+1 1l x-1 X+1
x—1
In(ze 1} 0 In2e** —In(x+1) - 1
; X . . - + i
= lim| — X2/ || 2 =(L'H)=lim = lim| —X+1|_=
x—1 Xx—1 x—1 1 x—1 1 2
L = 1-= =
X X X
x—1 ﬁ
Por tanto, Iim(2e J —e2=e.
1l X+1
[ —et-x) (0 . o R N
b) lim| ——— |= —) — (Aplicando L"Hépital) » lim — ==,
x>-1{ X“+4x+3 0 x>-1  2X+4 2

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

ANALISIS (Selectividad 2019) 16

22. Castilla—La Mancha, junio 19, opcién B

1B. a) Demuestra que la ecuacién senx — 2z + 1 = 0 tiene al menos una solucion real en el intervalo
[0.7]. (1,5 puntos)

b) Calcula razonadamente el niimero exacto de soluciones de la ecuacion anterior cuando = € [-200, 200].
(1 punto)

Solucién:
a) Hay que aplicar el teorema de Bolzano a la funcién f(x) =sinx—2x+1, que es continua

en el intervalo [0, =].
El teorema dice lo siguiente: “Si f(x) es una funcidn continua en el intervalo cerrado [a, b] y

toma valores de distinto signo en sus extremos ( f(a) <0< f(b) o f(a)>0> f(b)),
entonces existe algin punto ¢ € (a, b) tal que f(c)=0".

Esto significa que la ecuacién f(x) =0 tiene una solucion entre a y b; esa solucién es el valor
C cuya existencia afirma el teorema.

En este caso, como f(0)=sin0-20+1=1>0y f(n)=sint—2n+1=-2n<0, se deduce
que la funcion tiene una raiz real en el intervalo [0, «].

b) Si f(x)=sinx—2x+1 = f’(x)=cosx—2. Como la derivada es negativa en todo R,

entonces, la funcién siempre es decreciente. Por consiguiente, solo corta una vez al eje OX.
Luego la ecuacion sin x—2x+1=0 solo tiene una raiz en el intervalo [-200, 200].

23. Castilla—La Mancha, julio 19, opcién B
2B. Calcula razonadamente las siguientes integrales:
1

1
r+1)e " dx b /—d‘ 1,25 tos - integral
a)'(] (z+1)e™" dx ). 017 x (1,25 puntos por integral)

Nota; En la integral b) puede ayudarte hacer el cambio de variable t = /.

Solucién:
a) J-(x +1)e "dx = J. xe *dx + Jexdx :

La primera integral debe hacerse por partes; la segunda es inmediata: Iexdx =%

) u=x du = dx
Haciendo

» , se tiene: jxexdx =-—xe”* +je"dx =-—xe *—e’",
dv=e"dx |v=-€

Luego, j(x+1)exdx =—xe *—e ¥ —e " =—(x+2)e".

1

Por tanto: J

—X _ —xl__ -1
(x+De dx=| ~(x+2)e™ | =-3e™+2.

. 1 1
b) Si t=+/x = dt =——dx = 2dt = ——dx.
) " N
Sustituyendo:
2

R el s

dt = 2arctant+c.

Deshaciendo el cambio: dx = 2arctan \/§+ C.

R
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24. Catalufia, junio 19

. L 2x" =5x +4
4. Considereu la funcié f(x)= T
- X
a) Calculeu-ne el domini i estudieu-ne la continuitat. Té cap asimptota vertical?

[1 punt]
i 2
b) Observeu que f(=2) =—; , f(0)=41f(2) =-10. Raoneu si, a partir d'aquesta informa-

ci6, podem deduir que l'interval (-2, 0) conté un zero de la funcié. Podem deduir-ho
per a l'interval (0, 2)? Trobeu un interval determinat per dos enters consecutius que
contingui, com a minim, un zero d’aquesta funcio.

[1 punt]
Solucion:
a) La funcion f(x) = M no esta definida en el punto x = 1; por tanto, en ese punto
la funcién no es continua.
Como Llﬂw = % =+ = larecta x = 1 es asintota vertical de la funcion.

b) Se trata de una aplicacién del teorema de Bolzano, que dice: “Si f (x) es una funcion
continua en el intervalo cerrado [a, b] y toma valores de distinto signo en sus extremos
(f(@a)<0< f(b) o f(a)>0> f(b)), entonces existe algiin punto ¢  (a, b) tal que
f(c)=0".

Esto significa que la ecuacién f(x) =0 tiene una solucion (un cero) entre a y b; esa solucion
es el valor ¢ cuya existencia afirma el teorema.

. Parael intervalo [-2, 0], la funcién cumple las hipétesis del teorema: es continua 'y,

ademas, f (—2) = —% <0y f(0)=4>0. Por tanto, la funcion tiene un cero en ese intervalo.

« Enelintervalo [0, 2], la funcion no cumple las hipétesis del teorema: es discontinua en x =
1. Por tanto, no puede asegurarse que la funcién tenga un cero en ese intervalo.

« Como f (—2) = —% <0y f(-1)= g >0, la funcidn dada, que es continua en el intervalo

[-2, 1], tiene un cero entre los nUmeros -2 y —1.
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25. Catalufia, septiembre 19

1

4. Considere la funcién f(x)= —.
I+x°

a) Calcule la ecuacién de la recta tangente a la grifica en aquellos puntos en los que la
recta tangente es horizontal.
[1 punto]

b) Calcule las coordenadas del punto de la grafica de la funcién f(x) en que la pendiente
de la recta tangente es maxima.

[1 punto]
Solucién:
a) La tangente es horizontal en los puntos con derivada 0.
F(x) = — -~ = f'(x):i"2 S f(x)=0enx=0.
Lix (1+¢)

La ecuacidn de la recta tangente a f (x) en el punto de abscisa x = 0 es:
y—f(0)=f(0)(x-0) > y-1=0=y=1.

b) La pendiente de la recta tangente es méxima (o minima) en los puntos de inflexion, puntos
enlosque f7(x)=0.

. ~2{1+x )2 —(-2x)2(1+ %% )2x i 21437 )+8¢ o4 6x

(12 (L) ()
f7(x) =0 cuando —2+6x% =0 = x? =%:>x=i%.

Serd maxima en la solucion que haga negativaa f™(x), cuya expresion es,
12x{1+ )3 ~(-2+6x%)3(1+ x2)2-2x ) 12x(1+ X% ) - (-2+6x° }32x
(12 . (12
Loodx(1d) oy g
f (X):W = f (_ﬁj<0’ f (ﬁj>0.

Luego, la pendiente de la recta tangente es maxima en el punto

EREaY)

£ (x) = -
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26. Catalufia, septiembre 19

In(x)

6. Considere la funcion f(x)= .

a) Calcule el dominio de la funcion f, los puntos de corte de la grifica de f con los ejes de
coordenadas, y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.
[1 punto]
b) Calcule el area de la region del plano determinada por la grifica de la funcion f, las
rectas x =1 y x =e, y el eje de abscisas.
[1 punto]
Solucion:
In(x) .. .. :
a) f(x)= — esta definida cuando x > 0. Dom(f) = (0, +o0).
No corta al eje OY, pues la x nunca toma el valor 0.
Corte coneje OX:siy=0= In(x)=0 = x =1, punto (1, 0).
Derivando:

L i1 1-In(x)

f(x):@:f’(x):x =

« Si0<x<e, f'(xX)>0 = f(x) escreciente.
.« Six>e, f'(x)<0 = f(x) es decreciente.
Se puede deducir que en x = e, la funcién tiene el maximo.

—seanulaenx=e.

b) En el intervalo (1, e) la funcion toma valores positivos. Por tanto, el area pedida viene dada

e
por la integral definida J mdx.
1 X

Una primitivade f(x)= In() puede obtenerse haciendo el cambio de variable In(x) =t
X

pues dt = 1 dx; de donde:
X

In(x) , 1. t? In(x) . (In x)2
J'de_-“ln(x)-;dx_.[tdt_z - J. dx = :

X 2
Por tanto,
2 e
Ie () g = (Inx) e
1 X 2 2

1
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27. Comunidad Valenciana, junio 19

4 . .. ~ 42
Problema A.3. Se considera la funcién f(x) = xe ™.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Las asintotas. los intervalos de crecimiento v de decrecimiento. asi como los maximos

y minimos relativos de la funcion f(x). (3 puntos)
b) La representacion grafica de la curva y = f(x). (2 puntos)
¢) El valor del parametro a para que se pueda aplicar el teorema de Rolle en el intervalo
[0,1] a la funcién g(x) = f(x) + ax. (1 punto)
d) Elvalor de las integrales indefinidas [ f(x) dx, [xe ™ dx. (4 puntos)
Solucion:

a) Tiene una asintota horizontal, tanto hacia — como hacia +, pues:

lim xe ™ =[00]= lim izz{ﬂ:(m): lim — :[l}zo.

X—>to0 X—>to0 eX X—>to0 2X€X 0
La asintota es la recta y = 0.
Derivando:

f()=xe™ = f'(x)=e* —2x% ¥ = (l—2x2)e_X2 :

La derivada se anula cuando 1—-2x> =0=> x = J_ri.
N
. 1
« Si x<——, f(x)<0 = f decrece.
JE )
1
. Si - f’(x) >0 = fcrece. En x=——= hay un minimo.
\/’ \/’ 2

« Si x>i, f’(X) <0 = f decrece. En x:i hay un maximo.

2 2
b) Dando algunos valores y teniendo en cuenta lo visto en el apartado a) se obtiene la gréafica
siguiente.
Puntos:
(-1, -e™); (—i —ieﬂzjz(—o 707,-0,43); (0, 0); [i ieﬂzjz(o 707,0,43);
i) ) \/El \/E i) ] ) ﬁ ’\/E i) i) i) )
(1,e?)

c) Teorema de Rolle: Si f(x) es una funcion continua en el intervalo [a, b] y derivable en el

intervalo (a, b), y ademas f (a) =f (b), entonces existe al menos, un punto ¢ € (a, b) tal que
f'(c)=0.

La funcion, g(x) = xe X +ax, es continua y derivable en el intervalo [0, 1]. Debe cumplir
que g(0) =g(1).

Como g(0)=0y g)=e'+a =>e'+a=0=a=-e"

d) La primera integral es inmediata:
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Ixe’xz dx = —EJ'(—erXZ )dx = —le*XZ +C.
2 2

La segunda integral, Ixe‘xdx debe hacerse por partes.
Se toma:

u=x = du=dx; dv=e’dx = v=J.e‘de=—e‘X.
Por tanto:

jxexdx = —xe* +Ie‘xdx =—xe*—e+c.

28. Comunidad Valenciana, junio 19

Problema B.3. Las coordenadas iniciales de los moviles A ¥ B son (0. 0) y (250. 0). respectivamente. siendo
1km la distancia del origen de coordenadas a cada uno de los puntos (1. 0) v (0. 1).

El moévil A se desplaza sobre el eje OY desde su posicion inicial hasta el punto (U, S—ZS) con velocidad de 30

knv/h y. simultaneamente. el mdvil B se desplaza sobre el eje OX desde su posicidn inicial hasta el origen de
coordenadas con velocidad de 40 knv/h.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La distancia f{7) entre los mdviles A y B durante el desplazamiento. en funcion del

tiempo 7 en horas desde que comenzaron a desplazarse. (2 puntos)
b) Eltiempo T que tardan los moviles en desplazarse desde su posicion inicial a su posicién

final. v los intervalos de crecimiento v de decrecimiento de la funcion f a lo largo del

trayecto. (4 puntos)
¢) Los valores de # para los que la distancia de los moéviles es maxima y minima durante
su desplazamiento v dichas distancias maxima y minima. (4 puntos)
Solucién:
Un esquema de la situacién planteada se da en la figura adjunta.
. L 52
En el instante t, el movil A, que lleva 37512
una velocidad de 30 km/h, habra
recorrido 30t km. Estara en el punto
Pa :(O, 30t).
En ese mismo instante t, el movil B,
que lleva una velocidad de 40 km/h
(hacia la izquierda), habra recorrido 40t Py -
km. Estara en el punto L -30f T—
1‘;& —_ _""‘——\_\_\__ P B
P; = (250—40t, 0) : B
—o— o —
. . . . 2
La distancia entre ellos viene A vy =40 230

determinada por la funcion:
(1) =d (Pa, Py) = /(30)? +(250-40t)> = f (t) = +/2500t> — 20000t + 62500 .

b) El tiempo que tarda Aes T, = %0/2 =6,25 h.

El tiempor que tarda B es: Ty = %4—5(;) =6,25. Tardan el mismo tiempo.

Derivando e igualando a O:
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5000t — 20000 —0=>t=4.

f(t) = -
2/2500t2 — 20000t + 62500

Con esto:
.« Si0<t<4,como f'(t)<0, lafuncion decrece (la distancia entre los moviles disminuye).

o Si4<t<6,25como f'(t)>0, lafuncion crece (la distancia entre los méviles aumenta).

c) De lo dicho mas arriba se deduce que la distancia minima se da en el instate t =4 (a las 4
horas). Esa distancia es de f (4) =+/22500 =150 km.

Como f(0)=250 kmy f(6,25)= 3—;5 =187,5 km, la distancia maxima serd la inicial, 250

km. (A partir del momento inicial la distancia decrece, hasta ser de 150 km cuando t = 4;
desde ese momento hasta t = 6,25 la distancia crece, hasta ser de 187,5 km).

29. Comunidad Valenciana, julio 19
Problema B.3. Un proyectil estd unido al punto (0, 2) por una cuerda elastica y tensa. El proyectil recorre la
curva y = 4 — x? de extremos (—2,0) v (2,0).
Obtener razonadamente. escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La funcién de la variable x que expresa la distancia entre un punto cualquiera (x, 4 — x2) de la

curvay = 4 — x? y el punto (0, 2). (2 puntos)
b) Los puntos de la curva y = 4 — x? a mayor distancia absoluta del punto (0,2)

para —2 < x < 2. (2 puntos)
¢) Los puntos de la curva y = 4 — x? a menor distancia absoluta del punto (0, 2)

para —2 < x < 2. (2 puntos)
d) El area de la superficie por la que se ha movido la cuerda elastica. es decir. el area

comprendida entre las curvas y = 4 —x? ey = 2 — |x| cuando —2 < x < 2. (4 puntos)

Solucioén:

La situacion gréfica es la dada en la figura adjunta.

a) La distancia entre los puntos (0, 2) y (x, 4— xz)
viene dada por

d =\/x2+(4—x2—2)2 =\/X2+<2—x2)2

b) Los puntos de la curva a mayor distancia del punto
(0, 2),con 2 <x<2,son(-2,0)y(2,0).
Esa distanciaes d =+/8. (Se confirmara mas abajo).

2
¢) Hay que calcular el minimo de d(x) = /x* +(2— x2) .
Derivando:

L ox=22x(2-x) x(-3+2xX)
d'(x)= = —>sehace0enx=0yen x=

2\/x2+(2—x2)2 \/x2+(2—x2)2

Obviamente, los puntos son los asociados a x:i\/g: puntos (—\E gj y ( g gj

Lo podemaos ver con detalle.

[+
N W
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— Si -2< x<—\/g = d’(x) <0, luego d(x) decrece;

— Si —\/g< x<0 = d(x) >0, luego d(x) crece.

Por tanto, en X:_\E se tiene un minimo. Punto (—\E g]

— Si 0< x<\/g = d'(x) <0, luego d(x) decrece.
Por tanto, en x =0 se tiene un méximo relativo. Punto (0, 4).

— Si \/g< Xx<2 = d'(x)>0, luego d(x) crece.

Por tanto, en x = \/g se tiene un minimo. Punto (\/g g]

3 5 3 5 , . .
Los puntos | — > y > 5 son los que estan a menor distancia.

d) El area pedida es la del recinto sombreado en la figura. Su valor es:

S =_“_02(4—x2 —(2+x))dx+J‘2(4—x2 —(2—x))dx =

0
’ 10\ 20
=2{ = |== U
3 3
0

(4 - xz)dx el &rea del triangulo:

2 3 2
SZZJ (2—X2+X)dX: = 2 2X_X_+X_
0 3 2

2

— También puede hacerse restando a J

2
2
3
= 2-[4X—X—]
3

_4=2.[Ej_4=2
. 3 3

30. Extremadura, junio 19, opcién A
3. Demuestre que la ecuacién

sen(z?) =z —1

tiene una solucién positiva. Razone la respuesta, exponiendo el teorema (o resultado) que

justifique la solucién. (2 puntos)
Solucién:
Se trata de una aplicacion del teorema de Bolzano, que dice: “Si f (x) es una funcion
continua en el intervalo cerrado [a, b] y toma valores de distinto signo en sus extremos
(f(a)<0< f(b) o f(a)>0> f(b)), entonces existe algin punto ¢  (a, b) tal que
f(c)=0".
Esto significa que la ecuacion f (x) =0 tiene una solucidn entre a y b; esa solucion es el valor
C cuya existencia afirma el teorema.
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En este caso puede considerarse la funcion f (x) =sin (xz)— x+1, que es continua en todo R;

en particular para valores positivos, en R*.
. Como f(0)=-1<0y f(1)=sin1-1+1=sin1>0, en el intervalo [0, 1], la funcién

cumple las hipétesis del teorema. Por tanto, puede asegurarse que existe un punto ¢ € (0, 1)
tal que f(c)=0.Estoes, f(c) :sin(cz)—c+1: 0 :sin(cz) =c—1: la solucién de la
ecuacion es c.

31. Islas Canarias, julio 19, opcién A
1. Dada la funcién f(x) = x* + ax® + bx?2 + cx + 7

Calcular los valores de a, b y ¢ sabiendo que se cumplen las condiciones siguientes:

- Dos de sus extremos relativos se encuentran en los puntos de abcisax =0 yx = —2
- La funcidn corta el eje OX en el punto x = 1
Dar la expresion de la funcion resultante. 2.5 ptos)
Solucion:
Si la funcion dada corta al eje OX en el punto x = 1, entonces f (1) =0.
Estoes: f(x)=x*+a+bx’+cx+7 = f(1)=1+a+b+c+7=0.
Si la funcién tiene extremos relativos en los puntos de abscisa x =0y x = 2, entonces
f'(0)=f(-2)=0.
Derivando:
f'(0)=0—>c=0
f(x) =4x3 +3ax® +2bx+¢ = { _ © .
f'(-2)=0—-32+12a-4b=0

Resolviendo el sistema:
l+a+b+c+7=0
. a+b=-8
f'(0)=0—>c=0 = —=a=0;b=-8.
, 12a—4b =32
f'(-2)=0—>-32+12a—-4b=0
La funcion resultante es: f (x)=x* —8x%+7.
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32. Galicia, junio 19 (Opcion A)
2. Darespuesta a los apartados siguientes:
a) Mediante integracién por partes, demuestra que [Inx dx = x(Inx — 1) 4+ C. Luego, demuestra la misma igualdad
mediante derivacian.
. Inx si x e (0,e],
b) Si f(x) = {ux +b s xE Ee. uj),
y cudles tienen que ser sus valores para que f sea derivable.

di qué relacion tiene que existir entre los parametros a y b para que f sea continua

. ) . Inx si x€e(0,e]
c) Calcula el area de la region encerrada por el eje X, larecta x = 4 y la graficade f(x) = {i

: si x € (e ).

Solucién:
a) Por partes.

jlnxdx — Tomando:
u=Inx= du:%dx; dv=dx =v=x.
Luego:
Jlnxdx:xlnx—J-dx:xInx—x+C:x(Inx—1)+C
Derivando:

F(X)=x(Inx-1)+C = F'(x) =(In x—1)+x-l= INnx-1+1=Inx.¢
X

Inx sixe(0, e]
ax+b sixe(e, oo)'

b) f(x):{

— Continuidad en x = e:
lim f(x) = lim(Inx)=Ine=1; lim f(x) = lim(ax+b)=ae+b.

Seréa continua si los limites laterales son iguales: ae+b=1 = b=1-ae.

— Derivabilidad:

1/x sixe(0, e L . o )
f’(x):{ i E( ) = I|mf(x)=I|m1=1; limf'(x)=lima=a.
a SIXe (e, OO) Xx—e~ x—>e~ X e x-e' x—e*

, ] } ] ) 1
Serd derivable si las derivadas laterales valen lo mismo: ==a.
e

Como b=1-a-e, sustituyendo = b =1—£-e =0.
e

2
c) El recinto comprendido entre el eje X, la recta x = 4 y la funcion 1

f(x)= Inxsix<(0, ] es el sombreado en la figura adjunta re3 4 &
|x/e sixe(e, «) J Jana. _11/1 2¢3 ¢ 5

— No es necesario dibujarlo, pero hay que ver que la x varia entre 1

y 4; que desde 1 hasta e la funcion que interviene es f(x)=Inx;y,entreey4, f(x)= X
e

El area viene dada por la suma de las integrales
4
e 4 2
I (Inx)dx+j Xx = (xInx—x)| + L) I AT
1 e € 1 2e . e 2
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33. Galicia, julio 19 (Opcién B)

2. Darespuesta a los apartados siguientes:

26

a) De entre todos los triangulos rectangulos contenidos en el primer cuadrante que tienen un vértice en el origen,
otro sobre la parabola ¥ = 4 — x*, un cateto sobre el eje X y el otro paralelo al eje ¥, obtén los catetos y la

hipotenusa de aguel cuya area es maxima.
b} Enuncia los teoremas de Bolzano y de Rolle.
Solucion:
a) El tridngulo es el que se muestra en la figura.

X'(4—X2) _Ax=x
==

Su maximo se obtiene en la solucion de S'= 0 que hace negativa
as”.

S'=

Su dreaes S =

2

_ 2
4-3x —>S=Osi4—&8:0:>x=i—§.

Como debe ser del primer cuadrante, x = +% ; y como
S”=-3, para ese valor se encentra el maximo buscado.
2
Los catetos valen: x = +i ; 4—(ij = 8 .
N W

3 3

La hipotenusa:

¥

y=4-x 5.

1 1

Al

b) Teorema de Bolzano. Si f(x) es una funcidn continua en el intervalo cerrado [a, b] y toma
valores de distinto signo en sus extremos ( f(a) <0< f(b) o f(a) >0> f (b)), entonces

existe algun punto ¢ € (a, b) tal que f(c)=0.

Teorema de Rolle. Sea f (x) una funcidn continua en el intervalo [a, b] y derivable en el
intervalo (a, b) que verifica f (a) =f (b): entonces existe, al menos, un punto xo € (a, b) tal

que f"(xo) =0.

34. La Rioja, julio 19, propuesta Ay B

3.— (3 puntos) Sea la funcién

(1) Analiza la continuidad y derivabilidad de la funcién f.

(11) Razona si se puede aplicar, o no, el teorema de Rolle en el intervalo [, 3].

11

En caso afirmativo, calcula el valor ¢ € (T 5

Rolle.

) a que se refiere el teorema de

(1) Halla el drea encerrada por f y el eje de abcisas en el intervalo %1]

Solucidn:
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—X
. X 2_
(1) La funcion f(x) = l | _x -1
x“ -1 X
x2 -1
Esta funcion no es continua ni derivable en los puntos x =—1 y x = 1, por no estar definida en
ellos.
En el punto x = 0 hay que estudiarlo con detenimiento.
— Continuidad en x = 0:
. . =X . . X
lim f(x)=lim =0; lim f(x)=lim
x—0~ ( ) X—0~ X2 -1 x—0" ( ) x—0" X2 -1
Como los limites laterales son iguales, la funcién es continua en x = 0.

six<0

six>0

=0.

— Derivabilidad:

2
X—+12 six<0
2
(x*-1)
f(x)= , =
——— six>0
(x*-1)
o, . X+l L . =x*-1
lim f°(x) = lim ————=1; lim f'(x) = lim ——— =-1.
X—>0 X—0 (XZ -1 Xx—0 X—0 (XZ _1)

Como las derivadas laterales no valen lo mismo, la funcién no es derivable en x = 0.

(1) El teorema de Rolle dice: Si f(x) es una funcién continua en el intervalo [x, X, ]y

derivable en el intervalo (x1, xz), y ademés f(x )= f(x,), entonces existe al menos, un punto
X, € (X, X%, ) tal que f(x))=0.
Como la funcion dada no es derivable en el intervalo (—% %] no puede aplicarse el

teorema de Rolle.

(1) En el intervalo E 4} la funciénes f(x)= X 1 que es positiva en dicho intervalo.

—
Por tanto, el area pedida es:

4
40X

S:

dx :%In(x2 —1)

:l |n15_|n§ zilngzllnﬂ U2.
2 4)"2 5/4 2

2
a2 X°—1 32
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35. Madrid, junio 19, opcion A
Ejercicio 2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Dada f(z) = m(r' ) , donde In denota el logaritmo neperiano, definida para x > 0, se pide:

a) (0.5 puntos) Calcular, en caso de que exista, una asintota horizontal de la curva y = f(z).

b) (1 punto) Encontrar un punto de la curva y = f(x) en el que la recta tangente a dicha curva sea horizontal
y analizar si dicho punto es un extremo relativo.

c) (1 punto) Calcular el area del recinto acotado limitado por lacurvay = f(z)ylasrectas y =0y« = e.
Solucion:
a) La asintota, si existe, debe ser hacia +o0. (La funcion no esta definida si x <0).
In(x o , 1/x 0 .
lim In() _ =(L'H)= lim ===-=0 = Laasintota es larecta y = 0.
Xx—+o X 00 X—>+0 1

b) La tangente es horizontal en los puntos en los que f°(x)=0.
Derivando:

—In(x)
= f'(x)= 2 1 Ir;(x) —seanulasi 1-In(xX)=0=x=e.

f(x)=—"-
X
Estudiando eI signo de la derivada a izquierda y derecha de x = e se deduce:
« Si0O<x<e, f'(x)>0 = lafuncion crece.
« Six>e, f(x)<0 = lafuncion decrece.
Por tanto, en x = e se tiene un maximo de la funcion.

In(x)

c) Lacurva y=——= cortaal eje OX en x = 1. A laderecha de x = 1 la curva esta por encima
X

()
X

In(x)

del eje OX; luego, el &rea encerrada por y = y el eje OX, desde 1 hasta e, viene dada por

la integral definida:

.emdx = E.(In x)ZI :%.((Ine)z—(lnl)z):% u.

J1 X
Una primitiva de esa funcion es “inmediata”, pues:

. f 2
@dx:j (In(x)) dx _[f (x)- f(x)dx_@ = Linx)?.

Aunque no se pide, el area pedida es la de la region sombreada

en la figura adjunta. ﬁ—
1 2
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36. Madrid, junio 19, opcién B

Ejercicio 2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Dada la funcion f(z) = V422 — x4, se pide:

a) (0.5 puntos) Determinar su dominio.
b) (1.5 puntos) Determinar sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento.
c) (0.5 puntos) Calcular los limites laterales lim ‘”‘13. lim /(@)

x—0 xr r—07T T

Solucion:

a) La funcion esta definida siempre que 4x>—x*>0.

Como 4x> —x* = xz-(4— X2> = x?{(2-x){2+x) = el dominio de definicién viene dado por
los puntos del intervalo [-2, 2].

b) Derivando e igualando a O:
_ 3
£(x) = 8X —4x

204X —x*
Por tanto:

o Si—2<x<—/2, f(x)>0 = lafuncion crece.

-0 = 8x-4x’=0 = 4x(2—x2)=0:>x:0; Xx=—2: x=+2.

. Si —/2<x<0, f(x)<0 = la funcion decrece. (En x =—/2 se tiene un maximo).

. Si0<x<+/2, f’(x) >0 = la funcidn crece. (En x = 0 se tiene un minimo, aunque en ese
punto la funcion no es derivable).
. Siy2<x<2, f/(x)<0 = la funcion decrece. (En x=+/2 se tiene un maximo).

c) Para hacer este limite puede tenerse en cuenta que:
f(X) =Vax2 —x* = \/xz (4— x2) =|x}4-x?

(La funcidn nunca toma valores negativos. Por tanto, al extraer x del radicando debe tenerse
€s0 en cuenta; por ese motivo debe ponerse |x| ).

Con esto:
tim +) _ jim X| 4 “ _ lim (—\/4—x2)=—2;
x—=0" X Xx—0" x—>0‘ Xx—0"
m 1O jim X|“ ~im XYY i (\/4—x2)=2.
x—0" X x—0" x—0* x—0"

Observacion:

Las graficas de f(x)=v4x?—x* yde y=

resultados.

, que doy a continuacion, aclaran los

Vax? —x*
X
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37. Madrid, julio 19, opcién A

Ejercicio 2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

a) (1.25 puntos) Sean f y g dos funciones derivables de las que se conocen los siguientes datos:
fly=1, f(1)=29(1) =3, 4'(1) = 4.

) 24 _ ) ()
Dada h(zx) = f((z + 1)?), use la regla de la cadena para calcular 1'(0). Dada k(z) = % calcule £'(1).
gl

b) (1.25 puntos) Calcule la integral /{scn x)*(cos r)*dr. (Se puede usar el cambio de variables t = sen z.)
Solucion:

) Si () = F((x+2)7) = W9 = ((x+2)°2(x+1).
Sustituyendo ( () =1, ') =2) = 1'(0) = F(0+1)°2(0+1) = F'(}2=22=4.
Sj k(X) — f (X) — k’(x) _ f,(X)'g(X)— f(X)g,(X) .

W (g(x))2
Sustituyendo (f(1) =1, f'(1) =2, g =3, g 1) =4) =
K (1) = FOo®-fA9g@) _23-14 2

(9)° 3 9

b) I(sin x)4 (cos x)3 dx.

Si se hace t=sinx = dt =(cosx)dx; (cos x)2 =1—(sin x)2 =1-t2,
Sustituyendo:

j(sin x)4(cos x)° dx = J.(sin x)* (cos x)? (cosx)dx = jt4(1—t2)dt =

5 7 - 5 . 7
:j(t4—t6)dt:L—L+cz(SlnX) CLISI

38. Madrid, julio 19, opcién B

Ejercicio 2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Un brote de una enfermedad se propaga a lo largo de unos dias. El nimero de enfermos ¢ dias después de
iniciarse el brote viene dado por una funcién F(t) tal que F'(t) = t2(10 — t).

a) (1 punto) Sabiendo que inicialmente habia 6 personas afectadas, calcule la funcion F(t).

b) (1 punto) Calcule cuantos dias después de iniciarse el brote se alcanza el nimero maximo de enfermos y
cual es ese numero.

c) (0.5 puntos) Calcule, usando el teorema de Bolzano, cuantos dias dura el brote.
Solucion:
a) F(t) :IF'(t)dt =jt2 (10—t)dt :j(mt2 —t3)dt =%t3 —%t“ +C.
10,5 1.4
Como F(0)=6 = c=6. Luego F(t) :§t _Zt +6.

b) EI maximo de F(t) se obtiene en la solucion de F'(t) =0 que hace negativaa F(t).
— F(t)=t*(10-t)=0sit=00t=10.
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— F”(t) =20t —3t?, siendo F"(0)=0 y F“(10)=—-100<0 = ent = 10 se obtiene el
maximo buscado.
_ - 103 1,4

c) El brote dura hasta F(t) =0; hasta la solucion de Et _Zt +6=0=

4063 —3t* +72=0.
El Teorema de Bolzano dice: Si f(x) es una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b] y
toma valores de distinto signo en sus extremos ( f (a) <0< f(b) o f(a)>0> f(b)),
entonces existe algin punto ¢ € (a, b) tal que f(c)=0.

Si la funcion es f (t) =40t> —3t*+72, que es continua en todo R, entonces:
— f(@0)>0; f(20) <0 = lasolucion esté entre 10 y 20;

— f(15)=4015%-315% + 72 <0 = la solucién esté entre 10 y 15;

— f(12)=4012° -312* +72=6984 >0 = la solucién esta entre 12 y 15;
— f(13)=4013%-313* +72=2269 >0 = la solucién est4 entre 13 y 15;
N

f (14) = 4014°% —314* + 72 =-5416 <0 = la solucién esta entre 13y 14.
El brote se cura durante el dia 14.

39. Murcia, junio 19, opcién B

B.2: Considere un triangulo isosceles cuya base de 12 cm es el lado desigual y cuya
altura es de 5 cm. Se quiere determinar un punio A situado sobre la altura a una
distancia x de la base de manera que la suma de las distancias del punto A a los tres
vértices del triangulo sea minima. Observe la figura:

a) [0,5 p.] Demuestre que la suma de las distancias del punto A a los tres vértices
del triangulo viene dada por la expresion f(x) =5 —x+ 2v/x% + 36.

b) [1,5 p.] Calcule el valor de x para que la suma de las distancias sea minima.
¢) [0,5 p.] Calcule dicha cantidad minima.
Solucién:
a) Es obvio (Pitagoras) que:
d, =d, :\/62+x2 :\/x2+36 X

Por tanto, la suma de esas distancias viene dada por la dy _ < _d;
expresion: -7 X T~
2 o T e
f(x)=d; +d, +d; =2Xx"+36 +5-x 6 6

b) La funcion f sera minima en la solucion de f "= 0 que haga positivaaf ™.
Derivando e igualando a 0:
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2:2X 2X — /X% +36

(x) = ~1= — se hace 0 cuando 2x—+/x*>+36 =0.
242 +36 Vx*+36
2Xx—x2+36 =0 = 2x=\x?+36 = 4x2 =X’ +36 = 3x> =36 = x =12 = 24/3 .
(La solucion negativa llevaria al punto A fuera del triangulo: se descarta).
La derivada segunda es:

£

2 +36 2% X
22X 1o (x) = 2Ux*+36 _ 144 .
Vx* +36 ('/x2+36)2 (x2+36)x/x2+36

Como f"(zﬁ) >0, para ese valor de x se obtiene la suma de distancias minima.

f(x) =

c) Esaasumaes: f (2\/§) =2+/12+36 +5—2\/§:6\/§+5.

40. Murcia, septiembre 19

A.2: a) [1,5 p.] Calcule los extremos relativos (maximos y minimos) de f(x) = al +r2t,
e
definida para todo valor de x € R. Determine también los intervalos de creci-

miento y decrecimiento de f(x).

) 1 1
b) [1 p.] Calcule E}a (;— . ])
Solucién:
2 2x+2)e* —( x? + 2x ) e* RV
a) f(x)=X 12X f'(x):( ) (2 Je' 2 X () =0=x=442.
e (ex) e
Con esto:

. Six<—/2, f'(X)<0 = f(x) decrece;

e Si—2<x<2, f(x)>0 = f(x) crece.

. Por tanto, en x=—\/§ la funcion tiene un minimo.

. Six>+2, f'(x)<0 = f(x) decrece.

. Por tanto, en x=\/§ la funcion tiene un maximo.

b) Debe hacerse aplicando L"Hdpital.
|im(1—%1j:[oo_oo]=|imﬂ=[%}=(L’H)=|ime—‘1—{%}=(m) =

x—0 X(ex _1) x-0 ¢ —1 + xe* B

. 1
x=0 @" +e” + Xe 2
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41. Murcia, septiembre 19

v dx.

B.2: a) [1 p.] Calcule la integral indefinida /l

+x

—
b) [0,5 p.] Determine la primitiva de % que pasa por el punto (1,2).
X

_
c) [1 p.] Calcule el limite 1im —Y--

x—+e= | +x

Solucion:

a) Laintegral J‘lﬁdx puede hacerse mediante el cambio x =t?, que implica dx = 2tdt .
+ X

Con esto:
2
jﬂdx=j t2-2tdt=I 2t
1+X 1+t 1+t
2 2
Dividiendo: 2 > =2- 2 > = I 2 > dt:I(Z— 2 2jdt:Zt—Zarctaan.
1+t 1+t 1+t 1+t

Deshaciendo el cambio:

J‘lﬂdx=2«/§—2arctan\/§+c.
+ X

b) Si la primitiva pasa por el punto (1, 2), entonces 2J1-2arctany1+c=2 =
T T
2\N1-2—+c=2=cCc=—.
v 4 2

1
¢) lim ﬂ:[ﬂ:(m): jim 2% -0 _¢.
x—+0 14 X 0 X400 1 1

42. Navarra, junio 19, opcién A

A3) Calcula la derivada de las siguientes funciones y simplifica el resul-

tado:
flz)=In V' &in 2
1 —I
glz) = ($> (1 punto)
Solucién:

. 1-cos2x -
La funcion f(x)=In ,/T se puede escribir de esta otra manera:
sin 2x

12
1-cos2x 1 1-cos2x 1 .
f(X)=In| —— =—In|] —————— |==(In(1-cos2x)—In(sin2x)).

(0 ( sin 2x J ( sin 2x J 2( ( ) ( ))
Con esto:

2
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2

, 1( 2ssin2x  2-.cos2x) 1 2-sin?2x+2cos? 2X —2¢0s 2X
0= N

1-cos2x  sin2x | (1—c032x)-sin2x

1 2.(sin22x+00522x)—20052x 1( 2_200s2X J

f'(x)== ==
) 2 (1—c032x)-sin 2X 2| (1—cos2x)-sin 2x

1-cos2x 1

f(x)= = .
) (1-cos2x)-sin2x  sin 2x

. 1 _X S 1\ X X
Si g(x)= " — transformando la expresion: g(x)z(x ) =X".

Aplicando logaritmos:
INng(x) =Inx* = Ing(x) =x-Inx.
Derivando:
1_9(

%z'”x”'fﬁ='”“l = g9 =g({(INx+1) = g () =x*{(Inx+1).

43. Navarra, junio 19, opcién A

| 1
A4) Demuestra que existe o € (—1,3) tal que f'(n) = R siendo

d—m

3 _—
flx)=[a" +log(a® — 22+ 7)] V3
Menciona los resultados tedricos empleados v justifica su uso. (3 puntaos)

Solucioén:

33X
La funcion dada, f(x)= {xz +log (x2 —2X+ 7)}\4/T cumple las hipétesis del teorema de

Cauchy: es continua en el intervalo [-1, 3] y derivable en (-1, 3).

3—-X . - . .
— Como x*y 3 /T estan definidas para todo nimero real, bastaria con ver que

x? —2x+7>0 enel intervalo (—1, 3). Asi es, ya que las raices de x*—2x+7=0 no son

2++/4-28
2

positiva, ya que es continuay g(0)=7.
Como cumple el teorema de Cauchy en el intervalo [-1, 3], entonces, existe un punto
ae(-1, 3) tal que

TA=1ED _ gy
3-(-1)

reales: x = . Luego, g(x) =x®—2x+7 nunca corta al eje OX; y siempre es

Calculando f(3)=[9+ Iog(9—6+7)]%/? =10° =1y f(-1)=[1+log (10)]%/3 =2,y

sustituyendo en la formula anterior:
% =f(a) = (o) = —% , que era lo que se deseaba probar.
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44. Navarra, junio 19, opcién B

B3) Demuestra que existe o € (1,3} tal que f{a) =0, siendo

Fla) = ln [:13 — 1+ sin® (?)}

dx — g2

Menciona los resultados teéricos empleados v justifica su uso. (2 puntos)

(3]

4x—x?
en el intervalo [1, 3]: es continua y toma valores de distinto signo en sus extremos.

2 2

in|1-14{ ¥2 ol Y2 in| 314 2 3

2 5 2 In 2

= <0; f(3)= = >0.
3 3 3 3

Para ver que es continua basta con comprobar que esta definida en [1, 3]. Asi es, pues:

Solucioén:

La funcion dada, f(x)=

, cumple las hipétesis del teorema de Bolzano

En efecto, f(1) =

g(x) = X—1+sin? (%X) 0 parax>1,y 4x—x2 no se anula en ese intervalo.

Como cumple el teorema de Bolzano en el intervalo [1, 3], entonces, existe un punto
ae(1, 3) tal que f(o)=0, que era lo que se deseaba probar.

— EIl Teorema de Bolzano dice: Si f(x) es una funcion continua en el intervalo cerrado [a,
b] y toma valores de distinto signo en sus extremos ( f(a) <0< f(b) o f(a) >0> f(b)),
entonces existe algin punto ¢ € (a, b) tal que f(c)=0.

45. Navarra, julio 19, opciéon A

A3) Demucstra gque existe @ & (1,¢) tal que f'{a) =<1, siendo

Hla

fla)=(z+ex—e)

Menciona los resultados tedricos empleados y justifica su uso. (2 puntos)

Solucion:
e
La funcion dada, f(x)= (x+ex—e)§, cumple las hip6tesis del teorema de Cauchy en el

intervalo [1, e].
En efecto, la funcion esta definida en intervalo [1, €], pues x+ex—e = x+e(x—1) >0 six>

1; el exponente también esta definido. Por consiguiente, la funcidn no presenta problemas de
continuidad ni de derivabilidad en ese intervalo.
Como cumple el teorema de Cauchy en el intervalo [1, €], entonces, existe un punto

ae(l, e) tal que
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f(e)_f(l): f,(O(,) N
e-1
e e
Calculando f(e)=(e+ee—e)e = e’y fQ) =(1+e—e)1 =1, y sustituyendo en la formula

anterior:

2 _ 1)(e+1
€ 11 =f(a) = f(a)= w =e+1, que era lo que se deseaba probar.
e— e—

46. Navarra, julio 19, opcion A

A4} Encuentra los tres puntos en que se cortan las graficas de las funcio-
]

o

nes f(z)=1+4cosz v g{z)=
plano encerrada entre ambas gréificas. (3 puntos)

+ 2. Calcula el drea de la region del

Solucién:
Los puntos de corte de esas graficas son las soluciones del sistema:
y =1+cos X )

%2 —>1+cosx:—2i2+2.
T

Las soluciones de esta ecuacion hay que calcularlas a “ojo”.
VVeamos:

— Vale x =0, pues: 1+cos0= —2—'g+ 2=2=2, que es cierto.
T
2

— Vale x = =, pues: 1+cosw = —2l2+2 =1-1=-2+2, que es cierto.
T

— Vale x = —m, pues: 1+cos(—n) = (_n) +2=1-1=-2+2, que es cierto.
TC

No hay mas cortes, pues para |x| > 1, la pardbola (funcién g) toma valores negativos, mientras
que f(x)=1+cosx>0.

El &rea pedida es la del recinto sombreado en la
figura adjunta.
Su valor es:

S= Zj (——+2 1+cosx)jdx =
0 2 3
= Zj (—Zizjtl—costdx = 2(—2—)(2+x—sin xj
- T 3n
3
=2|0- _2Cn) —n—sin(-n) || = 2(—E njzﬁ u2.
3n? 3 3

Nota: El dibujo no se pide; bastaria con expresar las integrales con valor absoluto. Asi:

0 2 n 2
I [_ZLJFZ (1+cosx)]dx J‘(—Ziz+2—(1+cosx)]dx.
-n T 0 T
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47. Navarra, julio 19, opciéon B

B4) Demuestra gue la siguiente funciém tiene un méaximo relativo en el
intervalo (—1,0)

Fz) = cos{mz} In (2% — 32 + 2

Menciona los resultados tedricos empleados v justifica su uso. (3 puntos)
Solucién:

Este problema sugiere la aplicacion del teorema de Rolle, que dice: Si f (x) es una funcion
continua en el intervalo [x,, X, |y derivable en el intervalo (x,,x, ), y ademés f(x)= f(x,),

entonces existe al menos, un punto X, e(xl, xz) tal que f"(x,)=0.
La funcion dada, f(x)= cos(nx)-ln (x2 —3x+ 2) , esta definida en el intervalo [-1, 0], pues
X2 —3x+2>0si xe (-1, 0) — (Puede verse que sus raicessonx =1y x = 2; y que es en el

intervalo [1, 2] donde la expresién x> —3x+2<0). Por consiguiente, la funcién no presenta
problemas de continuidad ni de derivabilidad en el intervalo [-1, O].

Como f(-1)=cos(—n)In6=-In6 y f(0)=cos0-In2=1In2 son distintos, f(-1)= f(0),
no puede aplicarse el teorema de Rolle.

Nota: Aunque no he logrado el resultado buscado dejo el razonamiento para animar al
estudiante medio: las cosas no salen a la primera. Pero hay que buscar otro camino.

Volvamos al problema.
Si existe un maximo relativo en el intervalo (-1, 0), entonces debe anularse la derivada en
algin punto de ese intervalo.

f () :cos(nx)-ln(x2 —3x+2) =

2X—3
X2 —3x+2
No hay forma de resolver la ecuacion f’(x) =0. Por tanto, hay que buscar otra alternativa.
Puede intentarse aplicar el teorema de Bolzano a f"(x). Veamos el valor que toma en los
extremos del intervalo dado:

f'(-1) =—msin(-n)In6+ cos(—n)-%5 = g >0;

f7(X) = —msin (nx)-In(X* —3x + 2)+cos (X )

f7(0) = —m-sin0-In (2)+c050-_73 = —g <0.

Como la funcion f’(x) es continua en el intervalo dado (vale el razonamiento explicado

antes) y toma valores con distinto signo en sus extremos, entonces verifica el teorema
Bolzano, que dice: Si h(x) es una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b] y toma

valores de distinto signo en sus extremos (h(a) <0 <h(b) o h(a) >0> h(b)), entonces existe
algun punto a € (a, b) tal que h(a) =0. Esto es, la funcion corta al eje OX. (En este caso, la
funcién h es la derivada, f’(x)).

Por tanto, se deduce que existe al menos un punto a € (-1, 0) tal que f’(a)=0.

En ese punto, la funcion f’(x) pasa de tomar valores positivos a tomar valores negativos:

pasa de crecer a decrecer, lo que implica que la funcién tiene un maximo en ese punto o.
Recuérdese:
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. Paravalores de x tales que -1 <x < a, f(x) >0= f(X) es creciente.
. Paravalores de x tales que oo < x <0, f'(x) <0 = f(x) es decreciente.
. Enconsecuencia, en x = o la funcion tiene un maximo entre -1y 0.

48. Pais Vasco, junio 19, opcién A
Ejercicio A3
Dada la funcién f(x) =x*+64 y el punto exterior a su gréafica P(6, 0), encontrar la recta o

rectas tangentes a f que pasen por P.
Solucion:

Sea (Xy, Yo ) uno de los puntos de tangencia buscado.

Latangente a f(x) en dicho punto serd: y—f (x;)=f'(x {(X—%)-
En este caso:

f(X)=x2+64 = (X)) =X>+64; F'(x)=2x = /(X)) =2%,.
Sustituyendo en la expresién de la tangente,

y—(x02 +64):2x0-(x—x0).
Como esa recta debe pasar por el punto P(6, 0), entonces:

0—(x” +64) = 2x,{6 -3 ) = —x)* ~64=12%, - 2% = X,* ~12% 64 =0 =

. 1241444256 12220 :{—4 N { f(-4) =80 _){f,(—4)=—8.

2 2 16 f (16) =320 f'(16) =32

Las tangentes pedidas son:

y—80=-8(x+4)—>y=-8x+48

{y—320=32-(x—16) —>y=32x-192'

49. Pais Vasco, julio 19, opcion B

Ejercicio B4
Calcular ] 8r+17 dr ex 1ica11|do el método seguido para dicho cileulo
@+ DE+3) o ey e
Solucién:
Puede hacerse la descomposicion en fracciones simples:
8x +7 A B _ A(x+3)+B(x+1) _ x(A+B)+3A+B
= + = = .
(x+1)(x+3) x+1 x+3 (x+1)(x+3) (x+1)(x+3)
Por identificacion de coeficientes:
A =
{ +B=8 :>A:—1;B=£.
3A+B=7 2 2
Por tanto:
J‘&dx:j(ﬂ+ﬂ/2jdx = —lln(x+1)+gln(x+3)+c.
(x+1)(x+3) Xx+1 x+3 2 2
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