ANALISIS (Selectividad 2018) 1

ALGUNOS PROBLEMAS DE ANALISIS PROPUESTOS EN LAS PRUEBAS DE
EBAU-EVAU-PEBAU ... DE 2018

1. Andalucia, junio 18
Ejercicio 2B.

2

Considera las funciones f y g: R — R definidas por g(x) = _XT y f(x)=3-x°.

(@) [1 punto] Calcula la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de f en el punto de abscisa x =
1 y comprueba que también es tangente a la grafica de g. Determina el punto de tangencia con
la gréfica de g.
(b) [0,75 puntos] Esboza el recinto limitado por la rectay =4 — 2x y las graficas de f y g.
Calcula todos los puntos de corte entre las gréaficas (y la recta).
(c) [0,75 puntos] Calcula el area del recinto descrito en el apartado anterior.
Solucién:
(a) La recta tangente a la funcion f(x) enel punto x =1es y— f(1) = f'(1)(x-1).
Como f'(x)=-2x — (f(@)=2, f'(1) =—2), se obtiene:

y—2=-2(x-1) = y=-2x+4.

2 2
X L, X
Esarectaylacurva g(x)= vy se cortan en la solucién de 7 =-2X+4 =

= X*-8x+16=0 & (x—4)2 =0 — solo hay un punto de corte: (4, —4).
2

La recta tangente a g(x) = —X? en ese punto (4, 4)es y—g(4) = g’(l)(x—4) .

Como g'(x) = —% — g'(4) =—2 = Latangente es

y+4=-2(x-4) = y=-2x+4.
Efectivamente, la recta y =—-2x+4 es tangente comun a
ambas gréficas. El punto de tangencia con g(x) es (4, —4).

(b) Las tres gréaficas se pueden trazar dando valores.
Paraf: (-2, -1); (0, 3); (1, 2); (2,-1) ...

Para g: (-2, -1); (0, 0); (2,-1) ...

Para la recta: (0, 4); (2,0) ...

Los puntos de corte son los marcados en la figura adjunta:
2

i X
son las soluciones de - =3-x’=>x*=4,

(c) El recinto es el sombreado. Su area es:

2 4 X2
I (4—2x—(3—x2))dx+I 4-2x—| == ||dx =
1 2 4
2 4 X2 X3
= j (1—2x+x2)dx+f 4-2x+—|dx = | x—=x*+=—
1 2 4 3 )
= (2—4+§j—[1—1+1)+(16—16+%j—(8—4+£j =1u2
3 3 12 12
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2. Andalucia, septiembre 18

Ejercicio 2A. (2,5 puntos)

Considera la funcion f definida por f(x) =axIn(x) —bx para x > 0 (In denota la funcién
logaritmo neperiano). Determina a y b sabiendo que f tiene un extremo relativo en x = 1y que

r £ (x)dx =8In(2) 9.

Solucién:
Como tiene un extremo relativoenx=1= (1) =0.
f(x)=axIn(x)—bx = f'(x)=aln(x)+a-b - f'()=a-b=0=a=b.
Por tanto: f(x)=axIn(x)—ax.
La integral
aXZ

J-(axln(x)—ax)dx - I(axln(x))dx—T.

La primera integrar, J(axln(x))dx, se hace por partes.

Tomando:
2
u=|nxydv:axdx:>du:1dxyv=%.
X
Luego,
2 2 2 2 2
J.(axln(x))dx:ﬁ-lnx— o 1dx=ax Inx—I%dxzﬁ-lnx—ﬁ.
2 2 X 2 2 2 4
Por tanto:
2 2
2 2 2 2 2 2
j(axln(x)—ax)dx: X Iy 2_&o & Inx—3ax =
1 2 4 2 X 2 4 X

= 2a-In 2—3a—(0—3—a):2aln2—9—a.
4 4

Como debe cumplirse que
2a|n2—%a:8ln2—9:>a=4; b=4.
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3. Aragdn, junio 2018
A3. (4 puntos)

X+1
X2 +1
a.1.) (1 punto) Determine el dominio y las asintotas de la funcion f(x).

a.2.) (1 punto) Determine los méaximos y minimos relativos de la funcion f(x).
a.3.) (1 punto) Determine la recta tangente a la funcion f(x) en el punto x = 2.

a) Considere la funcion: f(x) =

2 f—
b) (1 punto) Calcule: J‘de.
Solucién:
al) f(x)= J_l — como +/x? +1 >0 para cualquier nimero real x, entonces Dom(f) = R.
X +1

Por tanto, la funcion no tiene asintotas verticales.
Si tiene asintotas horizontales, pues:

. X+1 00 . X+1 —0 . (_x)
Ilm—:[—}: lim ——=X—=1; lim —— —{ }_ lim —=—=-1.
X—>+00 ’XZ +l o0 X—>+00 X2+ X—>—00 ,X + X—>—0 X2 +1

x2 (-x)

Sus asintotas horizontales son: y = -1, hacia —oo; y = 1, hacia +oo.

a.2.) Derivando:
Jx2+1 —(x+1)——
£(x) = 20y 21_)‘3,2 S () =0enx=1.
(«/x +1) ( +1)
En x = 1 la funcion tiene un maximo relativo.
En efecto:
« six<l, f'(xX)>0 = f(x) es creciente;
« six>1, f'(x)<0 = f(x) es decreciente.

a.3.) Larecta tangente a la funcion f(x) en el punto x =2 es y— f(2) = f'(2)(x-2).
Se obtiene:

3 -1
——=——(X-2).
J5 5%( )
2_
b)I 3X+3olx _ dividiendo: X =3*3 _y_ oy L
x—=1 x—1
Portanto.
2 _ 2
J‘ﬂdx :J X—24 1 dx=X——2x+In(x—1)+
x—1 x—1 2
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4. Aragén, junio 2018
B3. (4 puntos)
a) (2 puntos) Determine los valores de los parametros a, b y ¢ para que la funcion:

f(x)=a(x—1)3+bx+c.

a.1.) Pase por el punto (1, 1).
a.2.) En el punto (1, 1) su tangente tenga de pendiente 2.
a.3.) En el punto x = 2 tenga un maximo relativo.
3x%-1

X2 —3x+2) *
x? —2x

b) (2 puntos) Determine el valor del limite: lim (

X—>+0

Solucion:
a) Por pasar por el punto (1,1) > f()=1 = 1=b+c.
En el punto (1, 1) su tangente tiene de pendiente2 > f'(1)=2 =

f'(x):3a(x—1)2+b =2=b;c=-1

Para que en el punto x = 2 tenga un maximo relativo » f(2)=0 = 0=3a+b = a= —%.

La funcion buscada es f(x)= —%(x—l)3 +2x-1.

(Puede observarse que f”(2)<0.Enefecto: f7(x)=—4(x-1) - f7(2)=-4).

3x%-1
(X2 =3x+2) ¢
2 JL@[WJ =[r]:

Puede hacerse aplicando logaritmos y la regla de L"Hopital.
3x2-1 3x%3-1

[ x2=3x+2) * ) X2 —3x+2) *
In| lim| ——— = lim| In| =——— =
X—>+00 X —2X X—>+00 X —2X

2 2
= him [ 3 1In(x 23X+2nz[oo-o]:
X—>+00 X X _2X
|n(><2—3x+2J 2x—3  2x-2
= lim X" —2x _|9 =(L'H)= lim X2—3x+2 X2-2X | =
X—>+0 X X300 3X2 —1—6X2
2 EE—

(2x—3)(x2 —2x)—(2x—2)(x2 —3x+2)
(x2 —3x+2)(x2 —2x)

= lim . —
o -1
(3x2 —1)2
2 V(2
) X"JE" (—3x(23—xl)(>1<Z —(:x +2))((+x£:>— 2x) - x'ﬂl[%] =3
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3x%-1

2 X
Por tanto, lim [w] =e3,

X—>+00 2

X —2X

Observacion: En este caso es bastante mas rapido aplicar la transformacion
. w I|m (f(x)-1)-9(x)
lim( f(x)°®)=[1 ]— )

X—>0

Con esto:
3x%-1

. [x2—3x+2] x
lim —
X—>+00 X —2X

5. Aragdn, septiembre 2018
3. (4 puntos)
a) (1,5 puntos) Calcule el limite:

- (x2-3x+2 ) 3x%-1 [ 3x3+6x%+x-2
lim ﬁ& -T lim 3722 3
x—>+o|  Xc—=2X _ X—>+0f X°=2X _
= |:1oo] =e =e =e .

3+x2

(X4l X=xP—x+2) ¥
lim - >
X—>+0 X X

b) (1,5 puntos) De entre todos los triangulos rectangulos que tienen un area de 1 cm?,
determine el que tiene la hipotenusa de longitud minima y proporcione las longitudes de los
tres lados de ese triangulo.

¢) (1 punto) Calcule el &rea limitada por la curva f(x)=x*+x y larecta g(x)=x+4.
Solucién:

a) Operando:

2 2

3+x 3+x

(X2 X =xP—x+2) . ([ CHx X=xP—x+2) x
lim - = lim - =

X X2 X—>+00 2 2

X X
2 5 3% lim [(x2+2x—2 1] 3+XZJ lim [2x3—2x2+6x—6]
- X + X s} X—>+~n 2 - X—>+oo 8
= m( ] =[1"]=e " “J=e * =¢’.

Se ha aplicado la transformacion: lim( f (x)°*)=[1"|=e"" (im0 1)g(x))

X—0o0

b) Sea el tridngulo rectangulo de catetos x e y.

Su area es: S_—y_1:> y_E

v
Su hipotenusa, h= «}x +y° ’x + = h(x) =, [x? +—

El minimo de h se obtiene en alguna solu0|on de h'=0. *
Derivando:
1 2X—E 8
h(x) = h()_—_0:>2x——=0:>x4:4:>x:\/§.
X' +4 x*
2 v
(La solucion negativa, x =—/2 carece de sentido en este caso).
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Como:
« para 0<x< J2, h'(x) <0, se tiene que la funcion h decrece;

. para x> J2, h'(x) >0, la funcion h crece;

En consecuencia, en x=+/2 la hipotenusa es minima.
Las medidas de los tres lados del triangulo son:

X=+/2; y=\/§; h=2 cm.

c) Laregion es la sombreada en la figura adjunta.
Los puntos de corte de la pardbola y la recta son las soluciones de la ecuacion:
X+ X=X+4=>Xx=%2.

El &rea es:
2

S= 72(x+4—(x2 +x))dx =

S :j2(4—x2)dx:[4x—§j

2

6. Asturias, julio 18

2. Se tiene una abrevadero de longitud 6m v de altura 1m. Su seccién es la

descrita en la figura formada por la funcién y = z2. Por h indicamos la altura del

nivel del liquido.

a) Comprueba que el 4rea de la regién S, sombreada en la figura, en funcién de
4hv'h

h se puede expresar como S(h) = 3 (1.5 puntos) |
b) Determina la altura h donde se alcanza la mitad del volumen total del abre-
vadero. (Nota: Volumen=Sxlongitud). (1 punto)
Solucion:
a) La funcion y = x* alcanza una altura h en las abscisas
., ., Y /
que son solucion de la ecuacion h=x> = x=++h. A T — va
El area de la region sombreada es la del rectangulo de base /
2Jh y altura h menos el area de la region plana situada x\ /, .
entre la pardbola y el eje OX en el intervalo [—«/ﬁ +vh } . St .
. -1 1
Por tanto, S viene dada por: ~Jn o

+h
S :ZJﬁ-h—j x%dx =
G

= 2hﬁ—{§}+ﬁ=2hﬁ— h‘/ﬁ—[—h*/ﬁJ =4h3JH - smp@.

r 3 3

b) El volumen del abrevadero (de alturah =1 m y longitud = 6 m) es:
V=S0)6= 2-6 =8 m® — la mitad serd 4 m®,

Hay que resolver la ecuacion:

4=S(h)-6=4h;/ﬁ5:>6hf=1 - hf:%:h%%:h:i/%
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7. Baleares, junio 18

ax’+bx+5, six<?2
CX+1, Six>2

verifique las hipotesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, 4]. Determina en qué punto se
verifica lo que asegura el teorema.

Solucion:

Teorema de Rolle: Si f(x) es una funcion continua en el intervalo [a, b] y derivable en el

intervalo (a, b), y ademas f (a) =f (b), entonces existe al menos, un punto ¢ € (a, b) tal que
f'(c)=0.

Por tratarse de una funcion definida a partir de polinomios es continua y derivable en todo R.
Luego es continua en el intervalo [0, 4] y derivable en (0, 4), salvo en el punto x = 2, en el que
hay que exigirlo.

Por tanto, para que se cumpla el teorema de Rolle hay que exigir que la funcidn sea continua y

derivable en el punto x =2, y que f(0)= f(4).

— Continuidad:
lim f(x) = lim (ax® +bx+5)=4a+2b+5; lim f(x) = lim (cx+1)=2c+1.

Xx—2~ x—2~ x—2" x—2"

Limites laterales iguales: 4a+2b+5=2c+1=2a+b-c=-2.
— Derivabilidad:

f'(x)={2ax+b X2 lim £ = lim (2ax+b) =4a+b; lim £°(x) = lim (c) =c.

c SixX>?2 X—2" Xx—2" x—2* x—2*

2. Hallar los valores de a, b y ¢ para que la funcion f(x) ={

Las derivadas laterales en x = 2 deben ser iguales: 4a+b=c=4a+b—-c=0.
- f(0)=f(4) = 5=4c+1=c=1
Sustituyendo en las ecuaciones anteriores:
2a+b=-1
da+b=1
En consecuencia:
£(x) = X* —3x+5, s? X<2
X+1, Six>2

=a=1b=-3

2x—3, six<?2
1 SixX>2

= f’(x)={

— f'(x)=0en x:g.

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

ANALISIS (Selectividad 2018) 8

8. Baleares, septiembre 18

2. Calculau les dimensions d'una capsa amb les dues tapes de base quadrangular de volum

64 metres ciibics de superficie minima. Comprovau que la solucié obtinguda és un minim.
(10 punts)

Solucién:
Sea una caja cuadrangular de lado de la base x y de alturay.
Suvolumenes: V=x’y=64 = y= %
X
Su superficie es: S =2x* +4xy . v
Sustituyendo: g
S(x):2x2+4x-6—£21r = S(x)=2x2+@. x
X X

El minimo de S se obtiene en la solucion de S"= 0 que haga positivaa S™".
Derivando:
S(x) :2x2+@ = S’(x):4x—2—526:0:>4x3—256:0:> x> =64=x=4.
X X

512

Como S”(x) =4+—- = S”(4)>0. Luego, para x = 4 se obtiene el minimo buscado.
X

El valor de y también serd 4. La caja es cubica de arista 4 m.

9. Cantabria, junio 18 (EXAMEN N° 1)
Ejercicio 2

Sea f(x)=

x-1
X2 —7x+10"
1) [2,5 PUNTOS] Calcule todas las primitivas de f(x).
2) [1 PUNTO] Calcule el area encerrada por la grafica f(x) ylasrectasy=0,x=3yx=4.

Solucién:
1) Descomponiendo en fracciones simples se tiene:

— A(X-5)+B(x-2
f(X):le _ A+B:(2) (x=2)
X°—7x+10 x-2 x-5 X°—=7x+10
1=A+B
= x—-1=A(x-5)+B(x-2) = = A:—l; B:ﬂ.
-1=-5A-2B 3 3
Por tanto:

J‘Zx;ldx=J.(i/?’+4—/3jdx=—lln(x—2)+ﬂln(x—5)+c.

X°—7x+10 X—2 XxX-5 3 3

2) En el intervalo [3, 4] la funcion toma valores negativos. Por tanto, el area pedida, S, viene
dada por la integral definida

4
Sz—j Zx;ldx={lln|x—2|—£ln|x—5|}
3 X°—7x+10 3 3

= 1In2—ﬂln1 - 1Inl—ﬂlnz :§In2 u?.
3 3 3 3 3

4

3
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10. Cantabria, junio 18 (EXAMEN N° 2)

Ejercicio 2

Se quiere construir un cilindro de volumen 250-7 metros cubicos y area minima.
1) [0,5 PUNTOS] Exprese la altura h del cilindro en funcidn del radio r de la base.
2) [0,5 PUNTOS] Calcule la funcion a(x) que expresa el area del cilindro en funcion del radio
de la base.

3) [2,5 PUNTQOS] Calcule el valor del radio y la altura que hacen el area minima.
Datos: Volumen del cilindro:V = mr®h; area del cilindro: A=2mr® +2mrh.
Solucién:

1) Tal como se indica en los datos: V =mr’h; A=2mr?+2mrh.

250

r2

ComoV =nr*h=250n=h=

2) SUStituyendO: A= 27‘[-r2 + 27[.r.zizo = a(r) — 27_“,.2 4 5007 .
r r

3) El minimo de a(r) se obtiene en la solucion de a'(r) =0 que hace positivaa a”(r).

Derivando:

&(r) = dnr — 2200 _ 0 4r® =500 = r = 5.

r2

00m
r3

. 10 . : -
Como a”’(r)=4n+ es positiva para r =5 m, para ese valor se obtiene el minimo

buscado. La altura serd, h =10 m.
11. Cantabria, septiembre 18 (EXAMEN N° 1)

_sin(2x?)+x
1) [2,5 PUNTOS] Calcule lim
-0 In(X+1)+X

. (In denota el logaritmo neperiano).

x4 +1

X—2

2) [1 PUNTOY] ¢ Para qué valor de d tiene la funcion una asintota oblicua en +o?

Calcule dicha asintota.
Solucién:

sin(2x?)+x cos(2x% )4x+1
m—( )+ ={9}:(L'H):Iim (2x)4x+1_ 1 1
0 In(X+1)+X

x—0 1 _1+1 2 .

0 +1

X+1

2) Una funcion racional tiene una asintota oblicua si el grado del numerador es mayor que el
d
X" +1

del denominador en una unidad. Por tanto, f(x) = tendra una asintota oblicua si d = 2.

Su ecuacion serd y =mx+n, siendo:
fox) . X2+l x?

m= lim = lim = lim =1.
X+ X X—>+00 X(X—Z) x—>+0 X< —2X

n=lim ( f (x)—mx) = lim [X2+21—xj: lim (Hzszz.

X—>+00 X+ | X — X—>to| X —2

La asintota oblicuaes larecta y=x+2.
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12. Cantabria, septiembre 18 (EXAMEN N° 2)
Ejercicio 2
Sea

X+2 six<-2
f(x) =4 x%+ax si —2<x<0.
2sin(x)+b si0<x

1) [1 PUNTO] Determine a y b para que la funcion f sea continua en todo R.

2) [1,5 PUNTOS] Si a = 3, b =0 clasifique la discontinuidad en x = 2.

3) [ PUNTO] Sia=2,b=0, calcule el area encerrada por la grafica de f entre las rectas
y=0,x=-5yx=-3.

Solucion:

1) Por separado, para cada intervalo de definicion, las funciones dadas son continuas. Los
puntos conflictivos son x = -2 y x = 0, en donde las funciones difieren a izquierda y derecha.
En ambos casos debe cumplirse que el limite coincida con su valor de definicion.

« Enx=-2:

lim f(x)=lim (x+2)=0;  lim f(x)= lim (X +ax)=4-2a.
X—>—2" X—>—2" x—-2" x—>-2"

Debe cumplirse que 0=4-2a=a=2.

« Enx=0:
lim f(x) = lim (x*+2x)=0; lim f(x) = lim (2sin(x) +b) =b.
x—0" x—0~ x—0" x—0"

Por tanto, b = 0.
X+2 Six<-2

La funcién continua es: f(x)=<x?+2x si —2<x<0.
2sin(x) si0<x

Su grafica, que no se pide, se da mas abajo.

X+2 six<-2
2) Sia=3,b=0, lafuncién serd f(x)=<x*>+3x si —2<x<0.
2sin(x) si0<x
Esta funcién no es continua en x = —2. En ese punto la funcion tiene un salto finito, pues los
limites laterales existen, pero son distintos:
lim f(x)=lim (x+2)=0;  lim f(x)= lim (x*+3x)=4-6=-2.
X—>—2" X—>—2" x—>-2" x—-2"
3) Enelintervalo [-5, -3] la funcidnes f(x)=x+2.

El area pedida, la sombreada en el dibujo, viene dada _ _ _ N :
por la integral: 654021/ 1 234 5% 7

S= J'a(x+2)dx

-5

NG -’
S= (— + ZXJ
2 5

=
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13. Castillay Leon, junio 18
E3. Dada la funcion f(x) =3x* + x> -1, determinense sus intervalos de crecimiento y
decrecimiento, sus extremos relativos y el nimero total de puntos en los que f(x) se anula.
(2 puntos)
Solucion:
Derivando:

f(x)=3x"+x"-1= f'(x)=12x>+3x* =3x* (4x+1) > 7(x)=24x*+6X.

. . . 1
La derivada primera se anula en las abscisasx =0y x = e

Luego:

. Si x<—%, f'(x) <0= f(x) decrece.

. Si —%<x<0, f'(x) >0= f(x) crece. En x=—% se tiene un minimo.

« Si x>0, f'(x) >0= f(x) crece. Por tanto, en x = 0 hay un punto de inflexion.

rrr

— Esto tltimo también puede deducirse observando que f~(0)=0 yque f™(0)=0.

La funcion corta dos veces al eje OX. Puede verse aplicando el teorema de Bolzano.

— En el intervalo [-1, —1/4] se cumple que: f(-1)=1>0y f(-1/4)= —% <0.Como la

funcién toma signos distintos en los extremos del intervalo, se deduce que corta al menos una
vez al eje OX. Solo corta una vez por ser decreciente en ese intervalo. (A la izquierda de -1 la
funcién toma siempre valores positivos).

— En el intervalo [-1/4, 1] se cumple que: f(-1/4)= —% <0y f(1)=3>0.Porlo

mismo, como la funcién toma signos distintos en los extremos del intervalo, se deduce que
corta al menos una vez al eje OX. Solo corta una vez por ser creciente en ese intervalo. (A la
derecha de x = 1 la funcion toma siempre valores positivos).

14. Castillay Ledn, junio 18
E4. Calcular el &rea del recinto limitado por la grafica de la funciéon f(x) =xcosx y el eje de

las x, cuando x pertenece al intervalo [0, n/2]. (2 puntos)
Solucion:
Como la funcion f(x)=xcos x no toma valores negativos en el al intervalo [0, /2], el area

pedida viene dada por la integral definida:

/2
I (xcosx)dx.
0
Una primitiva de f(x)=xcosx se obtiene por partes.
Haciendo:
X=u=dx=du; dv=cosxdx = v=sinX
Luego,

Ixcos xdx = xsin X—Isin XdX = XSin X+ C0S X

Por tanto:

n/2
j (xcos x)dx = (xsin x +cos x)‘m2 — Zsin=+cos——(0sin 0+cos0) =~ —1.
0 0 2 2 2 2
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15. Castilla—La Mancha, junio 18
1A. a) Enuncia el teorema de Bolzano y justifica razonadamente que la grafica de la funcion

f (x) = x" +x+1 corta al eje OX al menos una vez en el intervalo [-1, 1]. (1,5 puntos)

b) Calcula razonadamente el nimero exacto de puntos de corte con el eje OX cuando x
recorre toda la recta real. (1 punto)

Solucién:

a) El teorema de Bolzano dice lo siguiente:

Si f(x) es una funcidn continua en el intervalo cerrado [a, b] y toma valores de distinto signo
en sus extremos ( f(a) <0< f(b) o f(a)>0> f(b)), entonces existe algiin punto ¢  (a, b)
tal que f(c)=0.

Esto es, si la funcién es negativaen a ( f(a) <0) y positivaen b ( f (b) > 0), entonces se
anulaen algun puntocentreayb (f(c)=0).

Geométricamente, esto significa que si

f(a)<0y f(b)>0,entonces la grafica de . )
f (x) corta al eje OX en un punto, al menos. a T M
(Anélogamente si f(a) >0 y f(b) <0.) I l..»*""’ b ‘ a ¢ f

Desde el punto de vista algebraico, este
teorema asegura que si f(a) <0y f(b) >0, entonces la ecuacion f(x) =0 tiene al menos

una solucion.

Como la funcién f(x)=x" +x+1 es continua (todas las funciones polindmicas lo son) y
cumple que f(-1)=(-1)"-1+1=-1<0 yque f(1)=1+1+1=3>0, entonces la funcion
corta al eje OX al menos una vez en el intervalo [-1, 1].

b) La funcion f(x) =x" +x+1 es estrictamente creciente para todo x e R, pues su derivada,

f7(x) =15x" +1, es siempre positiva. Por tanto, la funcion solo puede cortar una vez al eje
OX.

16. Castilla—La Mancha, junio 18
2A. Calcula razonadamente las siguientes integrales:

a) J-n(xz ~1)cos x dx b) J‘%dx (1,25 puntos por integral)
0 e’ +e’ -2

Nota: En la integral b) puede ayudarte hacer el cambio de variable ¢* =t.
Solucion:

., e .
a) L (x*—1)cos x dx -j ( cosx)dx—j cos X dXx.

0 0
Una primitiva de f (x) = x*cosx se obtiene por partes.
Haciendo:

U = x> — 2xdx = du; dv = cos xdx — v:jcosxdx:sin X.
Luego,
sz cos xdx = xzsinx—zjxsin xdXx .

Para hacer la segunda integral, J.xsin xdx, se aplica nuevamente el método de partes.

jxsin xdx:
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Setoma: uU=X— du=dx; dv=sinxdx — V:Jsinxdx:—cosx,
luego,

jxsin xdx :—xcosx+jcosx dx =—xcosx+sinx.

Por tanto:
sz cos xdx = xzsinx—ZJ-xsin xdx =

=x?sinx—2(—xcosx+sin X) = x%sin X +2Xcos X —2sin X.
En consecuencia,

T[ 2 _ T
L (x —1)cosx dx = I

0

T

(x2 cosx)dx—j cos X dx =

0

2 - . us - fid
= [x Sin X+ 2Xcos X — 2sin x]o+[sm x]0 =

= [xzsin X+ 2XC0S X —2sin X]Z +[sinx]; =2m(-1) =

b) Haciendo el cambio de variable ¢* =t = e*dx =dt; e =t>.
Luego:

J‘Ze—dX:JA 7 1 dt
e +e* -2 to+t-2

La segunda integral puede hacerse por descomposicién en facciones simples.
Como las raices del denominador sont=1yt=-2: t> +t—2=(t-1)(t +2), puede escribirse
la igualdad:
1 _ A N B _ A(t+2)+B(t-1)
tP+t-2 t-1 t+2 t-1(t+2)

= 1=A(lt+2)+B(t-1)
} 1
—>six=1: 1:3A:>A:§,

—-six=-2: 1=-3B > B:—%.

Con esto:
,[2 L =IU—3dt Iﬂdt—llnt 1)—1|n(t+2)
t“+t-2 t-1 3
Deshaciendo el cambio:

e” 1 . 1 <
J.mdx = éln(e —1)—§|n(e +2)+C.
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17. Castilla—La Mancha, junio 18
1B. a) Prueba que cualquiera que sea la constante a la funcion f(x) = x> —5x*+7x+a

cumple las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [1, 3]. (0,75 puntos)
b) Calcula razonadamente un punto del intervalo abierto (1, 3) cuya existencia asegura el
teorema de Rolle. (0,75 puntos)

¢) Calcula razonadamente los puntos de la grafica f(x)=x®—-5x*+7x donde la recta
tangente tenga la misma pendiente que la recta y =4x+2. (1 punto)

Solucion:

a) El teorema de Rolle dice:

Si f(x) es una funcién continua en el intervalo [a, b] y derivable en el intervalo (a, b), y
ademaés f (a) = f (b), entonces existe al menos, un punto ¢ € (a, b) tal que f’(c)=0.

La funcion f(x)=x®—5x*+7x+a es continua y derivable en todo R; en particular en el
intervalo [1, 3].

Como, ademas, f ()= f(3),pues f(1)=1-5+7+a=3+ay f(3)=27-45+21+a=3+a,
se deduce que la funcion verifica las hipotesis de Rolle; luego existe un punto ¢ € (1, 3) tal
que f°(c)=0.

b) Derivando e igualando a 0:

J_u/— 243 713
F(x) = 3% ~10x+7 =0 = x = 0=V (10) 437=1Oi4={ .

2:3 6 1

El punto pedido es x :% , que es la solucidn que cae dentro del intervalo (1, 3).

¢) Los puntos de la grafica f(x)=x>—5x*+7x donde la recta tangente tenga la misma
pendiente que la recta y =4x+2 son los que verifiquen que f°(x)=4.
Derivando e igualando a 4:

+/100— + 3
f'(X)=3X2—1Ox+7=4:>3x2—10x+3=0:>x:lo_ 1(?0 36:1065_8:{1/3.

Los puntos de la grafica son:

(31@)=(3 3); (U3 f(1/3))=(1, @].
3 27
18. Castilla—La Mancha, junio 18
2B. Dadas las funciones f(x)=2xe™ y g(x) =x%*, calcula razonadamente el area del

recinto cerrado limitado por las gréficas de esas funciones. (2,5 puntos)
Solucion:
Las graficas se cortan en los puntos solucion de la ecuacion f(x)=g(x):

2xe " =x"e* = (X’ -2x)e ¥ =0=>Xx=0;x=2.

y=g
El recinto es el sombreado en la figura adjunta, aunque no se %\
7] 2 4

pide dibujarlo.
El area pedida viene dada por la integral definida y=rw)

“‘2(2xe‘X —xze‘x)dx

0
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La integral I(2xex —x’e ™ )dx = j (2x—x*)e*dx debe hacerse por partes.
Tomando: u=2x-x* = du=(2-2x)dx; dv=edx = v=—e".
Luego:

j(Zx—xz)e‘xdx=—(2x—x2)e‘x+J.(2—2x)e‘xdx 1)

La segunda integral que se obtiene también se hace por partes.
Tomando: U=2-2x = du=-2dx; dv=e’dx = v=—e".
Se tiene:

I(Z—Zx)exdx =—(2-2x)e™* —IZede ——(2-2x)e ™+ 20",
Sustituyendo en (1) queda:
I(ZX— X’ )edx =—(2x—x* )&~ +J.(2—2x)e‘xdx:

= —(2x— xz)e’X —(2-2x)e™ +2e* +c=x%".

El &rea pedida sera:
2
j (2xe ™ —x%e ™) dx

2
= [xze‘x] =4e U2
0 0

19. Catalufia, junio 18

5. Sea la funcion f(x) =X +x-2.

a) Compruebe que la funcién f(x) cumple el enunciado del teorema de Bolzano en el
intervalo [0, 2] y que, por lo tanto, la ecuacion f(x) =0 tiene alguna solucion en el intervalo
(0, 2). Compruebe que x =1 es una solucion de la ecuacion f(x) =0 y razone, teniendo en
cuenta el signo de f’(x), que la solucion es Unica. [1 punto]

b) A partir del resultado final del apartado anterior, encuentre el &rea limitada por la grafica
de la funcion f (x), el eje de abscisas y las rectas x =0y x = 1. [1 punto]

Solucién:

a) En el problema 15 se ha enunciado el teorema de Bolzano.

La funcion es continua para todo x > 0; en particular en el intervalo [0, 2].

Como f(0)=-2<0y f(2)= J2+2-2>0 = lafuncién corta al eje OX en algun punto del
intervalo (0, 2). Esto es, la ecuacion f(x) =0 tiene alguna solucion en el intervalo (0, 2).

Efectivamente la solucion es x = 1, pues f (1) = J1+1-2=0.

Como f'(x)= WH siempre es positiva, la funcion es creciente = solo corta una vez al eje
X

OX, lo que significa que la solucion x = 1 es unica.

b) Como f(x) <0 en el intervalo [0, 1], el area pedida viene dada por la integral:
1

1 1
S:—I (ﬁ+x—2)dx = —J‘ (xl’z+x—2)dx=—Fx3’2+1x2—2x} -2 1, 5
0 0 3 2 0 3 2 6

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

ANALISIS (Selectividad 2018) 16

20. Catalufia, septiembre 18

1. Considere la funcion polindmica f(x) = x> —ax® +bx+c.

a) Calcule los valores de los pardmetros a, b y ¢, sabiendo que la funcion tiene un extremo
relativo en el punto de abscisa x = 1 y que la recta tangente a la gréafica de la funcion en el
punto de abscisax =0 es larectay = x + 3. [1 punto]

b) Para los valoresa =2, b =1y c =3, calcule las abscisas de los extremos relativos de la
funcién y clasifiquelos. [1 punto]

Solucién:

a) f(x)=x’-ax’+bx+c = f(x)=3x"—-2ax+b.

Para que en el punto x = 1 tenga un extremo relativo » (1) =0 = 3-2a+b=0.

Si la recta tangente a la gréfica de la funcibnenx=0es y=x+3 = f(0)=1 = b=1.
Sustituyendo en 3—2a+b=0 =>a=2.

Como la recta tangente y la grafica de la funcion en x = 0 deben coincidir = f (0) = y(0) =3.
Como f(0)=c =c=3.

Luego, f(x)=x>—2x*+x+3.

b) Para los valoresa =2, b =1y c =3, lafuncion es la encontrada: f(x)=x*>—2x*+x+3.

Derivando e igualando a O:
4+\16-12 {1/3

f'(x)=3x*—4x+1 > 3x*—4x+1=0=x= 5 .

La derivada segunda es f(x)=6x—4.

Como f7(1/3)=-2<0,en x:% la funcién tiene un méaximo relativo.

Como f”(1)=2>0, enx =1 lafuncion tiene un minimo relativo.

21. Comunidad Valenciana, junio 18

Problema B.3.

Se divide un alambre de longitud 100 cm en dos partes. Con una de ellas, de longitud x se
construye un tridngulo equilétero y con la otra, de longitud 100 — x, se construye un cuadrado.
Se pide obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La funcidn de la variable x que expresa la suma de las areas del triangulo equilatero y del
cuadrado, siendo 0 < x < 100 (4 puntos).

b) El valor de la variable x en el intervalo [0, 100] para el cual dicha funcion (suma de las
areas en funcion de x obtenida en el apartado a)) alcanza su minimo valor (3 puntos).

c¢) El valor de la variable x en el intervalo [0, 100] para el cual dicha funcién alcanza su
maximo valor. Interpretar el resultado obtenido (3 puntos).

Solucion:

a) La situacion gréafica es la siguiente:

3
h 100—x

x
6

Si el perimetro del tridngulo es x, cada lado mide g . Su altura serd h = ?3 X.
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X f
T 2
Por tanto, su area valdra: A, = 36 _ V3 :
2 36
. . .. 100-x , ,
Si el perimetro del cuadrado es 100 — x, cada lado mide . Por tanto, su area valdra:

2
A - 100 x
n :
La funcion que expresa la suma de las areas seré:

f 3x 100—x 4/3x% + 90000 —1800X + 9%>
A = 4 = A= 144

b) El minimo de A(x) se da en la solucion de A’(x) =0 que hace positivaa A"(X).
Derivando:

A(x )_8*/_’( —1800+18X _ ), §/3x—1800+18x =0 = x = -2
144 18+8\3
Como A(x)= 8\/3_);18 >0, para el valor de x encontrado se da el minimo pedido.

4[3x? +90000-1800x + 9x* _ (9+ 4%) x* —1800x +90000

144 - 144
pardbola convexa (U). Por tanto, el méximo en el intervalo [0, 100] se da en alguno de los
extremos.

c) La funcion A(x) = es una

9+ 4+/3)10000 —180000 + 90000
Como A(0) = 90000 _ =625 y A(100) = ( ) _ 400004/3
144 144 144

el maximo se obtiene para x = 0; esto es, formando solo un cuadrado de lado 25 cm.

~ 481,

22. Comunidad Valenciana, julio 18

Problema B.3. Dentro de una cartulina rectangular se desea hacer un dibujo que ocupe un
rectangulo R de 600 cm? de area de manera que:

Por encima y por debajo de R deben quedar unos margenes de 3 cm de altura cada uno. Los
margenes a izquierda y a derecha de R deben tener una anchura de 2 cm cada uno.

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El area de la cartulina en funcion de la base x del rectangulo R (3 puntos).

b) El valor de x para el cual el &rea de la cartulina es minima (5 puntos).

c¢) Las dimensiones de dicha cartulina de area minima (2 puntos).

Solucion:
La situacion se muestra en la figura adjunta. I3 n
a) El area de la cartulina en funcion de la base x del rectangulo R sera: 600 cm

S=(x+4)(y+6)=xy+6x+4y+24. 2

600 . ' LTS
Como se sabe que xy=600=y = " sustituyendo:
X
S(x)= 600+6x+&fo+24 = S(X) =624 +6x 24)?0. — 1
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b) El &rea minima se da en la solucion de S"= 0 que hace positivaa S™".
S'(x):6—2400 =0=6x*-2400=0=x=20.

X2

Como S”(x) = &E’)O para x = 20 se da el minimo pedido.
X

c) Las dimensiones de la cartulina seran 24 x 36 cm (x + 4 =24 ey + 6 = 36).

23. Extremadura, junio 18

1
X2 -1

B.3. a) Estudie el dominio, las asintotas y méximos y minimos de la funcion f (x) =

(1,5 puntos)
b) Represente la grafica de f(x) utilizando los datos del apartado anterior. (0,5 puntos)
c) Calcule una primitiva F(x) de la funcion f(x). (1,5 puntos)

Solucion:
1 g .
a) f(x)=— 1 esta definida siempre que x*—1+0. Esto es, Dom(f)=R —{—1, 1}.
X —
En los puntos x = — y x = 1 la funcion tiene sendas asintotas verticales, pues:
. . 1
—+ =+
!Lml x> -1 =0y legl] x> -1 =0
Puede verse que:
lim s =+, lim > = —0, lim =—o0; lim > =+
x—>-1" X° =1 x—»>-1" X =1 x->1 X< =1 x>t X° =1

La funcion tiene también una asintota horizontal, pues:

lim — 1:0 — la asintota es la rectay = 0.
X—>Fo0 X —
Derivando:
. 2X
F(x) =~

(-1
Para todo x e(—o, —1) U (-1, 0) la derivada toma signo positivo = la funcion crece.

Para todo x €(0, 1) U (1, +o0) la derivada toma signo negativo => la funcion decrece.
Por tanto, en el punto x = 0 la funcién tiene un maximo relativo.

b) Teniendo en cuenta lo anterior y dando algunos valores se
obtiene la grafica adjunta.

i i
I 1
I 1
I 1
I 1
I 1
I 1
-4 2 tof 12 4
I 1
I 1
I 1
I 1
I 1

¢) Una primitiva de f(x):xz_ se obtiene por {\
descomposicion en fracciones simples.

A(x+1)+B(x-1 A+B=0
21=A+B:>21=(+)+( ) Azl;Bz—l-
x*-1 x-1 x+1 x°-1 (x-1)(x+1) A-B=1 2 2

Por tanto:
J- 21 dx:j 12 172 dx:lln(x—l)—iln(x+l)+c.
x° -1 x-=1 x+1 2 2
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24. Islas Canarias, junio 18

1(A).- Se dispone de un hilo metalico de longitud 140 m. Se quiere dividir dicho hilo en tres
trozos de forma que la longitud de uno de los trozos sea el doble de la longitud de otro vy tal
que, al construir con cada uno de los tres trozos de hilo un cuadrado, la suma de las areas de
los tres cuadrados sea minima. Encontrar la longitud de cada trozo. (2,5 puntos)

Solucion:

Sean x, 2x e y las longitudes de los lados de los cuadrados.

x x ¥y

La suma de sus perimetros debe ser 140 m:
8X+4x+4y =140 = 12x+4y =140 = y=35-3X.
Se desea que la suma de sus superficies sea minima:
S =4x* +x* +y* — Sustituyendo y=35-3x = S(x) =5x° +(35—3x)2.
El minimo se da en la solucion de S"= 0 que haga positivaa S™.
S(X) =14x*> —210x+1225 = S(x) =28x—210=0=>x=7,5.
Como S”(x) =28>0, para ese valor de x se obtiene el minimo buscado.
Po tanto, los trozos deben medir: 30 m, 60 my 50 m.

25. Islas Canarias, junio 18

1(B).- Calcular las asintotas y los extremos relativos de la funcién f(x) =3x +3—X1.

(2,5 puntos)
Solucién:
La funcion tiene dos asintotas; una vertical, la recta x = 1, y otra oblicua, la recta y =3x+3.

En efecto:

|im(3x+3—xj{3+§}:@o.
X1 x—1 0

Por otra parte, como Iim3—X1:3 = Iim(3x+3—XJ53x+3.
X—>00 X_ X—>00 X_

Derivando:

3(x-1)-3 - 3(x=1) -3 3x’—
f(x):3x+3—X1:>f’(x):3+ (x-1)-3x_, -3 _3(x-1) -3 _3x"-6x
X_

(-1 ey () (ke
La derivada se anula cuando 3x* —6x=0=3x(x—2)=0 =x=0,x=2.
Luego:
. Six<0, f'(x) >0= f(x) crece.
« SiO<x<l, f'(x) <0= f(x) decrece. En x=0 se tiene un maximo relativo.
« Sil<x<2, f'(x) <0= f(x) decrece.
« Six>2, f'(x) >0= f(x) crece. Por tanto, en x = 2 hay minimo relativo.
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26. Galicia, septiembre 18 (Opcién A)

2x +axr sex<1
bx +c¢ sex=1
as hipdteses do teorema de Rolle no intervalo [0,2] e calcula o punto no que se cumpre o teorema.

b) Debuxa e calcula a area da rexion limitada pola parabola v = x* — 2x e a recta y = x. (Para o
debuxo da parabola, indica: puntos de corie cos eixes de coordenadas, o vértice e concavidade ou
convexidade).

Solucion:

a) El teorema de Rolle dice:

Si f(x) esuna funcion continua en el intervalo [x,, x, ] y derivable en el intervalo (x,,x,),y

2. a) Enuncia o teorema de Rolle. Calcula a, b e ¢ para que a funcion f(x) = { cumpra

ademés f(x)= f(x,), entonces existe al menos, un punto X, e(xi,xz) tal que f7(x,)=0.

. iy 2% ix<1 :
En este caso hay que exigir que la funcion f(x) = X S! X< sea continuaen [0, 2] y
bx+c six>1

derivable en (0, 2), y que f(0)=f(2).
El Gnico punto que presenta dudas es x = 1.
— Continuidad:

lim  (x) = lim (2x* +ax)=2+a; lim f(x) = lim (bx+c)=b-+c.

x—1" x—1" x—1" x—1"

Limites laterales iguales: 2+a=b+c=a-b-c=-2. [1]

— Derivabilidad:
4x+a six<l
f'(x):{ . = lim f'(x) = lim(4x+a)=4+a; lim f'(x)=lim(c)=b
b six>1  xor X1 x->1" x—o1*
Las derivadas laterales en x = 1 deben ser iguales: 4+a=b = a=b-4. [2]

- f(0)=f(2 = 0=2b+c=c=-2b. [3]
Sustituyendo [2] y [3] en [1]:
b—-4-b+2b=-—2=b=1;c=-2;a=-3.

En consecuencia:

2x?-3x six<1 4x-3, six<1 ]
f(x)= IR SEs = f'(x)= _ — f(x)=0en x=3.
X—2 six=>1 1 six>1 4

b) La parabola y = x> —2x corta al eje OX en los puntos x = 0 y x = 2. Es convexa ().
Su vértice lo tiene en la abscisa que anula su derivada: y=2x-2=0= x=1. Punto (1, -1).
La recta y la parabola se cortan cuando x> —2x=x=>x*-3x=0=x=0;x=3.

Sus gréaficas se dan en el dibujo adjunto.

El area del recinto sombreado viene dada por la integral definida:
3

ja(x—(xz—Zx))dx:j (3x—x*)dx =

0 0
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27. Galicia, septiembre 18 (Opcién B)

. . 02 z_
2. a) Calcula, se existe, o valor de m para que lim, -0% =3
b) Calcula os valores de a, b, c e d para que a funcién f(x) = ax® + bx? + cx + d tefia un punto de

inflexion no punto (0,5) e a tanxente & sua grafica no punto (1,1) sexa paralela ao eixe X.

c) Calcula f: Vxlnxdx (Nota: In = logaritmo neperiano)
Solucién:
2
a) lim cos 2_X i rrlx ! = {9} . Puede hacerse aplicando la regla de L’Hopital.
=0 sin(x?) 0
2 -
lim &2 2_X i n:x ! =(L'H)=Ilim 2sin 2x + 22mx = {9} . Se repite la regla.
=0 sin(x*) =0 2xcos(X’) 0
. —4cos2x+2m —4+2m
lim =
=0 2xcos(X’) 2
—4+2m

Como se quiere que =3=>-4+2m=6=>m=>5.

b) f(x)=ax’+bx’+cx+d = f(x)=3ax’+2bx+c = f7(x)=6ax+2b .

Para que en x = 0 tenga un punto de inflexion > f7(0)=0 = 2b=0=b=0.

Como pasa por (0,5) = f(0)=5=d =5.

Si la recta tangente a la gréafica en el punto (1, 1) es paralela al eje OX: f')=0y f(@@) =1
= 3a+2b+c=0; a+b+c+d=1.

) 3a+c=0
Sustituyendob=0yd=5= —a=2,c=-6.
a+c=-4

La funcion es: f(x)=2x>-6x+5.

c¢) Una primitivade f(x)= X Inx puede hacerse por partes.

Tomando:
1 X3/2 2
u=Inxy dv=+/xdx = du==dx V=I&dx:jx1’2dx=—=— 32
X 3/2 3
Luego:

I&Inx dx = gx3’2-ln x—J.gxmidx:gxm-ln X—ngmdx:
3 3 X 3 3

= gx3’2-ln x—g_[xl’zdx:Exs’z-lnx—ﬂxs’z.
3 3 3 9

Por tanto:

e

j xInx dx=Fx3’2-ln x—fxw} = ge3’2-lne—ﬂe3’2—(—ﬂ-lg’zj =2, 2
) 3 0" | 3 9 9 9
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28. La Rioja, junio 18
3. (2 puntos) Sea f(x)=xe ™.
(I) Calcule, segun los valores de a, las asintotas de f(x).

(I1) Halle el valor de a para que f tenga en x = 1 un extremo relativo. ;ES un méaximo o un
minimo relativo?

Solucién:

() Paraa <0, la funcion f(x) = xe ® tiene una asintota horizontal hacia —oo, pues:

lim xe ™ = [—oo-e’w = —oo-O] N

lim xe™ = lim %:{ﬂ}:(L’H): lim %:[l}zo,
X—>—0 X—>—0 e o0 X—>—00 ae o0

Paraa> 0, la funcidon f(x)=xe *tiene una asintota horizontal hacia +oo, pues:
lim xe ™ =[ 0™ =00 | =

X—>+00

lim xe ™ = lim — =[f} =(L'H)= Iimi =[£} =0. (Laasintota es la recta y = 0).

X—>-+00 x—0 @& 00 x—wn ge® 0

Paraa =0, la funcion f(x)=xe ™ =x es una recta.

(I1) Para que f tenga en x = 1 un extremo relativo es necesario que f'(1)=0.
Derivando:
f(x)=xe™ = f () =e™-axe ™ =(1-ax)e™ - f'(1)=(1-a)e*=0 =a=1
La funcion serd: f(x)=xe™.
Derivando dos veces:
f'(x)=(1-x)e™; f'(x)=—e"+(x-1)e™.
Como f’(1)=—-e" <0, enx =1 se tiene un maximo relativo.

29. La Rioja, julio 18 (A)
2. (3 puntos) Sea la funcion f (x) =2—cos x—3x.
(1) Determine, si existen, las asintotas oblicuas de f.

(1) Calcule I f(x)cosx dx .

(111) Demuestre que la funcion f (x) solo corta una vez el eje horizontal.

Nota. Puede ser (til el teorema de Rolle.

Solucion:

(1) No tiene asintotas verticales: la funcion esta definida para todo numero real.
Tampoco tiene asintotas horizontales: lim (2—cos x —3x) = +00,

X—>Fo0

¢Asintota oblicua?
Larecta y =mx+n es asintota oblicua de la curva f(x) cuando se cumple que:

m = lim FO) _ lim 2-C0sx—3x ={f}=(L'H)= Iimsm)l(_3 — No existe.

X—0o0 X X—00 X o0 X—00

Tampoco tiene asintota oblicua.

()] jf(x)cosx dx = I(Z—cosx—3x)cosx dx=J.2cosx dx—jcoszxdx—j3xcosx dx.
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La primera integral es inmediata: IZcos X dx=2sinx.

La segunda integral puede hacerse mediante el cambio trigonométrico cos” x = %.
Asi:

Icosz xdx :J.de =1j(l+c052x)dx 1 x+lsin 2X |.

2 2 2 2

La tercera integral puede hacerse por partes:

Ixcos xdx
Si:

X=U= dx =du; dv=cosxdx = v=sinXx.
Luego,

X C€0S XdX = Xsin x—jsin XdX = XSIin X+ COS X.

Teniendo en cuenta los signos y las constantes:
f(x)cosx dx = j(2—cosx—3x)cosx dx:IZCOSX dx—J‘cos2 X dx—ijcosx dx =

= 2sin x—%(x+%sin 2xj—3(xsinx+cosx)+c.

(1) Alser f(0)=1>0y f(1)=-cosl-1<0, como la funcion es continua, el teorema de
Bolzano asegura que corta, al menos una vez, al eje OX en el intervalo (0, 1). Por otra parte,
observando que f“(x)=sinx—3 <0 para todo x = la funcion es estrictamente decreciente.

Luego solo puede cortar una vez al eje.

30. La Rioja, julio 18 (B)
2. (2 puntos)
(1) Halle, si existe, el valor de a para el cual

lim (ox° +ax-+1-(3x-1)) =2.

X—>+00

(I1) Determine, si existe,

!

lim (x/9x2 +12x +l) :

X—>+00

!

donde (xigxz +12x+1) representa la derivada de v/9x? +12x+1.
Solucion:
(1) lim (\/gxz +ax+1—(3x—1)) =[o0—o0] — Multiplicando y dividiendo por la expresion

conjugada:

lim (M—(Sx—l)): lim (m_(3X—1))(m+(3x—l)) _

X—>+00 X0 ( 9X2 +aX+1+(3X_1))
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9x? +ax +1—(3x-1)’ 9x? +ax+1-9x? +6x—1 _

= lim = lim
X‘>*"°\/9x2+ax+1+(3x—1) X+ «/9x2+ax+1+(3x—1)
x(a+6)
x(a+6) X -

lim — (dividiendo por x) —» lim =
=+ JOX® +ax+1+(3x-1) = J9x* +ax+1+(3x—1)

X

] a+6 a+6 a+6
lim =

X0 9x2+ax+l+g_1_\/§+3_ 6
\j x? X X

Como se desea que a%6:2:>a:6.

24

(11 Iim(»\/9x2+12x+1) = lim 18x+12 =§.(Se aplica el procedimiento anterior).

X—>+00

e 9 [9x? +12X +1

31. Madrid, junio 18
Ejercicio 2: Calificacion maxima: 2,5 puntos.

a) (1,5 puntos) En un experimento en un laboratorio se han realizado 5 medidas del mismo

objeto, que han dado los resultados siguientes:
my = 0,92; m2 = 0,94; mz = 0,89; ms = 0,90; ms = 0,91.
Se tomara como resultado el valor de x tal que la suma de los cuadrados de los errores sea

minima. Es decir, el valor para el que la funcion E(x) = (x—m, )’ +(x—m, )" +...+(x—m,)’

alcanza el minimo. Calcule dicho valor x.
b) (1 punto) Aplique el método de integracion por partes para calcular la integral

2
I x* In(x)dx , donde In significa logaritmo neperiano.
1

Solucion:
a) Sustituyendo los valores dados, la funcién es:
E(x) =(x—0,92)" +(x—0,94)" +(x—0,89)" +(x—0,90)" +(x—91)’.
Derivando e igualando a O:
E'(x)=2(x—0,92)+2(x—0,94)+2(x~—0,89)+2(x—0,90)+2(x—91)=0 =
= 10x—9,12=0 = x = 0,912. (Este valor coincide con la media aritmética).
Como E”(x)=10>0, para x = 0,912 se obtiene el minimo buscado.

b) Para hallar Ixz In(x)dx se toma:

3
u=Inx = du:ldx; dv = x’dx = V:Ixzdx=%.
X
3 3 3 2 3 3
Por tanto: sz In(x)dx:In(x)-X——J.X—-ldx =X x—J.X—dx:X—In x— X
3 3 X 3 3 3 9

Luego:

2 x? e\
Ilen(x)dx: Xnx-X
1 3 9 )
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32. Madrid, junio 18
Ejercicio 2: Calificacion maxima: 2,5 puntos.

Dada la funcion f(x) = i , Se pide:
Vx*+9
a) (0,5 puntos) Determinar, si existen, las asintotas horizontales de f(x).
b) (0,75 puntos) Calcular f"(4).
c) (1,25 puntos) Hallar el &rea del recinto limitado por la curva y = f(x), el eje OX y las rectas
=-lyx=1.
Solucion:
La funcion dada puede definirse a trozos.

£(x) = || _ x/x2X+9
N

x> +9
— Puede verse que se trata de una funcion par, lo que simplifica futuros calculos.

six<0

six>0

a) Esta funcidn tiene una asintota horizontal, la recta y = 1, tanto hacia +oo como hacia —oo,
pues:

—X
X

X
lim L—F}: lim—% —1_1. jim _—X{f}z lim—=x_-1_4
X—>+00 X2+9 o0 X—>+00 ’X2+9 1 X—>—00 X2+9 o0 X—>—00 X2+9 l

XZ

()’

(Si se ha visto que es “par” el segundo limite no seria necesario).

X , X + ,
b) f(X)=—m— = f(X)= = f(X)=————.
VX°+9 (x/x2+9)2 ( x2+9)3
9 9

Parax=4, f'(4)= = :

c) El area pedida, S, viene dada por:

0 —Xx
> =J.—l«/x2+9

Por su simetria'

1
dx +

X
[ s
0 Jx%+9 3 2 1 | 1 2 3

1 2X 1
~ X dx=2 —dx=(2 x2+9) ~2/10-6 U2
0

S= 2J'
«/x +9 X“+9
— La figura no se pide. No obstante podria comentarse que como la funcion es siempre
positiva (el valor absoluto asi lo indica), el area se calcula tal y como se ha hecho.
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33. Madrid, julio 18
Ejercicio 2: Calificacion maxima: 2,5 puntos.
8e”* six<2

Se considera la funcion f(x)=19y3 _4x . ) y se pide:
>

X—2
a) (0,75 puntos) Estudiar la continuidad de fen x = 2.
b) (1 punto) Calcular las asintotas horizontales de f (x). ¢Hay alguna asintota vertical?

2
¢) (0,75 puntos) Calcularj f(x)dx.
0

Solucién:
a) Para que la funcion sea continua en x = 2 los limites laterales deben ser iguales a f(2)=8.
lim f(x)=lim8e*** =8¢’ =8;

x—2" X—2"
3 2
XX _0_(H)=iimX =48
0 11

X—2 x—2*

lim f(x)=lim
x—2" x—2"
Por tanto, la funcion es continua en x = 2.

b) La funcion tiene una asintota horizontal hacia —oo, pues:
lim f(x)=lim8** =8¢ =0 — Laasintotaes larectay = 0.

X—>—0 X—>—0
No hay ninguna asintota vertical, pues de haberla se daria en x = 2, pero se ha visto que
Iirr21 f(x) =8.
X—

2 2
c) J f (x)dx = I 8e”*dx :[4ezx‘4]z =4e° —4e" =44,
0 0

34. Madrid, julio 18
Ejercicio 2: Calificacion maxima: 2,5 puntos.
El dibujo adjunto muestra la grafica de una funcion y = f (x).

Usando la informacion de la figura, se pide:
| a) (0,5 puntos) Indicar los valoresde f(-1) y f'(2).
\ b) (1 punto) Justificar, usando limites laterales, si f es continua
T 3

en los puntos x=-1yx=0.
/2 I ¢) (0,5 puntos) Indicar razonadamente si f es derivable en los

puntos x =-1y x=0.

0
d) (0,5 puntos) Determinar el valor de J‘ f(x)dx .
-2

Solucién:
a) f(-1) =1
En x = 1 la recta tangente a la funcién es horizontal: f'(1)=0

b) En x = —1 la funcidn es continua pues los limites laterales son iguales:
lim f(x)=1; lim f(x)=1.
- x—-1"

X——1

En x =0 la funcion no es continua pues los limites laterales no son iguales:
lim f(x)=0; lim f(x)=1.
x—0" x—0"
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¢) La funcion no es derivable en ninguno de esos puntos.
En x = -1 las derivadas laterales son distintas: lim f’(x)=1; lim f’(x)=-1.
x—>-1"

x—>-1"
Podria indicarse que la funcion tiene un pico en ese punto.
En x =0 la funcion no es derivable por no ser continua.

0

d) El valor de f (x)dx coincide con el area del tridngulo de base 2 y altura 1: su valor es 1.
-2

También podria hacerse como sigue:

.[02 f(x)dx = J‘_;l(x+2)dx+f_i(—x)dx:{X?erZx}1 {—X?Z}Ol =

—2—(2—4)+(0+%):1. )

(A laizquierda de x = -1, la funcién es f(x)=x+2;enelintervalo [0, 1] es f(X)=—x).

N |

35. Murcia, junio 18
CUESTION A.2:
a) [1,5 p.] Descomponga el nimero 10 en dos sumandos positivos de manera que la suma de
uno de ellos mas el doble del logaritmo (neperiano) del otro sea maxima.
b) [0,5 p.] Calcule dicha suma méxima.
Solucion:
a) Si los nimeros son x e y se desea que S =x+2Iny sea maxima, siendo x+y=10.
Despejando y sustituyendo:
x=10-y = S(y)=10-y+2Iny.
La funcidn S serd méaxima en la solucién de S"= 0 que haga positivaa S™".
Derivando e igualando a O:

S(y) = —1+E =0= y=2 — el otro nimero sera x = 8.
y

Como S”(y) = —% <0 paratodo valor de y, para 'y = 2 se tiene el maximo buscado.
y

b) Lasumaes: S(2)=8+2In2.

36. Murcia, junio 18
CUESTION A.3:

a) [1 p.] Calcule la siguiente integral indefinida J.de.
V2x2+1
b) [0,5 p.] Determine el area del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales x =0y x
X

N

=2,y la grafica de la funcion f(x)=

Solucioén:

a) La integral j X

J2x2 +1

dx es inmediata.
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, f(x) .
Basta con recordar la formula I dx = ./ f (X) +c, y ajustar constantes:
5 m JE() +c,yaj

a\/2x +1+c.

[—o-?
2% +1 2x +1

b) Como en el intervalo de integracion la funcion estudiada es positiva, el area viene dada por

2
la integral definida j

X
0 \2x2+1
2
r X__dx = Fx/2x2+1} :1(«/9_—«&):
0 {2x% +1 2 2

0

dx, cuyo valor es:

37. Murcia, septiembre 18
Cuestion A.2: Calcule los siguientes limites:

a) (1p.) XILrEO(\/xz +2 -+/x2 —2).

In(cos x +sin x)

b) (1p.) lim
Solucion:
U +2 =2 (X2 +2 4% =2

e

x> +2—(x*-2
= lim ( ) = lim 4 [i}zo_
x%—*—oo\/x +2+\/X X~>+oo\jx +2+\/X ) 0
b) Debe hacerse aplicando L"Hopital.
—Sin X+ C0S X
In(cos x+sinx I
lim ( ):{Q}Z(LH)_hm COSX+SinX_ _q
x>0 X x—0

38. Murcia, septiembre 18
Cuestion A.3:

a) (1 p.) Calcule la siguiente integral indefinida jsin xe“*dx .

b) (0,5 p.) Determine el area del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales x = 0
y x = n/2, y la grafica de la funcion f(x) =sin xe™*.
Solucion:

a) Laintegral jsin xe“**dx es inmediata.
Basta con recordar la formula I f'(x)e'@dx=e"™ +¢, y ajustar constantes:

J‘Sin XeCOSXdX — _I(_Sin X) COSXdX cosx icC.
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b) Como en el intervalo de integracion la funcion estudiada es positiva, el area viene dada por
n/2

la integral definida J. sin xe“**dx, cuyo valor es:
0

Mz oS X cosx 2 cos? cos0 0 1 2
sin xe dx:[—e ]O =—e 2—(—e ):—e +et=e-1 U2
0

39. Navarra, junio 18
A3) Calcula las siguientes integrales indefinidas:

Ie“’ssx sin3x dx (1 punto);

sin 2x

mdx (1 punto)

Solucion:

La integral Ie°°53xsin 3x dx es inmediata.

Basta con recordar la formula I f(x)e'@dx=e'™ +c, y ajustar constantes:
/AN

Jecossx sin3x dx = *EJ.(/_QSII’] 3X)ec053xdx _ _lecossx tc.
\;3/ N 3

- in2x . . . . -
También Ils—z dx resulta inmediata. Hay que tener en cuenta la igualdad trigonométrica
+C0S” X

sin2x =2sinxcos x Y la férmula de integracion J.% dx =In f (x) +c; también hay que
X

“ver” que (COS2 X)’ =2c0s x{—sinx).

Con esto:
sin 2x 2sin X cos X 2(—sin x)cos X
———dx= —de:—J. ( )2 dx =—In(1+cos’ x)+c.
1+cos” x 1+cos” x 1+cos” x

40. Navarra, junio 18
B3) Demuestra que existe o € (2, 3) tal que f(a) = —g, siendo f (x) =cos(mx)3/x* —2x* —1.

Menciona los resultados tedricos empleados y justifica su uso. (2 puntos)

Solucién:

La funcidn dada es continua en el intervalo [2, 3] (lo es en todo R). Por tanto cumple el
teorema de los valores intermedios: Si f (x) es continua en [a, b], entonces la funcion toma

todos los valores comprendidos (intermedios) entre f(a) y f(b). Esto es, para cualquier
valor ¢, f(a) <c<f(b), existe un punto a € [a, b], tal que f(a)=c.
Como:

f(2) =cos(2n)¥2° ~222 -1=13-1=-1y f(3) =cos(3n)3*-23*-1=-18=-2,

entonces, la funcion toma todos los valores comprendidos entre —2 y —1. Como

-2< —gﬁ—l, existe a € (2, 3) tal que f(a) :—g.
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41. Navarra, julio 18
A3) Demuestra que existe o € (0, 2) tal que f’(a) =1, siendo

f(x):sin(nznxj cos( 2jln(Ze +2x-x%).

Menciona los resultados tedricos empleados y justifica su uso. (2 puntos)

Solucion:

La funcion dada es continua en el intervalo cerrado [0, 2] y derivable en el abierto (0, 2)*. Por

tanto cumple el teorema del valor medio (incrementos finitos; de Lagrange), que dice:

Si f(x)es continua en [a, b] y derivable en (a, b), entonces existe algin punto a € (a, b) tal
f(b)-f(a)

queT—f()

Como:

f(0) = sin(gj-cos(o)-ln (2¢°)=11In2=In2;

f(2) = sm[ijcos( )In(2e* +22-4)=-1:(-1)In(2¢’)=In(2¢*)=In2+2,

entonces:
f(2;—(; ©) = In2+§_|n2 =1 = existe o € (0, 2) tal que f'(a) =1.

* Habria que justificar de alguna manera que f,(x)=1In (2eX +2X— x2) esta definida en [0, 2];

bastaria con comprobar que 2e* +2x—x>>0 cuando x> 0.
Podria hacerse como sigue:

1) Parax=0— 2e* +2x—x’ vale 2;
2) Derivando 2e* +2x—x* se obtiene 2e* +2—-2x = 2(2eX +1-— x) > 0 para valores de x

entre 0 y 2. Luego la expresion 2e* +2x—x* es creciente; y como en x = 0 vale 2, siempre
sera positiva.

42. Navarra, julio 18

A4) La gréfica de la funcion f(x) = cos( > ) divide al cuadrado de centro (0, 0) y lado 2 en

tres regiones. Calcula el area de cada una de esas tres regiones. (3 puntos)
Solucion:
La situacion es la que se muestra en la figura adjunta.

El area el cuadrado vale 4; por debajo del eje OX, esta la 4 AN
mitad. N .
La parte de Az que esta entre el eje OX y la funcion viene /ool N
dada por: N / ,;[3 \

{3 (3

0
= ﬂsin(E]—ﬂsin(O) :ﬂ.
s 2) mw T

4 . : 2
Por tanto, A, =2+—. El area de cada una de las otras dos regioneses: A =A, =1——.
s T
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43. Pais Vasco, junio 18
Ejercicio A4
Calcular la siguiente integral indefinida:

2x-1
[ g
X(x+1)

Solucion:
Puede hacerse la descomposicion en fracciones simples:
2x-1 A B C  _ A(x+1)"+Bx(x+1)+Cx
(41 X (x4 (xe1) X(x+1)
2x-1 _ X*(A+B)+x(2A+B+C)+A
x(x+1)2 B x(x+1)2 '
Por identificacion de coeficientes:
A+B=0 -1+B=0->B=1
2A+B+C=2=7-2+1+C=2—->C=3.
A=-1 A=-1
Por tanto:
[ 2x-1 dx:j[;1+ 1 3 ]dx = —Inx+|n(x+1)—i+c.
. X+1

x(x+1)° X (x+1)  (x+1)’

44. Pais Vasco, junio 18
Ejercicio A5
De todos los nimeros positivos x e y tales que x+y =10 encontrar aquellos para los que el
producto P = x*y se maximo.
Solucion:
Si x+y=10 = y=10-Xx.
Sustituyendo:
P=x’y - P=x*(10-x)= P(x) =10x* - x°.
El maximo de P se obtiene en la solucion de P"= 0 que hace negativaa P™".
Derivando e igualando a O:

P”(x)=20x-3x*=0= {

x=0
x=20/3
Como P (x)=20-6x y P"(20/3)=-20<0, para x= 2—30 se tiene el maximo buscado.

_10

. . 20
Los numeros seran: x:? ey 3
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45. Pais Vasco, julio 18
Ejercicio A3
Dada la funcion f(x) = x> estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y la
existencia de maximos, minimos y asintotas.
Solucion:
Derivando:
f(x)=x%" = f(x)=2xe*—x’e* =x(2-x)e* > seanulaenx=0yx =2,
. Six<0, f'(x)<0 = f(x) decrece.
« Si0<x<2, f(xX)>0 = f(x) crece. Se deduce que en x =0 hay un minimo.
« Six>2, f'(xX)<0 = f(x) decrece. Se deduce que en x = 2 hay un maximo.

— La funcion no tiene asintotas verticales, pues esta definida en todo R.
Tiene una asintota horizontal hacia +oo, pues:
2
lim x%e ™ =[00] = lim X—X:{f}:(L'H): lim Z—fz[f}z(m): lim 3:{3}0.

X—>+00 X—>+00 e o0 X—>+00 e o0 X—>+00 e

La asintota es la rectay = 0.

46. Pais Vasco, julio 18

Ejercicio A5

Calcular el area maxima que puede tener un tridngulo rectangulo cuya hipotenusa mide 8.
Solucién:

Si los catetos del tridngulo miden x e y, su area sera: S = % .
8
Como X +y? =64= y=+64—%2. v
Sustituyendo: ~
f _y2
S(x)=)(6#=% 64x* —x* . x

El maximo de S se obtiene en la solucién de S"= 0 que hace negativaa S™".
Derivando e igualando a O:

S'(x) = 128x—-4x> _ 32x-X 0= x=00x=32-4V2.
464x% —x* 64X —x*
Como para valores de x situados a la izquierda de 442 1a derivada es positiva (la S crece), y
para valores de x situados a la derecha de 42 1a derivada es negativa (la S decrece), se
deduce que el valor maximo se daen x = 4\/5. Para ese valor de x, y = 4\5.
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