GEOMETRIA (Selectividad 2016) 1

ALGUNOS PROBLEMAS DE GEOMETRIA PROPUESTOS EN LAS PRUEBAS DE
SELECTIVIDAD DE 2016

1. Aragon, junio 16
2. (2 puntos) a) (1 punto)
a.1) (0,5 puntos) Si los vectores W y § verifican que |W|=|S|=2, y el angulo que forman W

y § es 60 grados, determine: W{(W-5)

a.2) (0,5 puntos) Si el producto escalar del vector G +V por si mismo es 25y el producto
escalar de G-V por si mismo es 9. ;Cuénto vale el producto escalar de G por vV ?

b) (1 punto) Determine el &ngulo que forman las rectas siguientes:
X+l y z+3 . X-y-z=1
X—y+2z=3

3 2 2

Solucién:
a) La expresion del producto escalar de los vectores G por V es:

0.7 =|{v}cos (4, V).
a.1) Como W{W—§)=W-W—W-5 = W(W-5) :4—4005600:4—4%: 2.
a.2) Si (U+V (U +V)=25=u[ +v[ +2[ullv|= 25;
si (U-V)}{(U-v)=9= " +[v[ —2[al{v|=9.
Restando ambas expresiones:
4lul{v|=16 = |u|{v|=4

|2

|2

b) El &ngulo que forman dos rectas es el que determinan sus vectores de direccion
correspondientes.
Se expresa s en paramétricas:

X=1+y+2 X=5/3+t
X—-y—-z=1 X—y—-z=1
S: = S: =S y=t =s: y=t
X—y+2z=3 E2-El| 3z=2
z=2/3 z2=2/3

Los vectores de direccion de las rectas son:
V.=(3,2,2);V,=(1,1,0)

cos (r, s) =cos(V., V.) = Vs | cos (r,s) = (322)@10) 342 5
e 1 e N T A/ S TS

El &ngulo que forman es:

o= arccosi =30, 96°

Nen

2. Asturias, junio 16

a) Encuentre m tal que los puntos A(2, -5, 2), B(4, m, 2) y C(5, -2, 2) estén alineados .
(1 punto)

b) Obtenga las ecuaciones implicitas de la recta determinada por los puntos anteriores.
(1 punto)

c) Halle la distancia del origen de coordenadas a la recta encontrada en b). (0,5 puntos)
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Solucién:
a) Los puntos A, B y C estaran alineados cuando los vectores AB, AC y BC tiene la misma
direccion. Esto significaque AB=p - ACyAC=q - BC.
AB=(4,m 2)-(2,-52)=(2,m+5,0)
AC=(5-2,2)-(2,-5,2)=(3,3,0)
BC=(5,-2,2)-(4,m2)=(1,-2-m, 0)
2=3p
m+5=3p
. Paraesevalordem, BC =(1,-2+3,0)=(1, 1, 0), que tiene la misma direccion que AC.

. AB:p.AC:(Z,m+5,0):p.(3,3,0):>{ :p:%ym:_&

b) La recta puede determinarse a partir del punto A y del vector BC. Sus ecuaciones

X=2+1
paramétricas son: r:<y=-5+t.
z2=2
Las dos primeras ecuaciones (restandolas) generan el plano x—y=7.

Por tanto, la recta puede darse en forma implicita como sigue: r :{

¢) La ecuacion de la distancia de un punto P a una recta r es:
‘ﬁxvr‘

¥
En este caso: A=(2,-5,2),P=0=(0,0,0), AP = (2, -5, 2),
v.=(1,1,0).

d(P,r)= , siendo A er.

El producto vectorial vale:

l‘_'[1 UZ l'_'[3
APxV =12 -5 2|=(=2,2 7) = |[APxV |=4/(-2)?+22+7% =/57 .
r r
1 1 0

El modulo de v, : [v,|=V1* +1* =+/2..

Luego d(P,r):E.

3. Asturias, junio 16

X+y—-z+1=0

y-z=0
a) Escriba la ecuacion implicita de un plano z perpendicular a r pasando por el punto A(-1, 2,
2). (1,25 puntos)
b) Obtenga el punto proyeccion ortogonal de P(-1, 3, 3) sobre el plano n. (1,25 puntos)
Solucién:
a) Se expresa r en forma paramétrica.

Considere larecta r :{
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Xx=-1
X+y-z+1=0 X+1=0 ~
r =T =>r:yy=t =V, =(0,1,1)
y-z=0 y=z2 Lt

El plano perpendicular a r que pasa por A(-1, 2, 2) es:
n:0(x+1)+(y-2)+(z-2)=0 = n:y+z-4=0.

b) El punto, P", proyeccion ortogonal de P(-1, 3, 3) sobre el plano =, es
el de interseccion del plano & con la recta, s, perpendicular a él que pasa
por P.

x=-1
Larectases: S:qy=3+t.
z=3+t
Sustituyendo en m: 3+t+3+t—-4=0=1t=-1. Luego, P"= (-1, 2, 2).

4. Castilla La Mancha, junio 16

Sea r la recta determinada por el punto P(1, 0, 1) y el vector v = (1, -1, 0).
a) Calcula el punto de r mas cercano al punto Q(0, 0, 1). (1,5 puntos)

b) Calcula el punto simétrico de Q respecto ar. (1 punto)

Solucién:
a) El punto pedido es el de corte de la recta r con del plano perpendicular a r por el punto Q.
X=1+t
Larectaes: r=< y=-t .
z=1

Como vV = (1, -1, 0), el plano perpendicular a r por el punto Q es:
n=X—-y+d=0 — porconteneraQ: n=0+0+d=0=d =0.
Luego: t=x—-y=0
Corte de r con m: se sustituyen las ecuaciones de r = (1+t, —t, 1) en r, obteniéndose

n=l+t+t=0=>t=-1/2
Parat =-1/2 se obtiene P = (1/2, 1/2, 1).

v,

= om
Ve

b) Sea Q"= (Xo, Yo, Zo) €S punto simétrico de Q respecto de .

. o[ X Yo 1+z
Punto medio de i [ R A Rl e 1
QyQ (2 > > j

ComoP(1/2,1/2,1) = | X, Yo 1HZ)
2 2 2

1 X 1 v, 1+2z,
—=— =X =1, —=—= = y,=1; 1= = 7, =1
2 2 0=ty T 2 0

Por tanto, Q" = (1, 1, 1).
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5. Castillay Leon, junio 16
a) Calcular un vector de modulo 4 que tenga la misma direccion, pero distinto sentido, que el
vector V. = (2, 1, -2). (1 punto)

x-1_y+2_2-3 cuya distancia al punto A = (-1, 2, 0)

b) Calcular un punto de larecta r =
-1 1 -2

sea minima. (1,5 puntos)
Solucion:

a) Como el modulo de V = (2, 1, -2) es |V|=4/2* +1* +(-2)° =9 =3, el vector _%\7

tendra médulo 4 y cumple que su sentido es el opuesto de V.

El vector pedido es: —£(2,1,—2): —§,—i§ :
3 3 33

b) El punto buscado es el de corte de la recta r con del plano perpendicular a ella por el punto
A

Como vV, = (-1, 1,-2) yA=(-1, 2, 0), dicho plano es:
n=—(x+1)+(y-2)-22=0 = n=-x+y-2z-3=0
Corte de r con 7: se sustituyen las ecuaciones de r=(1-t,—2+t,3-2t)

en 7, obteniéndose
n=—(1-t)+(-2+1)-2(3-2t)-3=0=6t-12=0=1t=2
Parat = 2 se obtiene P = (-1, 0, -1).

6. Castilla y Ledn, junio 16

Consideremos las rectas r =X y =Z—_1 ys sizy—_lz Z.
2 2 2 3

a) Comprobar que las rectas r y s se cruzan. (1 punto)
b) Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el origen de coordenadas y corta a las rectas r y
s. (1,5 puntos)
Solucion:
a) Hay que comprobar que los vectores V,, V, y AB son linealmente independientes, donde A
=(0,0,1) esunpuntoderyB=(0, 1, 0)un punto de s.

vV, =(2,1,2),v,=(2,3,1)yAB=(0,1,0)- (0,0, 1) = (0, 1, -1),

2 1 2
Como |2 3 1[=-8+1 =24=0, los vectores son linealmente independientes. En
0 1 -1

consecuencia, las rectas r Yy S Seé Cruzan.

b) La recta pedida se obtiene por interseccion de los planos =, que contiene a r y pasa por el
origen, y ms, que contiene a s y pasa por el origen.
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Plano

Determinado por O(0, 0, 0) y por los vectores OA = (0,0, 1) y Vv, =(2, 1, 2); el punto A0, O,
1) pertenece a la rectar.

Su ecuacion es:

x 2 0
nei|ly 1 0=0=mn:x-2y=0
z 21
Plano ms:
Determinado por O(0, 0, 0) y por los vectores OB = (0, 1, 0) y v, = (2, 3, 1); el punto B(0, 1,

0) pertenece a la recta s.
Su ecuacion es:

x 2 0
ns: |y 3 1=0= n,:-x+22=0
z 10
X =2\
Xx—2y=0 e y=x/2
Por tanto, t: . En parametricas: t: =t y=»A.
-X+2z=0 z=x/2
=\
7. Comunidad Valenciana, junio 16
x=1
X—2y+z+3=0
Se dan las rectas r: ys:s y=2a .
3X+y-z+1=0 , 5
= —

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La recta paralela a r que pasa por el punto (0, 1, 0). (3 puntos)

b) El plano = que contiene a la recta r y es paralelo a s. (3 puntos)

c) La distancia entre las rectas r y s.

Solucién:
a) Se expresa r en forma paramétrica.
X—-2y+2+3=0 X+2=-3+2y X+2=-3+2y
: = r: =r: .
3X+y-z+1=0 X—-z=-1-y E2+El|4x=—-4+y= y=4+4X
X=2A
Sustituyendo en E1: x+z=-3+2(4+4x)=2=5+7x = r:qy=4+4k.
Z=5+7\
X=X
Por tanto, la paralela a r por el punto (0, 1, 0) sera: r:<y=1+4A.
z=TA

b) El plano pedido viene determinado por la recta r y el vector de direccion de s, vV, = (0, 2, 1)
Su ecuacion sera:

X=A x 10
nsy=4+4r+2u = n:|ly-4 4 2|=0=
Z=5+7h+p z-5 7 1
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n:-10x—(y—-4)+2(z2-5)=0=10x+y-2z+6=0.

c¢) La distancia entre r y s es igual a la distancia de
cualquier punto de S € s al plano =.
Tomando S = (1, 0, -2) se tendra:

10+4+6 20
d(r,s)—d(S,n)—J102+12+(_2)2—m
—

8. Comunidad Valenciana, junio 16

Sedael plano n:6x+3y+2z-12=0 y los puntos A(1, 0, 0), B(0, 2, 0) y C(0, 0, 3).

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La ecuacion implicita del plano o que pasa por los puntos A, B y C, (2 puntos);

y la posicion relativa de los planos o y m. (2 puntos)

b) El area del triangulo de vértices A, B 'y C. (3 puntos)

c¢) Un punto P del plano y el volumen del tetraedro cuyos vértices son P, A, By C. (3 puntos)

Solucién:

a) El plano o queda determinado el punto A(1, 0, 0) y por los vectores:
AB=(0,2,00-(1,0,00=(-1,2,00yAC=(0,0,3)-(1,0,0)=(-1,0, 3)

Su ecuacion es:

x-1 -1 -]
oily 2 0|=0=0:6(x-1)+3y+22=0=0:6x+3y+2z-6=0.
z 0 3

Los planos n:6x+3y+2z-12=0Yy o:6x+3y+2z—-6=0 son paralelos: ambos tienen el
mismo vector normal: V. =V_ = (6, 3, 2).

1— —
b) El area del triangulo de vértices A, B y C viene dada por S = E‘AB x AC

Como:
Ul UZ L_I3
ABxAC=|-1 2 0|=(6, 3, 2) = |ABxAC|=+36+9+4=49=7
10 3

Luego, la superficie del triangulo sera: S :g.

¢) Como los plano 7 y 6 son paralelos, el volumen del tetraedro cuyos vértices son P, A,By C
es independiente del punto P elegido. Puede tomarse P(2, 0, 0) € =.

El volumen del tetraedro es un sexto del producto mixto de los tres vectores que lo
determinan. En este caso, los vectores: AB, ACy AP,

Como AB=(-1,2,0),AC=(-1,0,3) yAP=(2,0,0)-(1,0,0) =(1, 0, 0), el volumen es:

-1 .20
v=ila o 3=3|6|=1u3
6 6
1 00
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9. Islas Canarias, junio 16
X+y+z=1
Dada larecta r = yelplano ©:2x+y+mz-3=0.
X—2y—-2z2=0
a) Determinar el valor del parametro m para que la recta y el plano sean secantes.
b) Determinar el valor del parametro m para que la recta y el plano sean paralelos.

c) ¢Cual es la posicion relativa de la recta r del enunciado y un plano o de ecuacion:

a:2x+y+z—§:0?

Solucion:
La recta y el plano serdn secantes cuando el sistema que determinan sea compatible.
X+y+z=1
El sistemaes: <x-2y—-2z=0.
2X+y+mz=3
Hay que estudiar los rangos de la matrices de coeficientes y ampliada.
Matriz de coeficientes:

1 1 1
|A| =1 -2 -2|=-3m+3 — seanulacuandom=1.
2 1 m

11 1 1 1 1 1
Sim =1 lamatrizampliadaes: M =|1 -2 -2 0| =1|1 -2 0[=-6-34+5#0 =
21 1 3 2 1 3

El sistema serd incompatible.
Por tanto:
a) Sim# 1 el sistema es compatible determinado. La recta y el plano se cortan en un punto.

b) Si m =1 el sistema es incompatible. La recta y el plano son paralelos.

c) Comoel plano a:2x+y+z —% =0 < a:6x+3y+3z =5 habré que estudiar el sistema:

X+y+z=1 X+y+z=1
X—2y—-2z=0 — Transformaciones de Gauss: E2+2E1< 3x=2 ;sistema
6x+3y+3z=5 E3-3E1| 3x=2

compatible indeterminado. Esto significa que los tres planos considerados son del mismo haz;
luego, la recta r esta contenida en el plano a.

Observacion: Si se expresa r en sus ecuaciones paramétricas y se sustituye en la ecuacion del
plano a., se tiene:
x=2/3
r=sy=t — (Sustituyendo en o) — o : 2-g+t +1—t > =0 < cualquier punto de r
z=1/3-t 3 3 3
pertenecea o = r .
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10. Islas Canarias, junio 16

y—l_z+2y X+5 y-3 z+4
-1 2 TP 4 2

a) Demostrar que se encuentran en un mismo plano.

b) Hallar la ecuacion del plano que determinan.

Solucién:

a) Hay que estudiar la dependencia lineal de los vectores:
v,=(1,-1,2),v,=(4,-2,3) y AB=(-5,3,-4)-(1,1,-2) = (-6, 2,-2)

donde A es un punto de r y B un punto de s.

Dadas las rectas , = x—1= , Se pide

1 -1 2
Como |4 -2 3|=-2+10-8=0, los vectores son linealmente dependientes. En
-6 2 -2

consecuencia, estan en el mismo plano. (Como no son paralelas, se cortaran).

b) El plano pedido viene determinado por los vectores V., y V.,y por cualquier punto de

alguna de las rectas; por ejemplo A(1, 1, -2).
Su ecuacion sera:

x-1 1 4
nily-1 -1 -2/=0=m:x-1+5(y-1)+2(z+2)=0=n:x+5y+2z-2=0.
z+2 2 3

11. Madrid, junio 16
Dado el punto P(2, 1, 1), determine el punto simétrico de P respecto al plano que pasa por
los puntos A(0, 2, -1), B(1,-3,0) y C(2, 1, 1).
Solucién:
El plano determinado por los puntos dados viene dado por el punto A(0, 2, -1) y por los
vectores:
AB=(1,-3,0)-(0,2,-1)=(1,-5,1)yAC=(2,1,1)-(0,2,-1)=(2,-1, 2)
Su ecuacion es:

X 1 2
nily-2 -5 -1=0= n:-9x+9(z+1)=0=n:x-z-1=0.
z+1 1 2

El punto simétrico esté en la recta r perpendicular a © que pasa por

P, cuya ecuacion es: rN P
X=2+MA i
V
r. y=1 . a
z=-1-1 »

Cortedelarectarconplanon: (2+A)—-(-1-A)-1=0 = A=-1
Por tanto, M = (1, 1, 0).

Punto mediode Py P”: (

2+%, l+y, -l+z,
2 2 2
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ComoM=(1,1,0)= |2+ % 1t¥% 1tz
2 2 2

:2-;Xo = %, =0; 1:1+2y0 = y,=1; 0=

Por tanto, P" = (0, 1, 1).

-1+2

1 ¢ = z,=1

12. Madrid, junio 16

Se consideran los puntos A(0, 5, 3), B(0, 6, 4), C(2, 4, 2) y D(2, 3, 1) y se pide:

a) (1 punto) Comprobar que los cuatro puntos son coplanarios y que el poligono ABCD es un

paralelogramo.

b) (1 punto) Calcular el area de dicho paralelogramo.

¢) (1 punto) Determinar el lugar geométrico de los puntos P cuya proyeccion sobre el plano

ABCD es el punto medio del paralelogramo.

Solucién:

a) Los puntos son coplanarios si los vectores AB, AC y AD son linealmente dependientes.
AB=(0,6,4)-(0,5,3)=(0, 1, 1); AC=(2,4,2)-(0,5,3)=(2,-1,-1);
AD=(2,3,1)-(0,5,3)=(2,-2,-2)

01 1 B ¢
Como |2 -1 -1{=2-2=0, se deduce que son coplanarios. / /
2 -2 -2 :| D
El poligono ABCD sera un paralelogramo cuando los vectores AB y DC sean iguales; y lo
mismo para los vectores y BC y AD.
AB=(0,1,1); DC=(2,4,2)-(2,3,1)=(0,1,1)— soniguales.
AD = (2,-2,-2); BC=(2,4,2)-(0, 6, 4) = (2, -2, -2) — son iguales.

b) El area del paralelogramo viene dada por S = ‘ﬁ X ﬁ‘

g, U, 0
ABxAD=[0 1 1|=(0, 2, -2) = S=|ABxAD|=4+4=1B "
2 2 -2

c) Los puntos cuya proyeccién son el punto medio del paralelogramo, M,
son los de la recta, r, perpendicular al plano que contiene al paralelogramo
por ese punto M.

El punto M =(0+2,5+4,3+2j = (125)
2 2 2 2 2
El vector normal al plano es V, = ABx AD = (0, 2, -2).
x=1
Luego, r:<y=9/2+2t.
z=5/2-2t

13. Murcia, junio 16
Considere los puntosP =(2,7,3),Q=(1,2,5 yR=(-1,-2,5).
a) [1 punto] Calcule el area del triangulo PQR.
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b) [0,5 puntos] Determine la ecuacion general (o implicita) del plano que contiene al tridngulo
PQR.

¢) [1 punto] Calcule la ecuacion (en cualquiera de sus formas) de la recta que pasa por P, esta
contenida en el plano que contiene al tridngulo PQR y es perpendicular al lado QR.

Solucion:

11— ——
a) El area del triangulo de vértices P, Q y R viene dada por S = E‘PQ X PR‘ .

En este caso:
PQ=(1,2,5-(2,7,3)=(-1,-5,2); PR=(-1,-2,5)-(2,7,3)=(-3,-9, 2)
Como:

U Uz U
POxPR=|-1 -5 2|=(8, -4, -6)= [PQxPR|=64+16+36 =116
-3 -9
Luego, la superficie del triangulo sera: S :—‘1216: V29 W2

b) El plano viene determinado por el punto P y por los vectores PQ y PR. Su ecuacion es:
x-2 -1 -3
y-7 -5 —9/=0 = 8(x-2)-4(y-7)-6(z-3)=0=
z-3 2 2
= m: 8X-4y-6z2+30=0 => m: 4x—-2y-3z2+15=0.

c) El vector de direccion de la recta pedida, v, debe ser perpendicular a v, = (4, -2, -3) y al
vector QR = (-1, -2, 5) — (1, 2, 5) = (-2, -4, 0).

U U, U
Por tanto, V, =V, xQR = |4 -2 -3(=(-12, 6, —20).
-2 -4 0
Su ecuacion sera: T
X=2-12t . o
S:ay=T7+6t. Re

z=3-20t

14. Murcia, junio 16

Considere los puntos P =(1,0,0),Q=(0,2,00yR=(0, 0, 1).

a) [1,25 puntos] Estudie si el triangulo PQR es o no rectangulo en el vértice P.

b) [1,25 puntos] Dado el punto S = (1, 2, 3), calcule el volumen del tetraedro de vértices P, Q,

RyS.

Solucién:

a) El triangulo de vértices PQR sera rectangulo en P si los vectores PQ y PR son

perpendiculares.

Los vectores son:
PQ=(0,2,0)-(1,0,0)=(1,2,00yPR=(0,0,1)-(1,0,0)=(-1,0,1)

Como el producto escalar PQ - PR = (-1, 2,0) - (-1, 0, 1) = 1, los vectores no son

perpendiculares.
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b) El volumen del tetraedro de vértices P, Q, Ry S ves un sexto del valor absoluto del
producto mixto de tres de los vectores que se obtienen. Esto es, V = %[PQ , PR, PS], siendo

PS =(1,2,3)-(1,0,0) = (0,2, 3).

Se obtiene:
-1 2 0
v=1l1 o 1:1Q+®:%u?
0 2 3

15. Pais Vasco, junio 16
Calcular la distancia del punto A de coordenadas (4, 4, 3) al plano que pasa por los puntos
B(1, 1, 0), C(1,0,1) yD(0, 1, 1).
Solucién:
El plano que pasas por los puntos B, C y D viene determinado por el punto B y los vectores
BC y BD.
BC=(,0,1)-(1,1,0)=(0,-1,1);BD=(0,1,1)-(1,1,0)=(-1,0,1)
Su ecuacion es:

x=1 0 -1
n:ly-1 -1 0|=0= n:—(x-1)—(y-1)-z=0 = n:x+y+z-2=0.
yA 1 1
Por tanto,
4+4+3-2 9
d(P,n)=— 2=~ =33,
(P.r) J1+1+1 3
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