ANALISIS (Selectividad 2015) 1

ALGUNOS PROBLEMAS DE ANALISIS PROPUESTOS EN LAS PRUEBAS DE
SELECTIVIDAD DE 2015

1. Andalucia, junio 2015

X

Sea f la funcién definida por f (x) = —

a) [1 punto] Estudia y calcula las asintotas de la gréafica de f.
b) [1,5 puntos] Halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento y los extremos relativos
(abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan) de f.

para x # 1.

Solucién:
a) La funcion no esté definida en x = 1. En ese punto tiene asintota vertical, pues:
X
. e e . :
lim =|—=|=o, larecta x=1 es asintota vertical de la curva.
x—1X—=1 0

Puede verse que:

X
. e e L _ :
lim = {0—} =—o0 — Por la izquierda, cuando x — 1", la curva tiende a —o.

X
. e e .
lim = [OT} = +o0 — Por la derecha, cuando x — 1", la curva tiende a +o.

¢Asintota horizontal?

X X
. i e ) ) )
lim = [E} =(L'H) = lim == — No tiene asintota horizontal.
00 x—wo 1

¢Asintota oblicua?
f(x) e* e* e

lim = lim ———=(L'H) = lim =(L'H)= lim = =0 — Tampoco tiene
Xx—o X X—o X — X x> 2X -1 X—>0
asintota oblicua.
e*(x-1)-e° e*(x-2) 10+

— La derivada

b) Derivando: f’(x) = (x—l)z (x—1)2

seanulaen x=2.

Con esto:
e Si x<-1, f'(x)<0 = f(x) decrece.
e Sil<x<2, f(x)<0 = f(x) decrece. ﬁO\

e Six>2, f(x)>0 = f(x) crece.

« Por tanto, en x = 2 se da un minimo relativo, con f(2) =e?.
Su gréfica es la adjunta.
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2. Andalucia, junio 2015

Sea f la funcion definida por f (x) = Ir12(_><) para x > 0 (In denota la funcién logaritmo
X
neperiano) y sea F la primitiva de f tal que F(1) = 2.
a) [0,5 puntos] Calcula F'(e).
b) [2 puntos] Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de F en el punto de abscisa x =
e.
Solucion:
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ANALISIS (Selectividad 2015) 2

a) Por el teorema fundamental del calculo: F'(x) = f(x) = F’(e)=lg—e:i.

2e

b) La recta tangente pedida tiene por ecuacion y—F(e) = F'(e)(x — e) :
Para hallar F(e) hay que determinar la ecuacion de F(x), la primitivade f(x).

La primitiva, F(x) = J Ir12(_><)dx , puede hacerse por partes.
X

Tomando:
u:lnxydv:idx:>du=£dxyv:J.idx:llnx.
2X X 2X 2
Por tanto:
F(x) = Im—xd x=Inx —Inx j'”x '”X J'”—de Inx—Inx:

ij—xdx Inx—Inx:jm—de_Z(lnx) +cC.

Esto es: F(x):z(lnx) +C.
Como F()=2 = F(l)_—(lnl) +C=2=>c=2.

1 1 2 9
Luego F(x):z(lnx) +2 'y, por tanto, F(e):z(lne) +2:Z

Por consiguiente, la recta pedida es: y —% = Zi(x —e)
e

3. Aragon, junio 15

x> -3

Considera la funcién f(x) =—

a) (1,5 puntos) Determina los maximos relativos, los minimos relativos y los puntos de
inflexidn, si existen, de la funcion.

cos?(x)
sin(x)

dx

b) (1,5 puntos) Usando el cambio de variable t = cos x, calcula I

¢) 1) (1 punto) Calcula los valores de a y b para que la funcién f (x) = ax® +bx? tenga un
extremo relativo en el punto (1, 2).

2) (1 punto) Calcula el area encerrada por la curva f(x) =2x> —3x? y la parte positiva del eje
oX.

Solucion:
x? -3
a) Derivando dos veces la funcion f(x)=—— =
e
= f (X): 2X - 2X - X
e e e
B (—2x+2)ex—(—x2+2x+3)ex (x2—4x—1)ex W2 _Ax—1
= f (X) - e2x - e2x - ex
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La derivada primera se anula cuando —x* +2x+3=0= x=-1x=3.

. 4 . . :
Como f”(-1)=—>0 = enx=-1 se tiene un minimo relativo.
e

” —4 . . .
Como f7(3) =— <0 = enx =3 se tiene un maximo relativo.
e

4+\/_ {2—\/5
2 2445

Por tanto, en esos puntos la funcion tendra sendos de inflexién.
Observacion: La seguridad de que son puntos de inflexion se obtiene haciendo la derivada

La derivada segunda se anula cuando x*—4x-1=0=

2
—X“+6x-3
tercera y comprobando que no se anula para esos valores — f*(X) = ————
e
: : 1 1 1
b)Sit=cosx = dt=-sinxdx=> dx=—-———dt = —————=dt = — dt.

sinx \1-cos® X 1-t°
Por tanto:
2 2 42
JCO.S (X)dx=J G dt =J—t2dt:
sin(x) Ji-2 (i 1-t

— 2_
:J'l t fdt:f@ jdt_t Izl dt
1-t 1-¢° -1

La segunda integral puede hacerse por descomposicion en fracciones simples:
_[ L gt =j(1/—2—1’—2jdt ~Lin (t—l)—%ln(t+1) :%In% ~» (Omito detalles).
+

t2 -1 t—-1 t+1
Por tanto:
2 2
JCO_S—(X)dX:J. t dt_t+iln—1+c
sin(x) 1-t2 2 t+1

Deshaciendo el cambio,

cos?(x) 1, cosx—1
——dx=cosx+—In +C
sin(x) 2 Cosx+1

0)1) f(x)=ax+bx®> = f'(x)=3ax>+2bx.
Tendra un extremo relativo en el punto (1, 2) si:

b=2
FM)=2fM)=0=] *7°7% Saz_4b=6.
3a+2b=0

¢) 2) La funcién f(x) =2x>—3x? corta al eje 0OX cuando 2x>—3x* =0
x*(2x-3)=0=x=0;x=3/2. 1

Por tanto, el area pedida viene dada por 0 /
ﬂ ) 2_7 E 1 Aw 2

I03/2(2x3—3x )dx [— j
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Observacion: El valor absoluto es necesario por estar el recinto por debajo del eje OX. Es
obvio que el valor absoluto debe ponerse cuando se obtiene un resultado negativo para el rea.

4. Aragon, junio 15

a) (2 puntos) Calcula las dimensiones de tres campos cuadrados que no tienen ningun lado
comun y que satisfacen que el perimetro de uno de ellos es triple que el de otro y, ademas, se
necesitan 1248 metros de valla para vallar completamente los tres campos, de manera que la
suma de las areas es la minima posible.

2X
b) (1,5 puntos) Usando el cambio de variable t =e*, calcula Ize—dx

e —2e7*
. 1 1
¢) (1,5 puntos) Calcula: lim| ———
x>1\ x—=1 Inx
Solucién:
a) Sean X, Y, z las longitudes de los lados de cada uno de los tres campos. Supongamos que
y = 3X, esto es, el campo de lado y tiene perimetro triple que el campo de lado x.

Se cumple que:
A4X+4y+47=1248 = X+ Yy+2=312= x+3x+2=312=2=312-4x

Se desea que la suma de las areas, S = x° + y2 + 22, sea minima.
Expresando todo en funcion de x:

S(x)= x> +(3x)2 +(312—4x)2 =10x? +(312—4x)2
El minimo se da en la solucion de S"= 0 que haga positivaa S™".
S'(x) =20x+2(312—4x)-(—4) = S'(x) =52x— 2496 =0 = x = 48
Como S (x) =52 >0, para ese valor se da el minimo buscado.
Con esto, las dimensiones de los campos son: x =48 m; y =144 m; z =120 m.

b)Sit=e* = dt:exdx:dx:%.

Luego:

2X 2 2
J‘ X2e XdX:J‘ 2t 1dt:J‘ 22t dt =
e” —2e t—2t t t°-2

2_
:jw(ﬂ:'.(ﬂ 24 jdt:2t+j 24 dt
22 22 22

La segunda integral se hace por descomposicion en fracciones simples.

4 A B A(t+\/§)+B(t—\/§)

-2 t1-v2 tev2 2 7 = A=+2,B=-2
Luego:
22
Itizdt=j[t_ﬁ—t+\/§]dt=\/§|n(t—\/§)_\/§|n(t+\/§)

Deshaciendo los cambios y operando:

J‘ﬂdx = 2¢e* +ﬁln(e" —ﬁ)—ﬁln(ex+ﬁ)+c

e —2e7%
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C) Iim(i—ij = F—l = oo—oo:l — Forma indeterminada: puede resolverse operando y
x->1\ Xx—=1 Inx 0 0
aplicando L Hopital.
1
|im(i—i}|im("‘x_—x+1]=[9}=(L'H)=|im X _fim— 17X o
x-1{x-1 Inx) x1| (x=1)Inx ) [0 1y X1 oeixinx+x-1
X

= ‘:9:|:(|_'H): ||m_—1:_1
0 x=llnx+1+1 2

5. Asturias, junio 15
Ejercicio 3.- El propietario de la empresa “Asturfabril” ha estimado que si compra “x”
maquinas y contrata “y” empleados, el nimero de unidades de producto que podia fabricar

vendria dado por la funcién f (x, y) = 9x-y?. Sabiendo que tiene un presupuesto de 22500 €,
que cada maquina supone una inversion de 2500 € y cada contrato de un nuevo empleado
1500 €, determine el nimero de obreros que debe contratar y el nimero de maquinas que debe
comprar para optimizar la produccion. (2,5 puntos)
Solucion:
Si compra x maquinas y contrata a y empleados, invierte 2500x +1500y : como su
presupuesto es de 22500 debe cumplirse que:

2500x+1500y = 22500 <> 5x + 3y =45

45-3y

Despejando: x =

La funcion que hay que optimizar depende de dos variables, pero sustituyendo e valor de x, se
tiene:

f(xy)=9xy” = £(y) =922

27

Y= f0=8 -7y

El m&ximo de esta nueva funcion se obtiene en las soluciones de f’(y) =0 que hacen
negativaa f(y).

f’(y):162y—%y2 =0= f'(y):(162—%yj-y:0 —y=00y=10

f7(y) =162 —%y — £7(0)=162>0; f’(10)=-162<0

Por tanto, la produccion maxima se obtiene contratando a 10 nuevos empleados y
comparando 3 maquinas; pues siy =10, x = 3.

6. Asturias, junio 15

Obtén lim (cotan X —Ej .
Xx—0 X

Solucién:
El limite indicado es indeterminado, pues sustituyendo:

lim (cotan x—lj = (cotan 0—1 = oo—ooj
Xx—0 X 0

Habréa que hacer alguna transformacion algebraica y aplicar L"Hopital.
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) 1 . (cosx 1 . X-COS X —Sin X 01-0 O
lim| cotanx—= |=lim| ———=|=lim - = =—
x—0 X x=>0\ SINX X/ x-0 X-sln X 00 0

Ahora puede aplicarse la regla de L"Hépital:
. [ x-cos x—sinx , . [ cos X —Xxsin X —C0S X . —XSin x
||m —_— :(LH):“m - :Ilm —_— | =
x—0 X-sin X x—0 Sin X+ X COS X x>0\ SiN X + X COS X
Otra vez se aplica L Hopital:

) —Xsin X ,
lim ————— =(LH)
x—0\ Sin X 4+ X C0S X

) —Sin X — X CoSs X 0
=lim - =—=0
x—0\ COS X + COS X — X SIN X 2

7. Asturias, septiembre 15

. In(1+x)=sinx
Calcula lim ( ) .
x—0 X-Sin X

Solucién:
El limite indicado es indeterminado, pues sustituyendo:
In(1+x)—sin _[O—O _ O}

Lo0 0

lim -
x—0 X-SIn X
Aplicando L"Hépital.

~ o In(1+x)=sinx _ —C0s X _
lim ( ) —(L'H) = lim L£X _[ =1 0y
x—0 X+Sin X x=0sinX+Xx-cosx |0+0 O
Se aplica de nuevo L Hépital:
T _+sinx
———COoSX 2
1+ X (1+x) -1

lim =
x—0SiN X + X-COS X

=(L'H)=Ilim —=—
x—>0COS X+ COSX—X-SiInXx 2

8. Asturias, septiembre 15
Se sabe que la derivada de una funcién f(x) es f'(x) = (x +1)'(X2 — 4) :

a) Determina la funcion f sabiendo que f(0) =%. (1 punto)

0

0

b) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los maximos y minimos de f(x).

(1,5 puntos)
Solucion:

a) La funcion f(x) sera una primitiva de f'(x):(x+1)-(x2—4):
f(x)—I(x+1)-(x2—4)dx—j(x3+x2—4x—4)dx—£+x—3—2x2—4x+c
- - 43

1 1 3, 1
Como se sabe que f(0)== = c==.Luego f(X)=—+—-2X"—-4x+=
7 7 4 3 7

b) Como f'(x) = (x+1)-(x2 —4) se anula en los puntos x = -2, x = -1y x = 2, se tendré:

e Six<-2, f'(x)<0 = f(x) es decreciente.
e Si-2<x<-1, f'(x)>0 = f(x) escreciente — en x = -2 hay un minimo.
e Si-1<x<2, f'(xX)<0 = f(x) esdecreciente — en x =-1 hay un méximo.
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e Six>2, f(xX)>0 = f(x) escreciente — en x =2 hay un minimo.

Los méximos y minimos pueden determinarse también mediante la derivada segunda.

X4 3

f(x):7+x?—2x2—4x+% = f()=xC+x—4x—-4 = f7(x)=3x*+2x-4

Como f(-2)=0y f7(-2) =4>0 = en x =-2 hay un minimo.
Como f'(-1)=0y f7(-1)=-3<0 = en x=-1 hay un maximo.
Como f(2)=0y f7(2)=12>0 = en x =2 hay un minimo.

9. Baleares, junio 15

2X+5

dx.
(x+3)°

Calcula la integra indefinida siguiente: j

Solucién:

Hay que descomponer en fracciones simples la funcion racional del integrando.
2x+5 A B C  A+B(x+3)+C(x+3)’
(x+3)°  (x+3)° (x+3) (x+3) (x+3)°

Identificando coeficientes se tendra:

2X+5=A+ B(x+3)+C(x+3)2 = 2X+5=Cx’+(B+6C)x+A+3B+9C

C=0
2=B+6C =C=0B=2A=-1
5=A+3B+9C
Por tanto:
2X+53dx=j -1 3dx+J- 2 2dx:—J‘(x+3)3dx+2_“(x+3)2dx:
J (x+3) (x+3) (x+3)
2 -1
_ (x+3) +2(x+3) veo 1 - 2 . —4x—112+c
-2 -1 2(x+3)" x+3 2(x+3)

10. Baleares, junio 15
a) Demuestra que x = 0 es la Unica raiz (real) de la ecuacion 5x° +3x° +7x=0.

b) Demuestra que x = 0 es la Gnica raiz de la ecuacion e* =1+ x.
Solucion:
a) Es evidente que x = 0 es solucidn de la ecuacion dada; por tanto, se puede escribir:

5x°+3x° +7x=0 & x(5x8+3x4+7):0

2
—3+/32-457
El segundo factor nunca se anula, pues 5x% +3x*+7=0 = x* = 3 25 > , que no es
real. (Sin necesidad de calculos puede observarse que los tres sumandos de la expresion

5x8 +3x* + 7 son positivos siempre que x = 0).

b) Si se considera la funcién g(x)=e* —x—1, que es continua y derivable, se observa

g(0) =0; luego x = 0 es raiz de la ecuacion e* =1+x.
Derivando:
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g(x)=e"-1 - e*-1=0= x=0 es candidato a maximo o minimo.
e Six<0, g(x)<0 = g es decreciente.
e Six>0, g(x)>0 = ges creciente.
Por tanto, en x = 0 se tiene un minimo absoluto. Como, ademas, g(0) =0, la funcion
g(x) =e* —x—1 sblo se anula en ese punto, lo que significa de x = 0 es la Unica raiz de la

ecuacion e* =1+x.

11. Canarias, junio 2015
Consideremos la funcion f(x) = In(x—l) definida en el intervalo [2, e + 1]. Determinar la

ecuacion de la recta tangente a la curva y =1In (x—l) que sea paralela a la recta que pasa por
los puntos P(2,0) y Q(e + 1, 1). (2,5 puntos)
Solucién:
La recta que pasa por los puntos P(2,0) y Q(e + 1, 1) tiene por ecuacion:
X=2+(E-Dr
r: ( ):>X2 Yy=—" (x-2) .
y= A e-1 1 e-1
Si la tangente pedida es paralela a ella, su pendiente debe ser la misma. Por tanto, la derivada

en el punto de tangencia valdra f’(x) = il .
e_

De f(x)=In (x—l) = f'(x)= Ll . Luego, la abscisa del punto de tangencia serd x = e.
X_
La ecuacion de dicha tangente es:
y—f(e)=f'(e)(x—-e) = y—In(e—l):il(x—e)

12. Canarias, junio 2015
Calcular las integrales indefinidas siguientes

dx 2(y3 .1\
a) I—(2x+1)2+4 b) jx (x +1) dx (2,5 puntos)

Solucioén:

a) Si se hace 2x+1:t:>2dx:dt:>dx:%dt.

Por tanto:
[Eomeravil Fowy k] Favia i et v .
(2x+1) +4 t+42 2l (tjz 4 Uz
— | +1
2
1

t 1 2X
—arctan +Cc=—arctan
T4 2 4

+1)
+c

b) Es practicamente inmediata. Bastaria con ajustar constante.
L . 1
También puede hacerse el cambio x* +1=t = 3x2dx = dt = x%dx = gdt :

Luego:

http://www.matematicasjmmm.com José Marfa Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/�

ANALISIS (Selectividad 2015)

sz(x3+1)_7 dx = J‘(x3+1)_7 X2dX:J.t_7—dt—E£ C:_LWLC:_;
3 3 -6 18t°

13. Canarias, junio 2015

La boca de un tunel tiene la forma de un rectdngulo coronado por un
semicirculo como se muestra en la figura. Encontrar las medidas del tunel que
deje pasar mas luz si el perimetro de la figura mide 5 metros.

Solucién:

Dejara pasar mas luz cuando la superficie de la boca del tdnel sea maxima.

La seccion del tanel esta formada por un rectangulo y por un semicirculo.

Si la base del rectangulo es 2x y la altura y, la suma de las areas del
semicirculo y del rectangulo sera:

s=lms 2xy

El perimetro es la suma: ancho del tinel + altura de las dos paredes
laterales + longitud del arco. Sivale5m = 2x+2y+mnx=5

——

2r
5-2X—mx

Despejando la incognita y y sustituyendo en la funcion de area se tiene: y = 5

X2 a2 2
Luego: S(x)——+x(5 2X—7X) = 10x 4; X

El maximo de S se obtiene en la solucion de S'= 0 que hace negativaa S”".

10—x(8+2
S'(x)=ﬂ=0:>x=£z0,7 m
2 8+2m

8+2x

Como S”(x)=- <0, para ese valor de x se tiene el maximo buscado.

El ancho del tdnel sera de 1,4 m;

la altura de las paredes laterales y ~ >-20, ;_ 0, 7 =0,7m;

y su altura maxima sera también de 1,4 m.

14. Cantabria, junio 15

v
Considera la funcién f(x):(1+ xz)( ¥,

a) Calcula lim f(x).

X—>+00

b) Calcula la derivada de f(x).
Solucién:
) o 2 (Ux) ot ] .
a) lim f(x) = lim (1+x ) =|oo" |.Resulta una forma indeterminada.

X—>+00 X—>+00

Tomando logaritmos y aplicando la regla de L"Hbpital se tiene:

In (Xlirpw(1+ xz)(ﬂx)] = XIiTOO(In (1+ xz)(l/x)j = XIlrpo&ln (1+ X ) =[0w] =
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2X

In(1+ x? >
= lim M{f}:(L’H)z lim 1+X° = (operando) =
X—>+00 X 0 x—>+0 1
i
= lim 2 =[f}=(L'H): lim 2 =0 = lim (1+x2)( Voo,
x—>+0 1+ X 0 X—+0 2X X—>+00

b) Para calcular la derivada de f(x) hay que aplicar logaritmos.

In f (x) = In((1+ xz)(l’x)j: In f () =§|n(1+ )

Derivando:
r) :—iz-ln(1+x2)+l- 2x2 :—iz-ln(1+x2)+ 2 > =
f(x) X X 1+X X 1+x

= f'(X)=(1+xz)ﬂx-(—%-ln(1+x2)+1 2 2)
X +X

15. Cantabria, junio 15
Consideremos el rectangulo de vértices (0, 0), (X;,0), (Xo, f (X)), (0, f (%)), tal y como

indica la figura, donde 0<x, <1y f(x) =18-3x—8x°.
a) Calcula el valor de x, para que el area del rectangulo sea maxima. Calcula el area de dicho

rectangulo.
b) Calcula el &rea del recinto encerrado bajo la gréfica de f(x) entre 0<x<1.
fizo) (g, S(zp))
15}
10+
5
0.2 Z 04 0.6 0.8 1

Solucion:

a) El &rea del rectangulo indicado es:

S = x,-f (%) — Dejando x variable: S(x) = x-f (x) = x-(18—3x—8x2) =18x—3x%-8x*
Esa superficie serd maxima en la solucion de S’(x) =0 que haga negativaa S”(x).
6+1764 | -1

48 {3/ 4
Como S”(x)=-6-48x y S7(0,75) <0, para ese valor se tiene el maximo buscado.

El valor de esa area sera: S(0,75) =180,75-30,75° —80,75° =8,4375 u%

S(x)=18-6x—24x> > S (X)=0=x = —>0£x§1:>x=%=0,75

b) El rea de ese recinto viene dada por la integral:

1 l
I (18—3x—8x2)dx:(18x—§x2—§X3J =
0 2 3 0
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16. Castilla— La Mancha, junio 15
Dada la funcién f(x)=e3"*+x*+ax+b,a, beR:
a) Determina los parametros a, b € R sabiendo que la gréfica de f(x) pasa por el punto (0, 2)

y que en dicho punto tiene un extremo relativo. (1,5 puntos)

b) Para los valores de los parametros encontrados, estudia si dicho extremo relativo es un
maximo o un minimo. (1 punto)

Solucion:

a) Si la graficade f(x) pasa por el punto (0,2) y que en dicho punto tiene un extremo
relativo, entonces: f(0)=2y f°(0)=0

SINX 4 2x+a

f(x)=e"+x%+ax+b = f'(x)=cosxe
— f(0)=2=2=e"+b=b=1
- f(0)=0=0=1+a=a=-1

2

La funcién seré: f(x)=e"*+x%—x+1

b) f'(x)=cosxe™* +2x-1 = f(x)=—sinxe""* +cos? xe""* +2 .

Como f7(0)=1+2>0, enx =0 se tiene un minimo.

17. Castilla— La Mancha, junio 15
Calcula el domino y las asintotas de las siguientes funciones:

f0- 22X gpga X
x=2 X2 —4x+4

Solucion:
- f(x)= J2x—x : esta definida siempre que x > 0 y x = 2. Dom(f) = [0, 2) U (2, +x).
Veamos si tiene una asintota vertical en x = 2.

_2x-x o] . (\/ﬂ_x)(\/ﬂﬂ) : 2x — x* _

lim————=|—|=1lim =lim =

x>2 X—2 0] x»2 (x—2)(\/5+x) X*Z(X—Z)(\/ﬂ+x)

2_ _
im X2 x 2 d

xaz(x_z)(\/ﬂ_,_x) x—>2(@+x) 4 2

Como existe el limite, la funcién no tiene asintotas verticales.

¢Asintota horizontal?

1
=1
lim J2x—x = {f} = lim @ =-1 = larectay = -1 es asintota horizontal.
x>0 X—2 o0 x—2 1
¢Asintota oblicua?
J2x —x 1,

lim 0 fim —X=2__ jim J?“":F}:(L’H): lim (2 :[‘—1}0.
x>0 X X—>00 X x>0 X —2X oo x>0 2X—2 o0

No tiene asintota oblicua.
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- g(X) =———: no est4 definida cuando X2 —4x+4=0=(x-2)" =0=>x=2.
2
X*—4x+4

Por tanto, Dom(g) = R — {2}.

Tiene una asintota vertical en x = 2, pues:
. X3 8
lim————=|—|=om.
x=2x°—4x+4 |0
También tiene una asintota oblicua pues es un fraccion racional con grado del numerador uno

mas que el del denominador.
3

X
2 3
m=lim +) _ jim KX iy Xy
Xx—wo X X—>0 X x—o X° —4xX° +4X
3 2
= lim (£ (x)—mx) = lim | = | = lim %~ —2%__4
X0 xoo| X°—4X+4 x—0 X© —4X +4

La asintotaes larecta y =x+4.

18. Castilla— La Mancha, junio 15
Dada la funcion f(x)=(x+1)e**, se pide:
a) Calcula los intervalos de concavidad y convexidad y los puntos de inflexion de f(x). (1,25

puntos)
b) Encuentra una primitiva de la funcién f(x) que pase por el origen de coordenadas. (1,25

puntos)
Solucién:
a) Derivando dos veces:

f(x)=(x+1)e** — f(x)=e+2(x+1)e®* =(2x+3)e*
— f7(x)=26"* +2(2x+3)e™ =(4x+8)e*
La derivada segunda se anula en x = -2, que puede ser un punto de inflexion.
o Six<=2, f7(x)<0 = f(x) esconcava (N).
e Six>-2, f7(x)>0 = f(x) esconvexa (V).
o Por tanto, en x = -2 se da un punto de inflexion.

b) I(x+1)e2xdx - jxezxdx+jezxdx

La primera integral, jxezxdx , debe hacerse por partes; la segunda es inmediata.
Tomando:
u=xydv=eXdx = du=dx y v:%ezx

Luego,

IerXdX - XleZX _J‘EEZXdX :£e2x _1e2x
2 2 2 4

1 .
Como jezxdx = Eezx +c, se tendré que:
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F(x) :j(x+1)ezxdx:jxezxdx+Ie2de = gezx —%ezx +%e2x +c:§e2"+%e2x+c

Si se quiere que F(0) =0 (que pase por el origen de coordenadas, punto (0, 0)) =
000, L0 cgmeo-t
2 4 4

Luego F(x)= gezx +%e2x —%

19. Castillay Ledn, junio 15
Determinar los vértices del rectangulo de area maxima que tiene lados paralelos a los ejes de
coordenadas y vértices en el borde del recinto delimitado por las gréaficas de las funciones
f(x)=x>y g(x)=2-x°.

Solucién: f)=x"

La situacion es la que se indica en la figura de la
derecha.

El rectangulo tendra de base 2x, y de altura

2-x2—x2=2-2x2. (~x.2%) (x.2%)

I_'—J::E—JcJ ) |_-X=2—X‘ |

Su area, que depende del valor de x elegido, vendra - -I1 0 i
dada por la funcién: )

A(Xx) = 2x-(2 - 2x2) =4x—4x°

El maximo de A se obtiene en la solucion de A" = 0 que hace negativaa A™".
Derivando:

1
A(X)=4-12x* =0= x=—=
V3
Como A"(x)=-24x,y A"(l/ \/§) <0, para ese valor de x se obtiene el area maxima.
Los vértices son:

F3 ) Es ) S

20. Castilla y Ledn, junio 15
a) Sea g(x) una funcion continua y derivable en toda la recta real tal que g(0)=0y

g(2) = 2. Probar que existe algun punto c del intervalo (0, 2) tal que g°(c) =1. (1 punto)

b) Hallar la funcion f(x) que cumple f’(x):xln(x2+1) y f(0)=1. (1,5 puntos)

Solucion:
a) Es una consecuencia del teorema del valor medio, que dice: Si f(x) es continuaen [a, b] y

flo)-f(a) ..
=1

En este caso, la funcion g(x) cumple las hipotesis del teorema en el intervalo [0, 2], luego
9(2)—9(0)
2-0

derivable en (a, b), entonces existe algin punto ¢ e (a, b) tal que

existe algun punto ¢ e (0, 2) tal que

9(2)-g(0) _2-0
2-0 2-0

=g'(c)

Como =1 = g'(c) =1, que era lo se pedia.
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b) La funcion f(x) se obtiene integrado: f(x)= JAxIn(x2 +1) dx.

Puede hacerse mediante un cambio de variable y aplicando el método de partes.
Si se hace el cambio x? +1=t = 2xdx = dt, entonces:

J.xln(xz +1)dx =%Iln(x2 +1)2xdx =%J-(Int)dt
La integral Ilnt dt puede hacerse por partes.
Tomando:

u=Int = du=%dt

dv=dt = v=t
Ilnt dt=t|nt—jdt=t|nt—t+c=t(|nt—1)+c

Deshaciendo el cambio:

J‘xln(x2 +1)dx:%jln(x2 +1)2xdx:%j(lnt)dt :%(x2 +1)(In(x2 +1)—1)+c

Como se desea que f(0)=1= %(O+1)(In(0+1)—1)+c:%-(—1)+c:1: c:%

Por tanto, la funcion es: f(x) = %(x2 +1)(In (x2 +1)—1)+§ .

21. Castilla y Ledn, junio 15

Dada la funcion f (x) =Ty’ determinar su dominio, asintotas, intervalos de crecimiento y
nx

decrecimiento y extremos relativos. Esbozar su grafica. (2,5 puntos)
Solucién:
La funcion esta definida cuando lo esta In x: por tanto, cuando x > 0. Dom(f) = (0, +).

¢Asintota vertical?
Puede darse cuando se anula el denominador, en x = 1.

. X 1 , .
En efecto, como |Im|— = {—} =0, larecta x =1 es asintota vertical de la curva.
x—=11Nn X

Puede verse que:

X 1 N _ .
lim —= [—_} =—oo — Por la izquierda, cuando x — 1", la curva tiende a —o.
x> Inx [0

. X 1 .
lim — =| — |=+00 — Por la derecha, cuando x — 1", la curva tiende a +oo.
x> Inx | 0*

¢Asintota horizontal?

lim X = :(L'H ) = lim i =0 — No tiene asintota horizontal.
o0 x—ol/ X

¢Asintota oblicua?
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X
. f(x . .1 . . i

lim 1) _ i Inx _ i L _o Tampoco tiene asintota oblicua.
Xx—o X X—o X x—w [N X

Crecimiento y decrecimiento.
(= = fg=m*]
In x (In x)

La derivada se anula cuando Inx-1=0= x=e.
Con esto:

e Si0<x<1, f'(x)<0 = f(x) decrece.

e Sil<x<e, f(x)<0 = f(x) decrece. 6-
e Six>e, f'(X)>0 = f(x) crece. ch
« Por tanto, en x = e se da un minimo relativo. 4

Para hacer un esbozo de su gréafica conviene dar algunos

—_— e = e e e ek e e e— e — e— — =

valores: 27
0,5 2 14
f(0,5)=——~-0,72; f(2)=—~2,89;
()In0,5 @=1n2 -
; A 2 3 4 5 6
f(e) =——~2,72 (minimo); f(5)=——~3,11 1
Ine In5 -
También puede observarse que lim i:{l}:O‘. -31
x—0" In X —00 -
Su gréfica es la adjunta. 5

22. Castilla y Ledn, junio 15

a) Calcular lim 11 :
x=>0{ X In(1+x)

b) Calcular el area del recinto delimitado por las graficas de las funciones f(x)=—,
X

g(x):i2 ylarecta x=e.
X
Solucion:
.11 1 11 . .
a) lim| ——————— |=| =—==0w-w | —» Forma indeterminada: puede resolverse operando
x—=0| X In(1+x) 0 O

y aplicando L"Hépital.

-t S ()t

1+x

. —X 0 . -1 1

= == [=(LH)=lim ———— ==
xl—rg(1+x)ln(1+x)+x [O} (LH) xl—r>rg)|n(1+x)+1+1 2
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b) Las gréaficas de las funciones f(x) :l y g(x) :i2 se
X X

., 1 1
cortan en la solucion de —=== X2 =x=x=1.
X X

Por tanto, el area pedida viene dada por

e e
S :j (l—izjdx:(ln x+1j
1\X X X

=1+1—(0+1)=1 u?.
23. Castilla y Ledn, septiembre 15

i € €

ax® +bx+c, six<?2

In(x-1), six>2 '
Hallar los valores de a, b y ¢ para que f(x) sea continua en toda la recta real y tenga un
extremo relativo en el punto (1, -1). (2,5 puntos)
Solucién:
Por separado, para cada intervalo de definicion, las funciones dadas son continuas y
derivables. EI tnico punto conflictivo es x = 2, en donde las funciones difieren a izquierda y
derecha.
En ese punto la funcion esté definida, siendo f (2) =4a+2b+c; para que sea continua,
ademas, debe tener limite en x = 2 (deben ser iguales los limites laterales) y coincidir con su
valor de definicion.

Consideremos la funcion definida a trozos f (x) = {

Veamos:

Six—2, lim f(x)= lim (ax2+bx+c)=4a+2b+c.
X—2~ X—2~

Six—2" lim f(x)= lim In(x-1)=In1=0.

x—2" x—2"

Ambos limites coinciden si 4a+2b+c=0.

Como pasa por el punto (1,-1) = f()=-1 > a+b+c=-1.
Y por tener en maximo en ese punto: f'(1)=0 — (f'(x) = 2ax+b) = 2a+b=0.

4da+2b+c=0
Por tanto se tiene el sistema: { a+b+c=-1
2a+b=0

4a+2b+c=0 4a+2(-2a)+c=0 c=0
Consolucién: § a+b+c=-1 =4 a+(-2a)+c=-1 =< a=1.
2a+b=0 b=-2a b=-2

24. Cataluiia, junio 15
3. Responeu a les qliestions segiients:
a) Determineu I'equacio de la recta tangent a la corba y=x en el punt d’abscissa x =2.
[1 punt]
b) Calculeul'area de la regio6 plana finita limitada per la corba y=x*ila recta y =3x - 2.
[1 punt]
Solucion:
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a) La ecuacion de la recta tangente a f (x) en el punto de abscisa x = a, en el punto (a, f(a))

es:

y-f(a)=f(@)(x-a)
En este caso:

f(x)=x3= f'(x)=3x%; f(2)=8; f(2)=12
La tangente pedida es:

y—8=12(x-2)= y=12x-16

b) La curva y la recta se cortan en las soluciones de x° =3x—2 =
= ¢ -3x+2=0 (x-1)(X* +x-2) =0 (x-1)° (x+2) =0
(La solucion x = 1 se ve a 0jo; el factor (x2 + x—2) se halla

dividiendo; la descomposicion final se determina haciendo la
ecuacion de segundo grado asociada).

Conviene hacer un eshozo gréafico, que en este caso resulta muy
sencillo pues la funciones son conocidas.

Con esto, el area pedida viene dada por el valor de la integral:

1 4 2 1
j (x3—3x+2)dx: X——3L+2X =
=2 4 2 »

25. Cataluiia, junio 15

6. La portalada d’una catedral esta formada, en la part superior, per
un arc de mitja circumferencia que recolza sobre dues columnes,
com illustra la figura adjunta, en que x és el diametre de la cir-
cumferencia, és a dir, la distancia entre columnes, i y és I'al¢aria
de cada columna.

2
a) Comproveu que la funcié f(x, y)= = xy determina I'area
d’aquesta portalada. 8
[1 punt]

M

})

b) Si el perimetre de la portalada fa 20 m, determineu les mides x i y de la portalada que

en maximitzen I'area.
[1 punt]
Solucién:

a) El area de la puerta es la suma de las areas del semicirculo y del rectangulo. Esto es:

1 X 2 nx?
S==n|=] +xy = f(X,y)=—+X
2“(2) y (X,Y) 3 y

b) El perimetro es la suma: ancho de la puerta + altura de las dos columnas + longitud del

arco. Si vale 20 m = X+2y+n§: 20

Despejando la incognita y y sustituyendo en la funcion de area se tiene:
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x+2y+n§:20:>2x+4y+nx=40:>yzw
2 2 Coy2 2 a2 2
fy) =B sy = s = B AXZ2XT X gy BOXAXT o
El maximo de S se obtiene en la solucion de S'= 0 que hace negativa a S”".
5 =20=8x=2mx o _ 80 s56m.
8 8+2m

. T . , .
Como S (x) = _1_Z <0, para ese valor de x se tiene el maximo buscado.

40—2-5,6—75-5,6:2’8 m

La altura de la columna debe ser y ~

26. Comunidad Valenciana, junio 15

Un pueblo esta situado en el punto A(0, 4) de un sistema de referencia cartesiano. El tramo de
2

un rio situado en el término municipal del pueblo describe la curva y = 7 siendo -6 < x < 6.

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La distancia entre un punto P(x, y) del rio y el pueblo en funcion de la abscisa x de P. (2
puntos)

b) El punto o puntos del tramo del rio situados a distancia minima del pueblo. (4 puntos)
¢) El punto o puntos del tramo del rio situados a distancia maxima del pueblo. (4 puntos)
Solucion:

a) La situacion es como la representada en la figura adjunta.

2 o °
El punto P tiene coordenadas P X,T : 81
B_
. . A
La distanciade AaP es 4 \.
) 2 2 24 P
d(A,P)=‘/x2+(X——4] :1/X——x2+16 — <y
4 16 6 -4-2,]0 46

b) Los valores maximos y minimos se obtiene en las soluciones de d’= 0 que hacen,

respectivamente, negativa o positiva a d””. (Como en este caso la derivada segunda resultara
4

i . . i . X
engorrosa, una alternativa al estudio de la distancia d es el estudio de D =d? = T x? +16,

pues como d > 0 su valor sera maximo, 0 minimo, cuando lo sea D).
Derivando:

4 3 2
D=X _x2416 = D=2 _ox = p=2X
16 16 6

3
= D’:%—ZX:O = 4x3—32x:0:>4x(x2—8):0 = x:O;x:i\/g.

Como D”(0) =-2<0, en el caso de x = 0 se tiene un maximo relativo.

Como D”(J_r\/§) = lf—:— 2=4>0, para los valores de x = +/8 se obtiene sendos minimos.

Esos puntos son P1<\/§,2) y PZ(—\/§,2).
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c) La solucion asociada a x = 0, punto O(0, 0), corresponde a un maximo relativo, pues las
distancias de A a los puntos (6, 9) y (-6, 9) son las mayores.

d(A0)=4; d(A6,9)=d(A(-6,9))=V6%+5% =61

27. Comunidad Valenciana, julio 15

Se va a construir un depésito de 1500 m*® de capacidad, con forma de caja abierta por la parte
superior. Su base es pues un cuadrado y las paredes laterales son cuatro rectangulos iguales
perpendiculares a la base. El precio de cada m? de la base es de 15 € y el precio de cada m? de
pared lateral es de 5 €.

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El coste total del depdsito en funcion de la longitud x de un lado de su base. (3 puntos)

b) Las longitudes del lado de la base y de la altura del depdsito para que dicho coste total sea
minimo. (5 puntos)

c) El valor del minimo coste total del depdsito. (2 puntos)

Solucién:

a) Si el lado de la base es x y su altura y, se cumple: A

V = x%y =1500
El coste del deposito sera:
base: 15x%;  paredes laterales: 5-4xy

Total: C(x,y) =15x> +20xy .

Comode V =x?y =1500 = y =

1500 , 30000
X
b) Derivando:
30000
= 30x—3002OO =0=30x*>-30000 = 0= x> =1000 = x =10
X

Como C”(x) =30+ 60000

es positiva para x = 10 se confirma que la solucién es buena.

Six=10m=y=15m,.
c) El coste minimo sera C(10,10) =15102 + 201015 = 4500 €.

28. Extremadura, junio 15
a) Enuncia el teorema de Bolzano.
b) Utilizando el teorema de Bolzano, encuentra un intervalo de la recta real en el que la

funcién polinémica p(x) =3x> —x+1 tenga alguna raiz.
c) Utilizando el teorema de Bolzano, demuestra que las gréaficas de las funciones
f(x)=e"+ In(1+ x2) y g(x)=e*+1 se cortan en algin punto.

Solucion:
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a) El teorema de Bolzano asegura que si una funcion continua en un intervalo cerrado toma
signos distintos en sus extremos, entonces corta al eje en algun punto de ese intervalo.

Dice lo siguiente:

Si f(x) es una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b] y toma valores de distinto signo

en sus extremos ( f(a) <0< f(b) o f(a)>0> f(b)), entonces existe algin punto ¢ e (a, b)
tal que f(c)=0.

Esto es, si la funcidn es negativaen a ( f(a) <0) y positivaen b ( f (b) > 0), entonces se
anulaen algun puntocentreayb (f(c)=0).

Geométricamente, esto significa que si
f(@a)<0y f(b)>0,entonces la gréfica de Az F“xﬁx}

f (x) corta al eje OX en un punto, al menos. i_#;{ — 3 ;) ;—:xf
(Analogamente si f(a) >0 y f(b) <0.) I ' ‘ i
Desde el punto de vista algebraico, este teorema aseguraque si f(a)<0y f(b)>0,
entonces la ecuacion f(x) =0 tiene una solucion entre a y b. Esa solucion serd el punto ¢
cuya existencia afirma el teorema.

b) La funcién polinémica p(x) =3x®—x+1 es continua en toda la recta real; ademés, verifica
que p(-1)=-1y p(0)=L1. Por tanto tiene una raiz en el intervalo (-1, 0).

¢) Las gréaficas de las funciones f(x)=¢e* +In (1+ x2) y g(x) =e* +1 se cortan en algin
punto si se cumple que f(x)=g(x) = f(x)—g(x)=0.
Como h(x) = f(x)—g(x) =e* +In (1+ xz)—(eX —1) =In (1+ xz)—l es una funcion continua

en todo R y cumple que h(0)=-1y h(2) =In5-1> 0, entonces existe algin punto ¢ € (0, 2)
tal que h(c)=0.

29. Galicia, junio 2015
a) Definicion e interpretacién geométrica de la derivada de una funcion en un punto.
b) Calcula los valores de b y ¢ para que la funcion

In(e+x2) six<0

f(x)=
X2 +bx+c six>0

sea derivable en x = 0. (Nota: In = logaritmo neperiano)

Solucién:

a) Puede verse en cualquier libro. También en Tema 8 de matematicasjmmm.com

b) Primero hay que ver la continuidad en x = 0:

lim f(x)= lim In(e+x2):lne:1; lim f(x)= lim (x2+bx+c):c
Xx—0~ Xx—0~ x—0" x—0"

Como los limites deben ser iguales ¢ = 1.

Derivando:
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2X .
— six<0

f'(X)=4e+x

2x+b six>0
lim f(x)= lim ZXZ:O; lim f(x)= lim (2x+b):b =hb=0.
x—0" x>0~ e+ X x—0" x—0"

30. Galicia, junio 2015
La grafica de una funcion f (x) pasa por el origen de coordenadas y su derivada es

f'(x)=(2- x)e3x . Determina la funcién f (x) y calcula los intervalos de concavidad y

convexidad de f(x).
Solucion:

La funcion f(x)= j (2-x)e*dx.

Puede hacerse por partes tomando:
u=2-x y dv=e¥dx = du=-dx y v:je3xdx:%e3x.
Por tanto:
f(x)= I(Z— x)e>dx = (2—x)-1e3x +1J-e3xdx _ 2 X Leax o
3 3 3 9
Como pasa por el origen de coordenadas = f(0)=0 =

= §e0+%e°+c:0:>z+c:0:>c=—z.

Luego, f(x)= 2;3)(e3X +%e3x —g

Concavidad y convexidad:
f'(x)=(2-x)e* = §7(x)=-e> +3(2-x)e¥* =(5-3x)e™
La derivada segunda se anula en x = 5/3.
Con esto:
e Si x<5/3, f7(x)>0 = f(x) esconvexa (V).
e Six>5/3, f7(xX)<0 = f(x) esconcava (M).
« Por tanto, en x = 5/3 se tiene un punto de inflexion.

31. La Rioja, junio 15

Sea f(X)=vx®>—x+1.

i) Determina el dominio de f.

ii) Halla sus asintotas.

iii) Determina los extremos relativos y estudia la monotonia de f.

iv) Dibuja la gréfica de f destacando los elementos hallados anteriormente.
Solucién:

i) Dom(f) = R, pues el radicando nunca es negativo. — la ecuacién x*>—x+1=0 no tiene
raices reales.

ii) Es evidente que la funcidn no tiene asintotas verticales ni horizontales.
VVeamos si tiene oblicuas.
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Larecta y = mx+n es asintota oblicua de la curva f(x) cuando se cumple que:

lim M:m,m;éOyoo; n=lim (f(x)-mx),n#ow
X—>too X X—>+o0

En este caso:

oAXP—x+1 X2 —x+1 X2 —x+1
m= lim ————== lim ,|[———— =,/ lim ————==+1
X—>to0

X—>Eo0 X X X—>o0 X
Param=1,
(\/xz—x+1—x)(\/x2—x+1+x)
n= lim (\/XZ—X+1—X)=[oo—oo]: lim =
X—>400 X—>400 ( [XZ —X+1+X)
. -Xx+1 1 . , e sty
= n= lim =—= (obvio los detalles de célculo: se “divide” por x)
H+°°(\/x2—x+1+x)
Param = -1,
(\/xz—x+1+x)(\/x2—x+1—x)
n= lim (\/XZ—X+1+X):[oo—oo]: lim =
X—>—00 X—>—00 ( /XZ_X_l_l_X
) -Xx+1 1
= n= lim =

H“”(x/xz —x+1+x) 2

s . : 1 . 1 :
Por tanto, la funcion tiene dos asintotas oblicuas: y = x—E hacia +oo; y = —x+E hacia —

2x-1
2Vx2—x+1

f'(x)=0 = 2x—1:0:>x:%.

iii) Derivando: f'(x) =

Si x< % , f7(x) <0 = lafuncion decrece.

Si x >%, f’(x) >0 = la funcion crece.

1 -
En X=E se da un minimo.

iv) La grafica es la adjunta.

32. Madrid, junio 15

i In(x+1
Dada la funcion: f(x) = zX + (x+1)
X —4 X+1

a) (1,5 puntos) Determina el dominio de f y sus asintotas.
b) (0,75 puntos) Calcula la recta tangente a la curva y = f (x) enx =0.

¢) (0,75 puntos) Calcula I f(x)dx .

, donde In denota el logaritmo neperiano, se pide:

Solucioén:
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a) Dominio:
— hay que exigir que x > -1, para que exista In(x +1) ; ademas los denominadores no pueden

tomar el valor 0: x> —420;x+120 = Xx=+2; x = -1.
Por tanto: Dom( f)=(-1,+w0)—{2} =(-1,2)U(2,+x).

La funcion puede tener asintotas verticales en x = -1, por la derecha, y en x = 2. Veamos:

In X+1 -
Enx=-1: lim X ( ) :thio—)—oo}:x:—l es una AV por la derecha.
x——1" X —4 X+1 3 0F

In 1
Enx=2: lim X + (X+) = 3 In3—>oo = X=2esotra AV.
x>2| x2 -4 X+1 0 3

También es posible que tenga una asintota horizontal. Hay que calcular:
In(x+1 . . In(x+1
lim X + ( ) = lim L+ |ImM: 0+f
X—0 x —4 X+1 Xx—o X5 —4 x->o  X+1 0
El segundo limite puede hacerse por L"Hdpital:

1
IimM:[f}:(L’H) lim X+< x+1_0 =0
x>  X+1 00 x—o 1 ]_

Por tanto, la recta y = 0 es asintota horizontal.

b) Derivando:
1
2 4 vy —Ax+1])—-In(x+1) 2 _
f’(x):X 4 x22x+x+1 : _ X 42+1 In(Xng):> f’(O):E
(x2—4) (x+1) (x2—4) (x+1) 4

Como f(O)zi4 Iri =0, la recta tangente en x = 0 es:

y—f(0)= F(0)x = y:%x

I 1 I 1
C) jf(x)dx: J.(XZX_4+ n)((): )de=JAX2X_4dx+J‘—n)((X+J; )dx

La primera integral es inmediata:

Jemema e ol

La segunda integral puede hacerse con ayuda del cambio In(x+1) =t , pues ildx =dt y:
X+

2

In(x+1) 2 In(x+1

I dx In(x+1) —dx jtdt:t—+c2 = MJFCZ
x+1 2 2

Por tanto:

I{ X +In(x+1)JdX _ %In(xz_4)+w+c

X2 —4 X+1 2
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33. Madrid, septiembre 2015
a) (0,5 puntos) Estudiar el crecimiento de la funcién f(x) =1+ 2x +3x% + 4x°.

b) (1,5 puntos) Demostrar que la ecuacién 1+ 2x+3x* +4x> =0 tiene una Gnica solucién real
y localizar un intervalo de longitud 1 que la contenga.

Solucion:

a) Derivando e igualando a O:

f(X) =2+6x+12x*> —> 2+6x+12x* =0= x = : no tiene solucion.

—-6++/36-96
4

La funcion derivada siempre es positiva (como nunca toma el valor 0 y, por ejemplo,
f’(0) =2 >0, al ser una funcidn continua, siempre sera positiva). Por tanto, la funcion

siempre es creciente.

b) Hay que aplicar Bolzano: Si f (x) es una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b] y
toma valores de distinto signo en sus extremos ( f (a) <0< f(b) o f(a)>0> f(b)),
entonces existe algun punto ¢ € (a, b) tal que f(c)=0.

Como:

— f(0)=1>0y f(-1)=1-2+3-4=-2<0 = la funcidén corta en algin punto del
intervalo (-1, 0).

— al ser siempre creciente = no puede volver a cortar.

34. Madrid, septiembre 2015

4

a) (1 punto) Calcular la integral definida J (1-x)e *dx.
1

b) (1 punto) Calcular lim (1-x)e™ y lim (1-x)e™.
X—>+00 X—>—0

Solucion:
a) Célculo de una primitiva de (1-x)e™.

I(l— x)e “dx = Iexdx—jxexdx = ¥ —(—xe*X —e*") =xe %

La primera integral es inmediata; la segunda debe hacerse “por partes”.

- jxe"dx ,

—-X

Tomando: u=x = du=dx; dv=edx = v=—e
Luego: Jxe‘xdx =—xe* +Ie_XdX = _yxe ¥ _g7X

4

Por tanto: I

-X - —X 4_ —4 -1
1(1—x)e dx-[xe ]l_4e —e .

b) lim (1-x)e™ = lim 1‘X=[ﬁ}=(m): lim ‘—Xlz[i}zo

X—>+00 X—>+0 @

] _ . 1-x +00
— lim (1-x)e™ = lim =| — |=+w0
X—>—00 X—>—00 eX
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35. Murcia, junio 15

24X
a) Calcula lim TR
x—0"1+€e
. 24X
b) Calcula lim TR
x—>0"1+e
. y 2 +eYx .
¢) ¢Es continua la funcién f (x) = T en x = 0? Justifica la respuesta.
+e
Solucién:
En los dos casos debe tenerse en cuenta que:
- — — - +
lime"* 5e¥® =e™=0; lime’ »5e¥? =™ =40
x—0~ x—0"

a) Sustituyendo:
2+¢! {2+e‘°‘3 ~ 2+o}_2

Ilm 2/% = —0
x—0" 1+e l+e 1+0

b) Sera necesario aplicar la regla de L"Hopital y operar.

1 1/x
2+e1/x 246t o _79 el/x
lim =—— = —=—|=(L'H)=lim —%X——=lim —_— =
x—0* 1+ 1+e* o x>0 _ 2 2x x0* 28
2
X

. gl 1 1
= I|m+—2: I|m+ il . =0
x—0 2 (ellx ) x—0" 2@ +00

., 2 +eYx

c¢) La funcion f(x) = L
+e

coinciden los limites laterales, como se ha visto mas arriba.

no es continua en x = 0, pues no tiene limite en ese punto: no

36. Murcia, junio 15
a) Calcula JZX arctan xdx

b) De todas las primitivas de la funcién f(x) = 2xarctan x, encuentra la que pasa por el punto
de coordenadas (0, -2).

Solucién:
a) Esta integral debe hacerse por el método de partes.
Si se toma:
1
u=arctanx |du= > dx ) 2
= 1+ X = IZxarctan xdx = x“ arctan x—J. 5 dx
dv = 2xdx 9 1+x

La segunda integral se hace como sigue:

2 2
J. X 2dx:Jllex—zldx:J.(l— 1 2)dx:x—arctanx
1+ X 1+ X 1+X

Por tanto:
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2

X
J 2xarctan xdx = x? arctan x — 1—2dx = x? arctan X — X +arctan X + ¢
X

b) Las primitivas de f(x) = 2xarctan x son F(x) = x?arctan x— X +arctan x+c .
Si se desea que una primitiva pase por el punto (0, -2) = F(0)=-2.

Como F(0) =0-arctan0—-0+arctan0+c=-2=c=-2.

La primitiva buscada sera F(x) = x? arctan X — x +arctan x—2 .

37. Murcia, junio 15

Considera el recinto limitado por la grafica de las funciones
f(x)=2sinx y g(x)=tanx en el primer cuadrante del plano
XY, que esta representado en la figura adjunta.

a) Determina los puntos de corte de dichas gréaficas.

b) Calcula el area de dicho recinto.

Solucién: >
Puede observarse que las escalas de los ejes no son las mismas.

a) Los puntos de corte se obtienen resolviendo la ecuaciéon 2sin x =tan x:

. ) sin x ) i i
2sinx =tanx = 2sinx=——=> 2sinxcosx—sinx =0=sinx(2cosx-1)=0 =

COS X
sinx=0 x=0
= = — Los puntos de corte son O(0,0) y P(n/3,«/§)
2cosx—-1=0 X=m/3

/3
b) El area pedida viene dada por el valor de la integral .[ (2sinx—tan x)dx.
0

—sin x
COS X

Como jZSin xdx—Jtan xdx = —2cos x+j dx =—2cos x+In(cos x), se tiene que:

n/3 ) /3
.[0 (2sinx—tanx)dx = (~2cos x+In(cosx) )|~ =

= —ZCongn (cos%)—(—ZcosOHn(cosO)): —2%+In(%j—(—z-lﬂnl):l—lnz u.

38. Navarra, junio 2015
Demuestra que existen o € (-1, 1) y B € (-1, 1), a. = B, tales que f’(a) = () =0, siendo

f(x):(x3 +1)em§/(x—1)sin(ng (3 puntos)

Solucion:

La funcion dada es continua y derivable en el intervalo [-1, 1]. Ademés f(-1)=f(1)=0;y
tambien f(0)=0.

Por tanto se cumplen las hipotesis del teorema de Rolle en los intervalos (-1, 0) y (0, 1).

En consecuencia:

— en el intervalo (-1, 0) existe un a € (-1, 0) tal que f (o) =0

— en el intervalo (0, 1) existe un § € (0, 1) tal que f°(B)=0.

Naturalmente o = 3, pues pertenecen a distintos intervalos disjuntos.
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39. Pais Vasco, junio 2015
Dado el polinomio P(x) = x3 + ax? +bx +c.

a) Determinar los coeficientes a, b y ¢ sabiendo que tiene extremos relativos en x = -1y en x

= 1y que ademas pasa por el origen de coordenadas.

b) Estudiar la naturaleza de ambos extremos relativos (si son maximos o minimos) y realizar

un dibujo aproximado del polinomio.
Solucion:

P(x)=x3+ax? +bx+c = P (x) =3x* +2ax+b = P"(x) =6x+2a

Por tener extremos relativosenx=-1yenx=1: P'(-1)=0y P (1)=0.

P'(-1)=3-2a+b=0
{ (D=3-2a+b=0_ 5.0

P'(1)=3+2a+b=0

Por pasar por el origen de coordenadas: P(0)=0 = c=0.

Por tanto, el polinomio es P(x) = x® —3x.

b) Como P”(x) =6x, se tiene que:

P”(-1) =—6 <0 = en x = -1 hay un maximo.

P”(1) =6 >0 = en x =1 hay un minimo.
En x = 0 hay una inflexion.

Estudio del crecimiento y decrecimiento.
Six<-1, P(x)>0 = lafuncion crece.

Si-1<x<1, P(x)<0 = lafuncion decrece.
Six>1, P(x)>0 = lafuncion crece.

Algunos valores:
Y corta al eje OX en los puntos: X =—+/3;0:+/3 .

Con todos esos datos puede trazarse la gréfica adjunta.
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