GEOMETRIA (Selectividad 2014) 1

ALGUNOS PROBLEMAS DE GEOMETRIA PROPUESTOS EN LAS PRUEBAS DE
SELECTIVIDAD DE 2014

1. Aragdn, junio 2014.

—-2X+2-1=0
3x—y-3=0
a) (1,5 puntos) Determine la ecuacion general del plano (Ax+ By+Cz+D= 0) gue contiene

al punto Pyalarectas.
b) (1 punto) Determine el angulo que forman el plano n:2x+y—-z+1=0 y larectas.

Dados el punto P= (1, -1, 0), y larecta: s :{

Solucién:
a) El plano pedido sera uno de los del haz de planos determinado por la recta s. Precisamente
el plano que contenga al punto P.
La ecuacion de ese haz es:
—2x+2-1+k(3x-y-3)=0
De ellos, el que contiene a P = (1, —1, 0) debe cumplir:
—2+0-1+k(3-(-)-3)=0 = k=3.
Luego, el plano pedido es:
—-2x+2-1+3(3x-y-3)=0=7x-3y+z-1 =0

b) El ngulo que determinan un plano y una recta es el suplementario del que forman el vector
de direccion de la recta con el normal del plano.

X=t
Las ecuaciones paramétricas de s son: s:qy=-3+3t = V, =(1, 3, 2);
z=1+2t

Para m:2x+y-z+1=0 - v, =(2,1,-1).

Luego, el seno del angulo (s, n),

V.V, _ (2,1 -1)(1, 3,2)

V| [V \/22 112 4 (—1)2 12 4 32 4 22

sen (s, m) = cos(v,,,V, )=

2+3-2 3
= = =0,3273... = angulo (s, ©) = arcsen 0,3273... =19,11°
J6-/14 84 gule (s, m)
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2. Castilla-Ledn, junio 2014.

Sea 7 el plano que pasa por los puntos A(1, -1, 1), B(2, 3, 2), C(3, 1, 0) y r la recta dada
X-=7 y+6 z+3
12
a) Calcular el &ngulo que forman la recta r y el plano =. (1 punto)
b) Calcular los puntos de r que distan 6 unidades del plano =. (1,5 puntos)

por r:

Solucién:
La ecuacion del plano que pasa por los puntos A(1, -1, 1), B(2, 3, 2), C(3, 1, 0) es:
Xx=1+t+2h x=1 1 2
y=-1+4t+2h = |y+1 4 2|=0 = 2x-y+2z-5=0
z=1+t-h z-1 1 -1

a) El &ngulo que forma la recta con el plano es el complementario del formado por los

vectores V. =(2,-1,2)y v, =(2, -1, 2) —> (Puede observarse que son el mismo vector,
luego la recta y el plano son perpendiculares)..
. V-V, 4+1+4
También puede verse que: sen (r, w) = cos(V,, V, )= —=—"— =sen(r,n) = ———= =
TRl e Voo
= angulo (\7r ,\7,T) =arcsen 1 = 90° = la recta es perpendicular al plano

1=

b) Un punto genérico de la recta es P(7+ 2p, —6-p, —3+2p). Como se desea que
2(7+2p)—(-6—-p)+2(-3+2p)-5 _

d(P, 1)=6 = 6 =
( ) \/5 f?_ ¥ .,
:—3 1
= 9p+9 =6= { P . l
+3 p=1
Parap =-3, P1(1, -3, -9). ’fﬂ
Parap =1, P»(9, -7, -1). Py
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3. Castilla-Ledn, junio 2014.

Calcular la recta contenida en el plano m; = x+y+z =3, paralela al plano ©, =x=0, y que
pasa por el punto simétrico de B(-1, 1, 1) respecto de m». (2,5 puntos)

Solucién:
Para hallar el punto simétrico de B(-1, 1, 1) respecto de =, = x =0, se puede hacer lo
siguiente:
1) Se calcula el punto M de corte de la recta p, perpendicular a 7, por B, con dicho plano.
X=-1+A
Como vV, =(1, 0, 0), se deduce que p:qy=1
z=1

Corte de la recta p con plano m,:
-1+A=0=>A=1=>M=(0,1,1).

2) Suponiendo que el simétrico es B’= (Xo, Yo, Zo), €l punto medio de By B sera:
M = (—1+x01 1+y01 1+zoj
2 2 2
=1+x,  1+y, 1+2z,
2 2 2
Por tanto, el punto simétrico de B respecto de m; es B” = (1, 1, 1).

Luego: (0, 1, 1):( , ) = X =1; yp=1; 75 =1

El vector director de la recta pedida es v, =V, xV_, — (Si la recta esta en un plano y es

paralela a otro, su vector director debe ser perpendicular a los vectores caracteristicos de
ambos planos).

U, U, U
Luego V, =V, xV, =|1 1 1{=(0, 1, -1).
0 O
x=1
Por tanto: r=qy=1+t.
z=1-t
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4. Castilla La Mancha, junio 2014.

a) Halla a € R para que las rectas
| x+2y-z=1 B X+y=0
r={—x+y—3z:2 ={3x+2y+z:a
se corten en un punto. (1,25 puntos)

b) Para dicho valor de a, da la ecuacion implicita de un plano & que contengaarys. (1,25
puntos)

Solucién:
Las rectas se cortaran cuando el sistema asociado a las cuatro ecuaciones sea compatible
X+2y—-z=1
. . -X+y-32=2
determinado. Este sistema es .
X+Yy =0

3X+2y+z=a
Las matrices de coeficientes y ampliada son:

1 2 -11 1 2 -1 1
-1 1 32 F2+F1|0 3 -4| 3
A= =M — (Gauss) > A= =M.
1 1 010 F3-F1/0 -1 1| -1
3 21 |a F4-3F1l0 -4 4| a-3
1 2 -1
Elrango de A es 3, pues el menor |A|=(0 3 —4[=-1=0.
0 -1 1
El determinante de la matriz ampliada, desarrollado por la primera columna, vale:
3 4 3
IM|=14-1 1 -1|=3(a-3+4)+4(-a+3-4)=-a-1=Elrangode Mes3
-4 4 a-3
cuando a = -1.
b) Sia=-1, las rectas son: rz{ x+2y-z=1 ysE{ x+ty=0
—-X+y-32=2 3X+2y+z=-1

El plano pedido sera uno del haz determinado por la recta r, que es:
X+2y-z-1+k(-x+y-32-2)=0
X =t
Las ecuaciones paramétricas de larectasson: s=< y=t .UnpuntodesesP =(0,0,-1)
z=-1+t

El plano que contiene a ambas rectas debe ser uno de los del haz que, ademas, contenga al
punto P; por tanto, sustituyendo:

0+0+1-1+k(0+0+3-2)=0=k =0
En consecuencia, el plano buscado es t=x+2y-z-1=0.
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5. Catalufia, junio 14

Siguin ris les rectes de R* dequacions r: o ; 2 y= Z: L

amb a € R.
a) Comproveu que els punts mitjans dels segments que tenen un extrem situat sobre la
recta r i laltre extrem situat sobre la recta s formen un pla.

[1 punt]
b) Trobeu I'equacio general (és a dir, que té la forma Ax + By + Cz= D) del pla de l'apartat
anterior.
[1 punt]
Solucién:
X=2+3t
a) Las ecuaciones paramétricas de la recta r son: r=<y=t
z=-1+4t

Puntos genéricos de r y s son, respectivamente:
R=(2+3t, t, —1+4t); S=(1+2a, 3-a, 4+30)

El punto medio de Ry S es: M:(3+3t+2°‘, 3+t_0" 3+4t+30tj.

2 2 2
3+3t+2a
X=——— X=—+—t+a
2
Por tanto, las coordenadas de M son: M = = 3+t2_a = M= y=g+%t—%a
3+4t+3a 3 3
I=——— I=—+2t+—a
2 2 2

i o 3 3 3
Que son las ecuaciones paramétricas del plano que pasa por el punto P = > 3 5 y

sigue las direcciones del los vectores U = E, 1, 2|vV=|1 —1, 3 .
2 2 2 2
b) La ecuacion general del plano anterior es:
3 3
X—— = 1
2 2
y—g 1 —1:0 = x—E §+1 - y—§ g—2 + z—§ 3.1 =0 =
2 2 2 2 )\ 4 2 )\ 4 2 4 2
Z—E 2 E
2 2

= 7x—y—52—§:0.

is:(x92)=(1+2a,3-a,4+3a),
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6. Comunidad Valenciana, julio 2014

Se dan los puntosA=(1,5,7)yB =(3, -1, -1).

Se pide obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Las ecuaciones de los planos w1 y w, que son perpendiculares a la recta r que pasa por los
puntos A y B, sabiendo que el plano m; pasa por el punto Ay el plano =, pasa por el punto
medio del segmento cuyos extremos son los puntos A y B. (4 puntos distribuidos en 2 puntos
por cada plano).

b) La distancia entre los planos w1 y 72,

¢) Las ecuaciones de la recta r que pasa por los puntos A y B, (2 puntos), y los puntos de la
recta r que estan a distancia 3 del punto C = (1, 1, 0). (2 puntos).

Solucién:
a) Los planos pedidos deben ser perpendiculares al vector AB, que sera su vector
caracteristico.

AB=(3,-1,-1)-(1,57)=(2,-6,-8)=(1, -3, 4). \ /B

El punto medio del segmento de extremos Ay B es: =
N _(1+3 5-17-1

) ) =(2, 2, 3). A
2 2 2 j ( ) / -
Por tanto: .

A
m =1(x-1)-3(y-5)-4(z-7)=0 = n, =x-3y-4z+42=0 r/ \
m, =1{x-2)-3(y-2)-4(z-3)=0 = n, =x-3y—-4z+16=0

b) La distancia entre los planos es la misma que la hay entre los puntos Ay M:
d(m,m,)=d(AM)=(2-12+(2-5)*+(3-7)? =/26.

c) La recta viene determinada por el punto A y por el vector AB. Sus ecuaciones paramétricas
X=1+t

son: r=4y=5-3t — Unpunto genérico de res X =(1+t,5-3t,7-4t).
Z=7-4t

Se buscan los puntos X tales que d(X,C)=3, luego:

d(X,C)=yt2+(5-3t)2 +(6-4t)> =3 =

— Jt2+25+0t2 —30t +36+16t2 — 48t =3 =
t=1
t=2

= 26t2—78t+61=9:>t2—3t+2=0:{

Sit=1,P=(2, 2, 3).
Sit=2,Q=(3, -1, -1).
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7. Comunidad Valenciana, junio 2014

Se da el triangulo T, cuyos vérticesson A= (1, 2,-2),B=(0,-3,1) yC=(-1, 0, 0), y los
X=—o+p+1
planos m; =x+y+z+1=0y m,=9 y=a-28 .
Z=0+p
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La posicion relativa del plano r; y del plano que contiene al triangulo T. (4 puntos)
b) Un vector i, perpendicular al plano 1 y un vector i, perpendicular al plano w2 (1,5

puntos) y el coseno del angulo formado por los vectores i, y i, (1,5 puntos).
c) Las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion de los planos ©t; y m2. (3 puntos).

Solucién:
a) El plano que contiene al triangulo T viene determinado por los tres puntos dados. Su
ecuacion sera:

X+1 -2 -
y -2 3|=0=n; =x+y+2z+1=0.
z 2 -

Es obvio que los planos 71 y mtt Se cortan, pues sus vectores caracteristicos son distintos:
Vy=(111) y ¥y =(112)

. ., X+y+z+1=0
Determinan la recta de ecuacion: r =
X+Yy+2z+1=0

X=—a+p+1 x-1 -1 1
b) Elplano n, =< y=a-28 < |y 1 -2=0= n,=3x+2y+2z-3=0.
Z=o+p z 1 1
Por tanto, los vectores pedidos son:
m=0111)yn,=(21)
El angulo que determinan viene dado por:

cos(fi, fi,) = ﬁl'ﬁf ___(ELHhE2Yy 6 = angulo (i, i,) = 20,56°
Po|[fio] V12412 412432402412 V42

c) Como ya se ha indicado, m, =3x+2y+z-3=0.
La recta determinada por los planos w1 y 7w, es:

. X+y+z+1=0 N y+z=-1-X
~|3x+2y+2-3=0 ~|2y+z=3-3x

Xx=t
= S=.y=4-2t.
Z=-5+t
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8. Extremadura, julio 14

En R®, considere los cuatro puntos A = (0, 1, 1), B=(-2,0,-1), C=(-1,1,0)yD = (-2, 2,
1), y sear la recta que pasa por Cy por D.

a) (1 punto) Obtenga ecuaciones paramétricas de r.

b) (1,5 puntos) Halle los puntos P de la recta r para los que el triangulo APB sea rectangulo en
su vértice P.

Solucién:
a) La recta que pasa por C y D viene determinada por el vector DC y por el punto C.
DC=(-1,1,0)-(-2,2,1) =(1, -1, -1).

X=-1+t
Luego r=<y=1-t
z=-t

b) Sea P=(-1+t, 1-t, —t) unpunto genérico de .

El tridngulo APB sera rectangulo cuando los vectores AP y BP sean perpendiculares; lo que
significa que su producto escalar vale 0.

AP =(-1+t, 1-t, —t)—(0, 1, 1)=(-1+t, —t, —t-1)
BP =(-1+t, 1-t, —t)—(-2, 0, -1)=(1+t, 1-t, 1-t)
Producto escalar:

AP-BP =(-1+t, —t, —t-1)(1+t, 1-t, 1-t)=0 = 3t ~t-2=0 =>t=1; t:—%.

Parat =1 se obtiene P = (0, 0, -1).

paat=_2 p[ 5 5 2)
3 3 3 3
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9. Islas Baleares, junio 14

Determina el (los) punto(s) de la recta r :XT_1 = yT+1

=§ que equidistan de los planos
X=-3+A

m=X+Yy+z+3=0y n,=qy=-A+pn. (10 puntos)
Z=—6+p

Solucion:
X=1+2t
Ecuaciones paramétricas de larecta: r={y=-1+t.
z=2t
Un punto genérico de larecta es: X =(1+2t,-1+t,2t).
Se desea encontrar los puntos X tales que d (X,n;)=d(X,n,) =
1+2t-1+t+2t+3 _1+2t-1+t-2t-3

d(X,m )= = =d(X, =
(X.m) +1+1 +1+1+1 (Xm2)
5t+3 t-3

= 22 27° 5t+3=+(t-3
NG (t-3)

Para el signo +: 5t+3=t-3=>t= —% Se obtiene el punto X; = (—2,—%,—3)

Para el signo —: 5t+3=-t+3=1t=0. Se obtiene el punto X, =(1,-1,0).

10. Islas Baleares, junio 14

Calcula la ecuacion continua de la recta r paralela al plano ©; =2x—-2y+5z=3y
perpendicular a la recta s: XTH = y;lZ :% en el punto P(-1, 2, 0) (10 puntos)

Solucién:
La recta r pedida cumple:
— Por ser paralela a p = su vector de direccion, v, , debe ser perpendicular al vector normal

del plano p, V.
— Por ser perpendicular a s = sus respectivos vectores de direccion, vV, y V., deben ser

perpendiculares.
— Portanto, vV, = V_xV;.

0 U U
Como V, =(2,-2,5)y V,=(2,-1,3) = V, xV,= |2 -2 5|=(-1 4, 2)
2 -1 3
X=-1-t
La recta pedidaes: r=<y=2+4t.Y en su forma continua: s:XTJrlzy—_lZ:%
z=2t

José Maria Martinez Mediano



GEOMETRIA (Selectividad 2014) 10

11. Canarias, junio 2014

. ., X—y+22=2
Determinar el valor de a para que la recta r de ecuacion r = y sea paralela al
2X+y+z2=3

plano p=x-ay+10z =-3.

Solucién:

La recta sera paralela al plano cuando el sistema determinado por los tres planos sea
incompatible. Para ello, el rango de la matriz de los coeficientes debe ser 2, mientras que el de
la matriz ampliada sera 3.

El sistema que se forma es:

X—-y+2z=2 1 -1 2 2
2Xx+y+z=3 = A=2 1 1 3 =M
x—ay+10z =-3 1 -a 10 | -3
1 -1 2
|Al=[2 1 1|=10+a+19-4a-2=0=>-3a+27=0=>a=9
1 -a 10
1 -1 2 2
Paraa =9, las matrices quedanasi: A={2 1 1 3 |=M
1 9 10 | -3
1 -1 2
Como el menor [M|=[2 1 3|=-30-9+34=0 = Elrango de M es 3.
1 9 -3

Por tanto, paraa =9, el rango de A < rango de M = el sistema es incompatible.

De otra forma:
Para que una recta sea paralela a un plano es necesario que el vector de direccion de la recta,
V,, sea perpendicular al caracteristico del plano, V- Por tanto, su producto escalar debe valer

0. Ademas, ningun punto de la recta puede pertenecer al plano.
Para determinar el vector directo y un punto de la recta la escribimos en su forma paramétrica:

X=5/3-t
X—y+2z=2 X—y=2-22
r= = r= = r=qy=-1/3+t
2X+y+2=3 2X+y=3-12 st

Por tanto, Vv, = (-1, 1, 1). Un punto de r seré: P(5/3, -1/3, 0).

El vector caracteristico del plano Vs = (1, -4, 10).

Debe cumplirse que v, vj; =0 = (-1,1,1) - (1,-a,10)=0= -1-a+10=0 =a=9.
El plano B serd&: B=x-9y+10z =-3.

r P
Como el punto P(5/3, -=1/3, 0) no es del plano, pues ﬁﬁ B
E—9-(—1j+0 4. —3, se deduce que el valor de a es el j B
3 3 3

encontrado: a=09.

José Maria Martinez Mediano



GEOMETRIA (Selectividad 2014)

12. La Rioja, julio 2014
Sean i=(laa), V=(0,01)y w=(1 1 a).

11

i) Halla los valores de a para los cuales los vectores G y V son ortogonales.
ii) Determina los valores de a para los cuales el vector w esta en el plano que contiene a O(0,

0, 0) y tiene por vectores directoress G y V.

Solucién:

1) Los vectores G y V son ortogonales cuando su producto escalar vale 0: G

Por tanto, debe cumplirse que:
(1,a,a)-(0,0,1)=0=a=0.

-V =0.

ii) El vector w estard en el plano determinado por vectores directores s G y V cuando los tres
vectores sean linealmente dependientes. Por tanto, el determinante formado por los tres

vectores debe valer 0.
1 a a

0 0 1l=0=1-a=0=a=1.
1 1 a

13. Madrid, junio 2014

Dados el punto P(1, 0, 1), el plano n=x+5y—-6z=1,y larecta r s{

a) (1 punto) Calcular el punto P’ simétrico a P respecto de .
b) (1 punto) Hallar la distanciade P ar.

0
, Se pide:
0 p

¢) (1 punto) Calcular el volumen del tetraedro formado por el origen de coordenadas O(0, 0,
0) y las intersecciones de r con los ejes coordenados OX, OY y OZ.

Solucién:
a) La situacion es la indicada en la figura adjunta.
Recta s perpendicular a © por P(1, 0, 1):

X=1+A
Como v, =(1,5,-6) = s:qy=5A

z=1-6A
Corte de la recta s con plano = (punto M):

1+A+5-(50)—6-(1-61)=1=62-6=0=1=3/31=

M= 3_4’ E, E
31 31 31

Suponiendo que el simétrico es P’= (Xo, Yo, Zo), €l punto medio de P y P~ es:

M = (1+xO Yo l+zoj

2 2 2
Por tanto: 3—4 E 13 1+X°, Yo 1o ),
31 31 31 2 2 2
34 1+x, 37 15 'y, 3013 1+7,
31 2 31 31 2 31 31 2 31
Por tanto, el punto simétrico de P respecto de mes P = 3—7, ﬂ, i .
31 31 31
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b) La ecuacion de la distancia de un punto P a una recta r es:

‘ﬁ;x\?r‘
d(P,r)="— , siendo A er.
V|
En este caso:
x=0
x=0
rz{ =>r=y=t=
=
z=0

= A=(0,0,0),P=(1,0,1), AP=(L0,1), V,= (0, 1, 0)
El producto vectorial vale:

Uy U U
APxV. =[1 0 1|=(-10,1) = var =2 +12 =2
0 1 0
El médulo de v, : [v,|=1.

Luego d(P,r):%zﬁ.

c) Corte del plano n=x+5y -6z =1 con los ejes coordenados OX, QY y OZ.
Con OX: A(1,0,0). ConQY: B(0, 1/5, 0). Con OZ: C(0, 0, -1/6).

El volumen del tetraedro viene dado por: V; = %‘ [OA, OB,0C

1 0 0
v _1 0 1/5 0 =%‘%[§)‘=ﬁ e,
0 0 -1/6
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14. Madrid, junio 2014

Dadoselplanor=2x—y=2,ylarecta r z{ , Se pide:
y—-2z=2

a) (1 punto) Estudiar la posicién relativa de r y =.

b) (1 punto) Determinar el plano que contiene a r y es perpendicular a .
¢) (1 punto) Determinar la recta que pasa por A(—2, 1, 0), cortaar, y es paralela a =.

Solucién:
x=1 K

x=1
a)rs{ 5 2:>rz y=2+2t. _

—27 = r
Sustituyendo las ecuaciones de r en T

21-(2+2t)=2=>-2t=2=t=-1.
La recta y el plano se cortan cuando t = -1: punto P(1, 0, -1).
b) El plano n"queda determinado porry v, =(2, -1, 0). i&{ T
Xx=1 +2h mfn

Su ecuacion serd: m={y=2+2t—h. . /7

7=t n'_:-;l;_(,,ﬁl\;"f
—

En forma implicita:

x-1 0 2
n=ly-2 2 -1=0=n1=x-1+y-2-42=0= nw=x+y-4z-3=0.
z 1 0

c) Si la recta es paralela a « estara en el plano ©t”” paralelo a = que pasa por A.
n'=2x-y+d =0 — Como contiecneaA = -4-1+d=0=d =5 =

= n'=2Xx-y+5=0
Sicortaar = pasapor B=rn=n"". Sustituyendo: 2—2—2t+5=0:>t=g.

El punto B = (1, 7, 5/2).

X=-2+3\
La recta pedida (recta A-B: pasa por A(—2, 1, 0), con AB = (3, 6, 5/2)) sera: < y=1+6\
2=Ek
2

José Maria Martinez Mediano
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15. Madrid, septiembre 2014

Dados los puntos A(2, 0, -2), B(3, -4, -1), C(5, 4, -3) y D(0, 1, 44), se pide:
a) (1 punto) Calcular el area del triangulo de vértices A, By C.

b) (1 punto) Calcular el volumen del tetraedro ABCD.

Solucién:

11— —
a) El area del triangulo de vértices A, B'y C viene dada por S = E‘AB x AC

En este caso:
AB=(3,-4,-1)-(2,0,-2)=(1,-4,1); AC=(5,4,-3)-(2,0,-2) =(3,4,-1)

Luego
l_jl UZ UB 1
ABxAC=|1 -4 1|=(0, 4, 16) = S=E\/42+162 = 2317 2
3 4 -

b) El volumen del tetraedro ABCD viene dado por V; = %‘ [E AC, ﬁ] ‘

En este caso:
AB=(1,-4,1); AC=(3,4,-1); AD=(0, 1,4)-(2,0,-2) = (-2, 1, 6)

Luego
1 -4 1 .
v=ils 4 - =1|25+64+114:5— u’,
6 6 3
-2 1 6
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16. Madrid, septiembre 2014

Dados los planos
m=2X+2-1=0, my=x+7+2=0, ny3=Xx+3y+2z-3=0
se pide:
a) (1 punto) Obtener las ecuaciones paramétricas de la recta determinada por mt; y 7.
b) (1 punto) Calcular el seno del angulo que la recta del apartado anterior forma con el plano
3.

Solucién:
2 0 x=3
T =2X+2-1= ) )
Q) r={ * = (restando ambas ecuaciones se obtiene) r=Jy =t
Ty =X+2+2=0 I

b) El &ngulo que forma una recta con un plano es el
complementario del que determinan los vectores V., de direccion

de la recta, con v, normal al plano.

Por tanto, el seno del angulo (r, ),

Vn. VI‘
AR
Enestecaso: vV, =(0,1,0)y V.; =(1,3, 2)
_0,1,0(1,3,2) 3

194 4

sen(r, 7)=cos(v,,V,)=

Luego: sen (r, mt3) = angulo(r, n3) = 53,3°.
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17. Madrid, septiembre 2014

Dados el plano =t y la recta r siguientes:
x=1-2t
n=2X-y+2z2+3=0, r=<y=2-2t
z=1+t
se pide:
a) (1 punto) Estudiar la posicién relativa de r y =.

b) (1 punto) Calcular la distancia entre r y .
¢) (1 punto) Obtener el punto P’ simétrico de P(3, 2, 1) respecto del plano .

Solucién:
a) Para determinar la posicion de una recta y un plano basta con sustituir las ecuaciones de la
recta en la del plano. En este caso:

n=2{(1-2t)—-(2-2t)+2(1+t)+3=0 = 5=0, que naturalmente es absurdo.

Esto indica que la recta es paralela al plano.
(También podria verse que el vector director de la recta, v, = (-2, -2, 1), y el normal al plano,

V. = (2, -1, 1), son perpendiculares; y que el punto (1, 2, 1) de la recta no pertenece al plano).

b) Como la recta es paralela al plano, la distancia entre ellos es igual a la distancia de
cualquier punto de le recta al plano.

‘21 12+21+3‘

\«/22+( 1)° +22\

c) El punto P, es simétrico de P respecto del plano =, si el punto M,
interseccion del planor con la recta que pasa por P, es el punto medio
entre Py P".

Se puede hacer lo siguiente:

1) Se calcula el punto M: — es el de corte de la recta s, perpendicular a
7 por P, con dicho plano.

d(r,m)=d(P=( 2 1),n

X=3+2A
Como v, = (1, -2, 2), se deduce que s:<y=2-A
z2=1+2\

Corte de la recta s con plano «:
2(3+20)—(2-1)+2{(1+20)+3=0 = A=-1=M=(1, 3,-1).

2) Suponiendo que el simétrico es P’= (Xo, Yo, Zo), €l punto medio de P y P” es:
M = (3+xO 2+Y, 1+sz L (L31)= (3+x0 2+Y, 1+zoj .

2 2 1 2 2 2 2
3+ X 2+Y, 1+2z,

2
Por tanto, el punto simétrico de P respecto de mes P* = (-1, 4, -3).

1= Xo=-1, 3= = Yo=4; -1= Zg=-3
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18. Murcia, junio 2014

. , ) X+y+z=1
a) (1,25 puntos) Determine para qué valor del parametro a la recta r :{ y es
-X-2y+2=0
perpendicular al plano ©:—6x+ay+2z=0.

b) (1,25 puntos) Demuestre que si a = -8, la recta r corta al plano 7 en un punto y calcule
dicho punto.

Solucién:
a) La recta sera perpendicular al plano cuando el vector de direccion de la recta, v, , sea

paralelo al normal al plano, V..
Expresando r en parameétricas se obtiene V, .
X=2-3t
— (sumando)-y=1-2z = r:<t=-1+2t.
z=t

X+y+z=1 X+y=1-z
r: =T
-X-2y+2=0 —X—-2y=-12

Por tanto, vV, = (-3, 2, 1); mientras que vV, = (-6, a, 2).

Seran paralelos cuando sus coordenadas sean proporcionales: _—2 = E = % =a=4.
-6 a
b)Sia=-8, n:—6x-8y+2z=0.
Sustituyendo las ecuaciones de r en la del plano se obtiene el punto de corte.
—6(2-3t)—-8(-1+2t)+2t=0 = 4t-4=0 = t=1.

Para ese valor de t, sustituyendo en las ecuaciones de la recta, se obtiene el punto de corte,
quees P = (-1, 1, 1).

19. Navarra, junio 14

Encuentra la ecuacion continua de la recta r que pasa por el punto P = (2, 3, —1) y es paralela
alosplanos m; =2x-y+3z-1=0y n, =x+y—-2z+3=0.
Encuentra el punto Q er que esta en el plano x = 0.

Solucién:

Si una recta es paralela a un plano su vector de direccion es perpendicular al normal del plano.
En este caso, como la recta es paralela a los dos planos dados su vector de direccion vendra
dado por el producto vectorial de los vectores normales de ambos planos.

Por tanto:
V, =V xV,,, siendo Vi, =(2, -1, 3) y V,, =(1 1, —2)

El producto vectorial es:

l_jl UZ l_j3
U, =VyxV,=|2 -1 3|=(-17,3)
1 1 -2
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Xx-2 y-3 z+1
-1 7 3

La ecuacién de la recta en forma continua sera: r =

X=2-t
Y en forma paramétrica: r=<y=3+7t
z=-1+3t

Sicortaalplanox=0=2-t=0=>1t=2.
Para ese valor de t = 2 se obtiene el punto Q = (0, 17, 5).

20. Pais Vasco, junio 14

4x-3y+4z=-1
y yelplano 2x-y+Az=0.
3X-2y+z2=-3
a) calcular el valor de A para que la recta y el plano sean paralelos.
b) Obtener un plano perpendicular a la recta r y que pase por el origen de coordenadas.

Dada larecta r E{

Solucién:

La recta sera paralela al plano cuando el sistema determinado por los tres planos sea
incompatible. Para ello, el rango de la matriz de los coeficientes debe ser 2, mientras que el de
la matriz ampliada sera 3.

El sistema que se forma es:

4x-3y+4z=-1 4 -3 4 -1
X-2y+x=-3 =>M:=|3 -2 1 -3 |=M,
2Xx—-y+Az=0 2 -1 A 0
4 -3 4
Mc[=3 -2 1]=A+2=0=A=-2
2 -1 A
Para A = -2, el rango de la matriz de coeficientes es 2; y las matrices quedan asi:
4 -3 4 -1
Mc=[3 -2 1 -3 (=M,
2 -1 -2 0
-3 4 -1
Como el menor [M,|=|-2 1 -3/=18+12-5=0 = Elrango de la matriz ampliada, Ma,
-1 -2 0

es 3.
Por tanto, para A = -2, el sistema es incompatible y la recta paralela al plano.

b) El vector normal del plano debe ser el de direccidn de la recta, que viene dado por el

l_jl GZ UB
producto vectorial de los planos que la determinan. Estoes, Vv, = (4 -3 4 =(5, 8, 1).
3 -2 1

Por tanto, el plano pedido es: m=5x+8y+z =0, que evidentemente pasa por el origen.
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21. Pais Vasco, junio 14

Calcular las coordenadas de un punto de la recta r :XT_1 = yT+1 =§ que equidiste de los

planos m; =3x+4y-1=0 Yy n, =4x-3y+9=0.(10 puntos)

Solucién:
X=2+2t
Ecuaciones paramétricas de larecta: r={y=-1+3t.
72=2+2t

Un punto genérico de larectaes: X =(2+2t,—1+3t,2+2t).
Se desea encontrar los puntos X tales que d (X,n;)=d(X,n,) =
d(X,m) = 3(2+2t)+4(-1+3t)-1 _ 4(2+2t)-3(-1+3t)+9
T N
N 18t5+1 = _t:SZO = 18t +1=+(~t+20)
Para el signo +: 1§t+1: —t+20=1t=1. Se obtiene el punto
X, =(2+2,-1+3,2+2)=(4,2,4).

—d(X,n,) =

Para el signo —: 18t+1=t—-20=>t= —%. Se obtiene el punto

xz:(2—4_2,_1_§,2_4_2j:(_E,_@,_E)
17 17 17 17 17 17
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22. Pais Vasco, junio 14

Dado el punto P(2, -1, 3) y larecta r = g = %7 = 2;22

a) Calcular la proyeccién del punto P sobre la recta r.
b) Calcular la distancio de P arr.
c) Obtener el simétrico del punto P respecto de la rectar.

N

M: .'II P . ¥
a) El punto M, proyeccidn de P sobre r es el corte de r con el plano =, ™ /
que contiene a P y es perpendicular ar. '
El plano = tiene como vector normal al de direccion de la recta r.
x= 3t
Como r:qy=-7+5t =V, =(3,5, 2).
72=2+2t

Elplano m serd: n=3(x-2)+5(y+1)+2(z-3)=0 =

Punto M, interseccion de & con r:
3-3t+5-(—7+5t)+2-(2+2t)—7 =0 = 38t-38=0=t=1.
Luego, M = (3, -2, 4).

b) La distancia de P a la recta es igual a la distancia entre P y M.

d(P,r)=d(P,M)=1/(3-2 2} (-2+1)%+(4-3)2 =+3.

c) El punto M es el punto medio entre P y su simétrico P,
Suponiendo que el simétrico es P’= (Xo, Yo, Zo), €l punto medio de P y P~ es:

M:(Z-%XO’ —1+yo’ 3+zoj:(3’_2’4):>

2 2 2

2 —
+2X° =3 = X, =4; 1;y0 =2 = y,=-3; 1+220 =4 = 7,=5

Por tanto, el punto simétrico de P respecto de r es P* = (4, -3, 5).
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