ANALISIS (Selectividad 2013) 1

ALGUNOS PROBLEMAS DE SELECTIVIDAD PROPUESTOS EN 2013

1. Aragon, junio 13
a) Determina la funcion f(x) cuya derivadaes f'(x) = 2xe** y que verifica que
f(0)=2.

1
(2-x?
b) Calcula: Iim(i)(2 )
x—2t\ 3 =X

Solucion:

a) La funcion f(x) es una primitivade f'(x) =2xe>™: f(x)= j2xe5xdx.
Esta integral se hace por partes, tomando:
U=2x = du=2dx; dv=edx = v=lev
Luego:

f(x)=J.2xe5xdx = 2x L e —J.Z-les’xdx = g(xe5X —J-eSXde = g(XGSX —lesx}rc
5 5 5 5 5

Como f(0) =2, entonces: f(0)=§(0—%e°j+c=2 24222
Por tanto, f(x):g(xe5x_le5Xj+5_2.
5) 5 25

1

—x 0 . . . .
b) lim (Bij(z F - [1]* — Forma indeterminada. Se resuelve aplicando logaritmos.
x—2* —X
1

1
X2 —X2 -
In |im[ij‘2‘) — lim In (Lj@ - 2|n( L j:[oo-O]:
x—2"\ 3—X x—2*+ 3—X x—2" (2_)() 3—X

= (teniendo en cuenta que In(ij =In1-In(3-x)) = lim ﬂ—zx) = {9} .
3 x—2* (2—)()

Aplicando la regla de L"Hdpital:

1
lim M:H: lim L:{i}am
w2 (2-xF  [0] =2 22-x)C1) [0

1
Por tanto, lim [ij(Z—x)z =40
x—2"\ 3—X
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2. Aragon, junio 13

3

a) Sea la funcion f(x) =

XZ

existen.

X : Determina el dominio y las asintotas de f (x), si

b) Determina el area del recinto encerrado por las funciones: f(x)=-x*>+3y g(x)=1

Solucioén:

a) La funcion no esta definida cuando x*> —1=0; esto es, si x = *1.

Por tanto, Dom(f) = R — {-1, 1}.

3
. . . X 1
Las rectas x =—1 y x = 1 son asintotas verticales de la curva, pues lim —— = [—} =00,

x>+l x2 —1

Al tratarse de una funcién racional con el grado del numerador mayor que el del

denominador en una unidad, la curva tiene una asintota oblicua.

Larecta y = mx-+n es asintota oblicua de la curva f(x) cuando se cumple que:

. fx) .. x3 oox8
m = lim (x) > =lim 3 =1.
x—0 X X—>00 X(X _1) x>0 X° — X

n=lim(f (x) —mx)=lim X ~x|=lim| X~ |=0.
X—>00 X—>0 )(2 -1 X—>0 X2 -1

La asintota oblicua es la recta y = x.

b) Representando graficamente las funciones dadas se obtiene
el recinto sombreado en la figura adjunta.
El punto de corte de la parabola y la recta se da cuando

—x243=1= x*=2 = x=-2 y x=+/2

Debido a la simetria del recinto, el area viene dada por

p)
V2 3
2.[ (Z—x2+2)dx:2 X ox :ﬂ.
0 3 . 3
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3. Aragon, junio 13
a) Determina el valor que debe tomar k para que lim (2x —VAX® + kx—5): 1.

X—>+0

b) Calcula: J' 2x[In(x)J dx

Solucién:
a) Este limite se puede resolver multiplicando y dividiendo por la expresion conjugada.
Asi:
Y NG _ [ A2 _
lim (2X—\/4X2+kx—5)=[oo—oo]: lim (2X 4x° +kx SXZX+ AX” +kx 5) -
X—>+00 X—>+00 (2X+ [4X2 +kX—5)

= lim i _(4X2 +kx—5)_ lim —kx=5 = (“dividiendo” por X) =
X0 x A AXE +KkX=5 T 22X ++/4x% + kx—5
S I
= lim . X = lim ;( =7
2+\/4x+kx—5 2+\/4x+—2
G X X

Si se desea que el limite valga 1 = _Tk =1=>k=-4.

b) La integral puede hacerse utilizando el método de integracion por partes.
Tomando

u=2x[In(x)J = du=(2[|n(x)]2+2x-2|n(x)-§jdx; dx=dv = v=x

Luego,

j 2x[In(x)[* dx = 2x[In(x) [ x - J X(Z[In(x)]z +2x-2|n(x)ijdx:
= 2x[|n(x) IZX In(x) dx I4x|n(x)dx — (trasponiendo la 12 integral)

:>2I2x In(x) dx 2X In(x) J.4xln(x)dx 1)

Ahora se trata de resolver j 4xIn(x)dx, que también se hace por partes.
Tomando ahora:
u=Inx = du:ldx; dv=4xdx = v=2x°
Se tiene que: ’
I4x|n(x)dx = 2x’In X—J‘ZXZ Lax=2x2In x—ijdx =2x*Inx—x°.
Sustituyendo en (1): "
2j2x[ln(x)]2dx =2x[IN(X)F x—2x*In(x) + x* =

2

- .[ZX[In(X)]ZdX =x[IN(q)]" = x* In(x) +X7+c - Xz([ln(x)]2 ~In(x) +%)+c,
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ANALISIS (Selectividad 2013) 4

4. Castilla—Leon, junio 2013

Sea la funcion f(x) = {a X+bx si0<x< l. Halla a, b y ¢ sabiendo que f(x) es

clnx sil< X

. . 1
continua en (0, «), la recta tangente a f (x) en el punto de abscisa x = T es paralela a

larecta y =—4x+3,yse cumple que I f(x)dx=2.
1

Solucién:

Por ser continua entre 0 e o, debe serlo en x = 1. Por tanto, en ese punto deben coincidir
los limites laterales.

lim f(x) = lim(avx +bx)=a-+b; lim f (x) = lim(cInx)=0

x—1~ x—1~ x—1t

x—1"

Como deben ser iguales =>a+b =0.

En x= % la funcion que acta es f(x) =a+/x +bx.

a a
% +b = f(1/16)=—>—+b=2a+b.
2% /16) 2.1/16

Como la tangente en ese punto debe ser paralelaa y=-4x+3 = f'(1/16)=—4.

Por tanto: 2a+b=-4.

) . a+b=0
Se tiene el sistema =a=-4b=4

Su derivadaes f'(x)=

2a+b=-4

e
La tercera condicion, que J- f (x) dx = 2, no requiere el conocimiento de a y b, pues en
1

ese intervalo f(x)=clInx

Le f(x)dx=2 = J.:(cln X)dx =2

La integral I(c In x) dx = CJ.In x dx se hace por partes.

Tomando:
u=Ihx = du:ldx; dv=dx = v=x
X
cjlnxdx:c(xlnx—J‘dx):c(xlnx—x)

Luego:

I (cInx)dx=2 = c[xInx-x} =c(e-lne—e—(@-In1-1)=c =c=2.
1
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5. Castilla Leon, junio 2013
a) Estudia el crecimiento de la funcion f(x) = x* +3x* —3.

b) Prueba que la ecuacion x* +3x> —3=0 tiene exactamente tres soluciones reales.
Solucién:

a) F(X)=x*+3x -3 = ' (xX)=3x"+6x=3x(x+2) > f'(X)=0six=-20x=0.
« Six<=2, f'(x) >0= f(x) crece.

« SI-2<x<0, f'(xX) <0= f(x) decrece.

« Six>0, f'(x) >0= f(x) crece.

Aunque no se pide, en x = -2 hay un maximo; y en x = 0, un minimo.

b) Teorema de Bolzano:
Si f(x) es una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b] y toma valores de distinto

signo en sus extremos ( f(a) <0< f(b) o f(a)>0> f(b)), entonces existe algin
punto ¢ € (a, b) tal que f(c)=0.

Desde el punto de vista algebraico, este Ax) T I Jx)
i a — ——
teorema asegura que si f(a)_ < Oy l-*"FC ~7% p . f
f(b) >0, entonces la ecuacion f(x)=0 ' ” i

tiene una solucion entre ay b. Esa
solucion sera el punto ¢ cuya existencia afirma el teorema.

Aplicando el teorema de Bolzano a la funcion f(x) = x* +3x* —3 se observa:

. Parax=-3, f(-3)=(-3)*+3(-3)*-3=-3 <0.

. Parax=-2, f(-2)=(-2)°+3(-2)*-3=1>0.

« Parax=-1, f(-1)=(-1)%+3(-1)*-3=-1<0.

. Parax=0, f(0)=-3<0.

« Parax=1, f()=1*+31>-3=1>0.

Como puede observarse:

1) La funcion tiene distinto signo en los extremos del intervalo [-3, —2] = f(x) corta
al eje OX en algun punto del intervalo (-3, -2).

2) La funcion tiene distinto signo en los extremos del intervalo [-2, -1] = f(x) corta
al eje OX en algun punto del intervalo (-2, -1).

3) La funcion tiene distinto signo en los extremos del intervalo [0, 1] = f(x) corta al
eje OX en algun punto del intervalo (0, 1).

En consecuencia, la ecuacion x® +3x> —3=0 tiene tres raices: una entre —3 y —2; otra,
entre —2 'y —1; la tercera, entre 0 y 1.

José Maria Martinez Mediano



ANALISIS (Selectividad 2013)

6. Castilla Leon, junio 2013.

Sea la funcion f(x) = x=2 .

X+2

a) Calcula sus asintotas y estudia su crecimiento y decrecimiento.

b) Dibuja el recinto comprendido entre la rectay = 1, la graficade f(x),elejeOYyla

recta x = 2; calcula el area de dicho recinto.
Solucion:
a) Tiene dos asintotas: una vertical y otra horizontal.

Larectax=-2esA.V., pues |Im—2:oo.
x>-2 X+ 2

Larectay=1es AH., pues Iimx;2 =1.
x>0 X + 2

Derivada:
, X+2-(x-2) 4
f ()= = )
=" a2y

Como la derivada es siempre positiva, la funcion es
creciente en todo su dominio: en R — {-2}.

b) La grafica es la adjunta.

Estudiando los limites laterales puede verse la posicion
de la curva respecto de las asintotas.

El &rea pedida es la de la region sombreada. Su valor es

0 X+2 0 X+2

7. Castilla Ledn, junio 2013.

2 x=2 24 2 2
A:I 1-=—"ldx=| ——dx=[4In(x+2)f =4In4—-4In2=4In2 v*.

Determina, de entre los tridngulos isdsceles de perimetro 6 metros, el que tiene area

maxima.
Solucion:
Sea el triangulo de la figura.
Su perimetro vale 6 = Xx+2y=6 =y :6%
Por Pitagoras: y’ =h2+(§j = h= [y’ -
6—
Sustituyendo el valor de y = T
_ 2
Che \/36 1ix+x T

El area del trianguloes A= %h :

Sustituyendo h por su valor, A(X)="— 2 = %\/QXZ -3x°

Para que el area A sea maxima: A(x)=0y A”"(x)<O0.
18x —9x?

A(x) = —2 X
4+/9x% - 3x3

=0 = 18Xx—-9x°=0 = x=0,x=2.
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En vez de calcular la derivada segunda, que resulta muy engorroso, puede estudiarse el
crecimiento y el decrecimiento de A(X). Ademas, se descarta la solucién x = 0, pues
para ese valor se obtiene el 4rea minima, que es 0 m?.

« Six<2, f'(x) >0= f(x) crece.

« Six>2, f'(x) <0= f(x) decrece.

En consecuencia, en x = 2 se da el maximo buscado, que es el tridngulo equilatero de
lado 2 m.

8. Catalufia, junio 2013 (Serie 4)
Lacurva y = x> y larectay =k, con k > 0, determinan una region plana.
a) Calcule el valor del &rea de esta region en funcién del parametro k.

b) Encuentre el valor de k para que el area limitada sea J6 2
[1,5 puntos por el apartado a; 0,5 puntos por el apartado b]

Solucién:

a) Representando gréficamente las funciones dadas se 21 o
obtiene el recinto sombreado en la figura adjunta.
El punto de corte de la parabola y la recta se da cuando 1

x2=k = x==vk y x=k

Debido a la simetria del recinto, el area viene dada por

JK

JK 3
ZJ- <kk—x2)dx=2(kx—x—j :M.
0 3 ), 3

b) Si se desea que 4kf:\/g = 4k/k =3J6 = k3=%:% — k:g_

9. Cataluiia, junio 2013

Se quiere construir un canal que tenga como seccidn un trapecio isdsceles de manera
que la anchura superior del canal sea el doble de la anchura inferior y que los lados no
paralelos sean de 8 metros. I

A la derecha tiene un esquema de la seccién del canal.

a) Encuentre el valor del segmento L de la grafica en funcién de la
variable x (anchura inferior del canal).

b) Sabemos que el area de un trapecio es igual a su altura
multiplicada por la semisuma de sus bases. Compruebe que, en este

3xy/256 — x?
—

c) Calcule el valor de x para que el area de la seccion del canal sea maxima (no es

necesario que compruebe que es realmente un maximo).
[0,5 puntos por el apartado a; 0,5 puntos por el apartado b; 1 punto por el apartado c]
Solucién:

caso, el area de la seccion viene dada por A(x) =

. . X
a) La anchura superior de la seccion vale 2x. Por tanto, 2L+x=2x = L= 5

2 2 / 2
b) Por Pitagoras: 8 =h*+L* = h® =64—XTZZSGTX = h=$.
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Como el area de la seccién del canal es:

(x+2x) _ 3x256 - X
—

A(X) =" h = AK)

c) El maximo de A(x) se da en las soluciones de A'(x) =0 que hacen negativaa A~ (x).

3v256x% — x*

Si se introduce en la raiz el factor x de fuera, se tiene: A(x) = 1

Derivando,

3(512x —4x°)

8+/256x° —x*
= x=0; x=4128=8V2.

La solucién x = 0 hay que descartarla; por tanto, la solucion buscada es x = 82

Observacion: Aunque el problema indica que no es necesario comprobar que realmente
es un maximo, como es sencillo puede hacerse. Asi: 1) Para valores de x a la izquierda

de x =82 laderivada A'(x) > 0; 2) Para valores de x a la derecha de x = 82 la

derivada A (x) < 0. Por tanto, como la funcion crece a la izquierda de x =82 y
decrece a su derecha, en dicho punto se dara un maximo.

A (x) = , que se anula cuando 512x—4x* =0 = 4x(128—x2): 0

10. Catalufia, junio 2013
La funcion f (x) es derivable y pasa por el origen de coordenadas.

La grafica de la funcién derivada es la que puede ver aqui

dibujada, siendo f"(x) creciente en los intervalos (—o, —3] y=rfx)
y [2, + ). 1\
a) Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la grafica - 2

de la funcion f(x) en el punto de abscisa x = 0.

b) Indique las abscisas de los extremos relativos de la
funcion f(x) y clasifique estos extremos.

Solucién:

a) La ecuacion de la recta tangente es y— f (0) = f"(0)(x—0).
Como la funcion pasa por el origen, se tiene que f(0)=0.
Como puede verse en la gréfica, f"(0)=1.

La ecuacion de la tangente sera: y—-0=1(x—0) = y=x.

b) Los extremos relativos de f (x) se dan en los puntos en los que se anula f"(x).
Estos puntosson: x=-3,Xx=1yx=2.

Ademés:

« Six<-3, f'(x) <0= f(x) decrece.

« Si-3<x<1, f'(xX) >0= f(x) crece. Por tanto, en x = -3 se da un minimo.
« Sil<x<2, f'(x) <0= f(x) decrece. Por tanto, en x = 1 se da un maximo.
. Six>2, f'(x) >0= f(x) crece. Por tanto, en x = 2 se da un minimo.
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11. Catalufia, junio 2013 (Serie 3)

En una semiesfera de radio R inscribimos un cono situando su vértice en el centro de la
semiesfera, tal como se ve en el dibujo.

a) Sabiendo que el volumen de un cono es igual al area de la ;

base multiplicada por la altura y dividida por 3, compruebe P —

< =3
que, en este caso, podemos expresar el volumen como
7-h
v ="2(R2—n?) w
3 N/
b) Encuentre las dimensiones de este cono (el radio de la
base y la altura) para que su volumen sea maximo y

compruebe que se trata realmente de un maximo.
[0,5 puntos por el apartado a; 1,5 puntos por el apartado b]
Solucion:

a) Por Pitagoras: R*=h®+r? = r? =R? -h’.
Como el volumen del cono es:

v =%-nr2h =V =%-n(R2 —h’h =V :%h(RZ —h?)

b) El es funcion de la altura: V (h) :%h(R2 —hz)zg(th—h3).

El méximo de V (h) se da en las soluciones de V' (h) =0 que hacen negativaa V'"(h).
Derivando,

V' (h) :E(R2 —3h2), que se anula cuando R —3h*=0 = h= R
3

Nd

—6mh _ —2nh es siempre negativa, para ese valor de h =

Como V7' (h) = se dael

&l

méaximo buscado.

12. Valencia, junio 2013
Se estudi6 el movimiento de un meteorito del sistema solar durante un mes. Se obtuvo
que la ecuacion de su trayectoria T es y? = 2x+9, siendo —4,5<x <8 ey >0, estando
situado el Sol en el punto (0, 0). Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos
del razonamiento utilizado:

a) La distancia del meteorito al Sol desde un punto P de su trayectoria cuya abscisa es X.
b) El punto P de la trayectoria T donde el meteorito alcanza la distancia minima al Sol.
c) Distancia minima del meteorito al Sol.

Nota. En los tres resultados solo se daré la expresion algebraica o el valor numérico
obtenido, sin mencionar la unidad de medida por no haber sido indicada en el
enunciado.

Solucion:

a) El meteorito sigue una trayectoria que es un arco de
parabola; como se indica en la figura adjunta.

La distancia del P(x, y) = P(x, v2x+9) al Sol, (0, 0),
sera:

d(P.0)=+x* +(V2x+9f
Es una funcion de x: d(x)=+v/x*+2x+9.
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b) El minimo de d(x) se da en las soluciones de d"(x) =0 que hacen positivaa d”"(x).
Derivando,
d(x)= _ &x*z que se anula cuando 2x+2=0 = x = 1.

2 X% +2x+9

En vez de hacer la segunda derivada puede verse que la funcion d(x) decrece a la
izquierda de x =—1 y crece a su derecha.

En efecto:

« Six<-1,d(x) <0= f(x) decrece.

« Six>-1,d(x) >0= f(x) crece. Por tanto, en x = —1 se da el minimo buscado.

El punto de minima distancia es P(—l, 2(-1) +9)z (—1, \/7)

¢) La distancia minima es d(~1)=+/(-1)? +2-(-1)+9 =+/8.

13. Valencia, junio 2013

Dada la funcion f definida por f (x) =sin x, para cualquier valor real x, se pide obtener
razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto de abscisa x = n/6.
b) La ecuacion de la recta normal a la curva y = f(x) en el punto de abscisa x = n/3. Se
recuerda que la recta normal a una curva en un punto P es la recta que pasa por ese
punto Py es perpendicular a la recta tangente a la curva en el punto P.

¢) El angulo formado por las rectas determinadas en los apartados a) y b).

Solucion:

a) La ecuacion de la recta tangente es y— f (/6) = f(/6)(x—/6).

f(x) =sinx —» f(n/6)=sin(%j=%; f'(x)=cosx — f'(n/6):cos(%j=

La tangente es: y—1=£(x nj = y=£x+6_n‘/§.
2 2 2 12

J3
>

6

b) La tangente en el punto de abscisa x = 7/3 es: y—% = %(x—gj .

T +4n+3\/§

La normal sera: y—? = —Z(X—gj & y=-2X

c) Las ecuaciones paramétricas de las rectas obtenidas son:

X= t

+
2 12 12 >

X= t
sEy:—2x+@ = S={y4n+3\/§—2t -V, =(1-2)

Por tanto:

cos (r, s) =cos(V,, V) :| =Ll/;_5\//§4§ =0,2475 — 75,67°.
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14. Extremadura, junio 2013
Estudia si larecta y =4x—2 es tangente a la grafica de la funcion
f (x) = x® + x* —x+1 en alguno de sus puntos.

Solucién:
La recta sera tangente si la derivada de la funcion puede tomar el valor 4, que es la
pendiente de la recta.

fX)=x+x*=x+1 = f"(xX)=3x"+2x-1
La derivada vale 4 si 3x* +2x—1=4 = 3x*+2x-5=0 =
X:—Zi«/4+602{ 1
6 -5/3

La recta y=4x—2 puede ser tangente de la curva en dos puntos,
cuyas abscisas son x =1y x = —4/3.

Por tanto, en los puntos P(1, 2) y Q(-5/3, 22/27). Pero, para que
sea tangente, ademas, la recta debe pasar por alguno de esos
puntos. Como el punto (1, 2) pertenece a la recta, se concluye 2]
que la recta es tangente a la curva en ese punto P(1, 2).

(\Véase la figura).

15. Extremadura, junio 2013

a) Halla, utilizando la formula de integracion por partes, una primitiva de la funcién
f(x)=1+Inx.

b) Calcula el area de la region plana limitada por la curva y = In x, la recta horizontal
y=-1,ylasrectasx=1yx=e.

Solucién:

a) La integral I(1+In x)dx:Idx+jlnxdx:x+.[lnxdx.

La segunda integral se hace por partes, tomando:

u=Ihx = du:ldx; dv=dx o>v=x > Ilnxdx=xlnx—jdx=xlnx—x

X
Luego:

I(1+Inx)dx:x+jlnxdx = x+xInx—x+c=xInx+c.

/“/j

b) El recinto es el sombreado en la figura adjunta. .

J. (Inx—(—l))dx=J. (Inx+1)dx = 0 2 o

1 1 p=-1

= (xInx); =elne-1linl=e AL

Por el apartado a): I(In x+1)dx = xInx—x+x = xInx.
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16. Extremadura, junio 2013
3. a) Enuncia el teorema de Bolzano.

b) Demuestra que alguna de las raices del polinomio P(x) = x* —8x —1 es negativa.

c) Demuestra que P(x) tiene también alguna raiz positiva.

Solucién:

a) Teorema de Bolzano:

Si f(x) es una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b] y toma valores de distinto

signo en sus extremos ( f(a) <0< f(b) o f(a) >0> f (b)), entonces existe algin
punto ¢ € (a, b) tal que f(c)=0.

Significado geométrico: si f(a)<0y )
f (b) > 0, entonces la grafica de f(x) a .;ﬂxj T I_ .
corta al eje OX en un punto, al menos. ' l____,z"c b ‘ a c‘\xf

(Anélogamente si f(a) >0 vy f(b) <0.)
Significado algebraico: si f(a)<0y f(b) >0, entonces la ecuacion f(x) =0 tiene
una solucion entre a y b. Esa solucion sera el punto ¢ cuya existencia afirma el teorema.

b) La funcion P(x) = x* —8x—1 es continua en todo R.

Ademés: P(-1)=1+8-1=8>0; P(0)=-1<0

Por tanto, por Bolzano la funciéon P(x) = x* —8x —1 corta al eje entre —1 y 0 (que es un
nlimero negativo). Esto es, el polinomio P(x) = x* —8x —1 tiene una raiz negativa.

¢) Como P(0)=—1<0y P(3)=81-24-1>0, el polinomio P(x) = x* —8x —1 tiene
una raiz positiva, ente 0y 3.

(Si se quiere estrechar el intervalo, puede verse que como P(2)=-1<0y P(3) >0, se
puede asegurar que entre 2 y 3 existe una raiz).

17. Extremadura, junio 2013

- . . . 3X
Calcule la siguiente integral de una funcién racional: J.—dx :

X2 +x-2
Solucién:
Se hace por descomposicién en fracciones simples.
Como las raices del denominador son x =1y x = -2: x> + x—2 = (x—=1)(x+2), puede
escribirse la igualdad:

3x A N B _A(Xx+2)+B(x-1)
X*+Xx-2 Xx-1 X+2 (x—-D(x+2)
Con esto:
2A-B=0
3x=A(X+2)+B(x-1) = 3x=2A-B+(A+B)x = —=A=1;B=2.
A+B=3
Por tanto:
J. . 3x dx:J. 1 ix+ de:ln(x—1)+2In(x+2)+c
X" +X-2 x-1 X+2
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18. Canarias, junio 2013.

. ., e x<0
Determina los valores de a y b para que la funcion f(x) = ] sea
2a+bsinx 0<x
derivable.
Solucion:

Por separado, para cada intervalo de definicion, las funciones dadas son continuas y
derivables. El Unico punto conflictivo es x = 0, en donde las funciones difieren a
izquierda y derecha.

En ese punto la funcion esta definida, siendo f (0) =e*° =1; para que sea continua,
ademas, debe tener limite en x = 0 y coincidir con su valor de definicion.

Por la izquierda: Six — 07, f(x)=e* — 1.

Por laderecha: Six — 0%, f(x)=2a+bsinx — 2a.

Como ambos limites deben ser iguales: 1 =2a = a=1/2.

g*/? x<0

Luego, la funcién continua es: f(x)= ] .
1+bsinx 0<x

Salvo en x = 0, su derivada es:

1 x/2
, —e x<0
f'(x)=12

bcosx 0<x

La funcion sera derivable en x = 0 cuando coinciden las derivadas laterales.

Six— 07, f(x) :lex’2—> 1
2 2

Six— 0", f'(x)=bcosx —b

Las derivadas son iguales cuando b = % :

e></2 X < O
Por tanto, la funcion derivable es: f (x) = 1+£sin x 0<x'
2

19. Canarias, junio 2013.
Resolver las siguientes integrales:

a) j’5x+;/§dx b) 6sin x
X 0o 5—3C0s X
Solucion:
a) J‘de = _‘-(§+\/§x‘3’2jdx = 5Inx+£x’“2+c = 5Inx—&+c.
X X -1/2 JX

b) Si se hace el cambio cosx=t = —sinxdx =dt.
Ademas: six=m, cost=t =>t=-1;six=0, cosO=t =>t=1.
Luego:

- . 1 1 _
J' 65in x dx:I 6 dtzzj 3t =2In(5-3t)* =2(In8-In2)=4In2.
o 5—3C0S X 1 5-3t 1 5-3t !
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20. Canarias, junio 2013.
a) Determinar los valores de a, b y ¢ sabiendo que la funcion f(x) = x* +ax® +bx+c

tiene extremos relativos en x = 1y x = -3, y que corta a su funcion derivada en x = 0.
Determinar asimismo la naturaleza de los extremos. (1,25 puntos)
b) Calcular el limite:

Iim—\/m_2
x22\2x-3-1
Solucién:
a) f(x)=x’+ax®+bx+c = f(x)=3x"+2ax+b
f"0)=0—->3+2a+b=0
f'(-3)=0—>27-6a+b=0"
Resolviendo el sistema se obtiene:a=3y b =-9.

(1,25 puntos)

En los extremos relativos la derivada vale 0 = {

Luego: f(X)=x%+3x">—-9x+c;y f(X)=3x>+6x-9.
Como f(x) y f'(x) secortanen el origen = f(0)=f"(0) = c=-9.
Por tanto f (x)=x®+3x*-9x-9.

Para determinar la naturaleza de los extremos se hace la derivada segunda y se estudia
el signo en esos puntos.
f7(x)=6x+6
Como 7 (-3)=-18+6<0, en x =-3 se da un maximo relativo.
Como 7 (0)=6>0, enx =0 se daun minimo relativo.

b) Iim—“erz_2 = {9} La indeterminacion se resuelve multiplicando el numerador y
x>2,/2x-3-1 |0

el denominador por las expresiones conjugadas de ambos términos.

i Axr2-2 _{o} o (xr2—2)Yx+2+2)Vax—3+1)
im-——"=| = | = lim

=2 ox-3-1 0] 2(J2x-3-1)Vx+2+2)J/2x-3+1)
(\/x+2)2—22j(\/2x—3+1) iy (x—2)(\/m4r1)
R (2x—4)x+2+2)

= (operando)

= (simplificando)
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21. Canarias, junio 2013.
La figura siguiente muestra un rombo inscrito dentro de un

rectangulo, de forma que los vértices del rombo se sittan en los /f,f’” ~_
puntos medios de los lados del rectangulo. El perimetro del e S o
rectangulo es de 100 metros. Calcular las longitudes de sus ~_ | f,x"‘ﬂ
lados para que el &rea del rombo inscrito sea maxima. -

Solucion:

Si x es la base del rectangulo e y su altura, se tiene que: x+y =50 = y=50—x.
La base y la altura del rectdngulo coinciden con las diagonales, D y d, del rombo, cuya
area viene dada por:
_ _y2
LSS RV x{50—x) _50x—x
2 2 2
El méximo de A(x) se da en las soluciones de A'(x) =0 que hacen negativaa A" (x).
Derivando, -
2im

A’(x)=SO;2X:O — x =25, /
Como A" (x) =-1, para el valor hallado se da el maximo buscado.
Por tanto, se trata de un rombo inscrito en un cuadrado de lado 25 m.

22. La Rioja, junio 2013
Dependiendo de los valores de a, estudia continuidad de la funcién:

ex—l)2 .
f(x) = 71 S|x¢0_

a six=0

Solucién:
La funcion sera continua en x = 0 cuando Iing f(x)=f(0)=a.
X—

X _ 2 X _1)aX 2x_ X
im =2 {Q}(L'H):lim—z(e e’ i e” e =H=(L’H)=
x—0 eX -1 0 x—0 2X€X x—0 Xex 0

2x_ X _
= jim_28 ¢ _271l
=0 1 2x% 140
Por tanto, a = 1.
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23. La Rioja, junio 2013
Enuncia el teorema del valor medio de Lagrange. Para la funcion:

Xsin X SiX<m
f(x :{ . .
acosx+b six>mw
i) Estudia la derivabilidad de f (x) en funcion de a y b; expresa la funcion derivada
f"(x) donde exista.
ii) Calcula el &rea que determina la funcion f(x) en el intervalo [0, «t].

Solucion:
Teorema de Lagrange. Si f(x) es continua en [a, b] y derivable en (a, b), entonces
existe algun punto ¢ e (a, b) tal que M =f'(c).

Interpretacion geométrica: existe un punto perteneciente al
intervalo en el que la tangente a f(x) es paralela a la secante

que pasa por los puntos de abscisa a y b.

i) Por separado, para cada intervalo de definicion, las funciones dadas son continuas y
derivables. El unico punto conflictivo es x = &, en donde las funciones difieren a
izquierda y derecha.
Sera continua cuando lim f(x) = lim f(x).
X—n~ x—*

lim f(x) = lim(xsinx)=nsint=0

X1 X1

lim f(x) = lim (acosx+b)=acosn+b=-a+b

x—n" x—n"

Por tanto, debe cumplirse que —a+b=0 = a=bh.

Sera derivable cuando también se cumpla que lim f"(x) = lim f’(x).

X—7 x—n’

) ; SINX+XCOSX SiX<T
Salvo en x =, la derivada es: " (X) = ) . .
—asinx SiX>m

Luego:
lim £(x) = lim (sin x+xcosx)=—x; lim f'(x) = lim (-asinx)=0
X1~ X—n x—nt x—nt

Como esos valores no son iguales, la funcién nunca sera derivable en x = .
i) Como la funcion f(x) = xsin X no es negativa en el intervalo [0, ], el area pedida
viene dada por el valor de la integral j xsinx dx .

0

Una primitiva se obtiene por el método de integracion por partes.
Haciendo:

X=U = dx=du; sinxdx:dv:v:Isinxdx:—cosx

Luego, Ixsin XdX = —XC0S X + jcos XdX = —XC0S X +Sin X.
De donde:

j xsinx dx = (—xcosx+sin x)g =—n(-) =7 U’
0
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24. La Rioja, junio 2013

ax+b six<0
5sinx—2cosX Six>0

a) Determine el valor de b para que la funcion sea continua en el punto x = 0. (1 punto)
b) Calcule el valor de a y b para que la funcion sea derivable en el punto x = 0. (1,5 p)
Solucion:
a) Por separado, para cada intervalo de definicidn, las funciones dadas son continuas y
derivables. El Unico punto conflictivo es x = 0, en donde las funciones difieren a
izquierda y derecha.
Sera continua cuando  lim f(x) = lim f(x).

X—> X—>

Se considera la funcion f(x) = {

lim f(x) = lim(ax+b)=b. lim (x) = lim (5sinx—2cos x)=-2.
x—0" x—0" x—0" x—0"
Por tanto, debe cumplirse que b =-2.
ax—2 six<0

La funcion continuaes: f(x)=<_ . . :
5sinx—2cosx six=>0

b) Seré derivable cuando también se cumpla que lim f"(x) = lim f(x).

. , a six<0
Salvo en x =0, laderivada es: f"(x) = . . .
5cosx+2sinx six>0
Luego:
lim f'(x)=lima=a; lim f"(x) = lim (5cosx+2sinx)=5 = a = 5.
x—0" x—0" x—0" x—0"

Bx -2 six<0

La funcion derivable es: f(x) =< _ . _ :
5sinx—2cosx sSix=>0

25. Madrid, junio 2013

3

Dada la funcion f(x) = >, Se pide:

X
(x-3)
a) (1 punto) Halla las asintotas de su grafica.

b) (1 punto) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f (x) en el punto de
abscisa x = 2.

Solucion:

a) La funcidn tiene dos asintotas, una vertical y otra oblicua.

En efecto:

3
. X 27 . .
lim-——— = {—} =00 = Larecta x = 3 es asintota vertical.
X—3 (X_3) 0
Por otra parte, la recta y = mx+n es asintota oblicua de la curva f(x) cuando se
cumple que:

m=lim =lim =lim = =(L'H)=...=1.
x>0 X X”°°X(X—3)2 anoX3_6X2+9X } ( )

n=lim(f (x)—mx) = Iim(x—a—xj - m(ﬂj 6

f(X) x® x® {f

o0

x>0 x>n| x> —6X+9 x* —6x+9
La asintota oblicuaes larectay = x + 6.
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b) La ecuacion de la recta tangente a f(x) en el punto de abscisa x = 2 es:
y—f(2)=1(2)(x-2)

Derivando:
() = X (x)—3 2(x=3)" -x*2(x=3) _ 3x*(x—3)-2x"
(x-3f (x-3)° (x=3)’
8 -12-16
f(2)= =8; (2= =28.
(] (-1
La recta tangente es:
y—-8=28(x—-2) = y=28x-48.
26. Madrid, junio 2013
Calcula las siguientes integrales:
_ 2
a) (1 punto) jxxz +39 dx b) (1 punto) I ?’X—+X dx

Solucion:
a)sz_gdx:j( x 3 jdxzj. dx_[f’
X“+9 X°+9 x“+9 X2 +9 X“+9

La primera integral es casi inmediata: es un neperiano; en ella hay que ajustar
constantes.

La segunda integral también es casi inmediata, aunque algo mas dificil: es un
arcotangente. También hay que ajustar constantes.

dx .

:—In(x +9)
3J' 3-1/3) dx = arctan( J C,.

d =—j dx =
. x2+9 "9 i(x/3)2+1i *T 9 (x/3) +1)

Por tanto:
dx = % In(x2 + 9)— arctan(gj +cC.

.x2+

* X—3
J x2+9
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27. Madrid, junio 2013
Dada la funcion f(x) =2cos” x, se pide:

a) (1 punto) Determina los extremos absolutos de f(x) en {_7“ ﬂ :

b) (1 punto) Determina los puntos de inflexion de f (x) en {_7“ ﬂ

/2

¢) (1 punto) CalcuIaI f(x)dx.

0
Solucion:
a) Derivando:
f(x)=2cos’x = f’(x)=2-2cosx{-sinx)=-2sin(2x).
f'(x)=0 = —2sin(2x)=0 = x =0, x = /2, x = —7/2.

Derivando otra vez: f*"(x) =—4cos(2x).

Como 7 (0)=-4cos0=-4 = en x =0 se da un méximo de la funcion.

Como f(x)=2cos®x >0 paratodo x, y se cumple que f(n/2)=2cos?*(n/2)=0,y lo
mismo para —m/2, en esos dos puntos la funcion tiene sendos minimos.

b) 7 (x) =—4cos(2x)=0 = x = /4, X = —/4.

Haciendo la derivada tercera: " (x) = 8sin(2x).

Como f"(u/4)=8sin(n/2)=8=0y " (-n/4)=8sin(—n/2)=-8=0, en amhos
puntos se da una inflexién de la funcion.

. 1+ cos2x .
¢) Teniendo en cuenta que cos® X = — se tiene:

2c0s? xdx = IZ-%dx :J.(1+ cos 2x)dx = x+%sin 2x+K..

Por tanto:

e7/2 /2

ZCOSZXdX:|:X+13in2x:| _T
3

J0

28. Asturias, junio 2013.
Dada la funcion f (x) =(x—a)cos(x), busque el valor del nimero real a sabiendo que

nl2 T
J‘ f(x) dx:E—Z (2,5 puntos)

0
Solucion:
Obtenci6n de una primitiva de f (x) = (x—a)cos(x).

I(x —a)cos(x Jdx = jxcos xdx — ajcos xax .
La primera de esas dos integrales se hace por partes; la segunda es inmediata.
Haciendo:

X=U=dx=du; dv=cosxdx = v=sinx.
se tiene;
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Ixcos Xdx = xsin x—jsin XdX = XSin X+ cos X

Por tanto:

I(x—a)cos(x)dx = jxcos xdx—ajcos xdx = Xsin X +cos X —asin x .

Luego:

/12
nx—a cos(x )dx = (xsin x4+ cos x —asin x mzﬁ—a—l.
(x~a)cos(x)x= )=
0

nl2

Como se desea que I f(x)dx:g—Z = g—zzg—a—l —a=1.
0

29. Asturias, junio 2013.

Considere las curvas f(x)=x*-3x-2y g(X)=x"—-x-2.

a) Encuentre sus puntos de interseccion. (0,5 puntos)

b) Represente el recinto limitado que encierran entre ellas. (1 punto)

c) Encuentre el area del recinto limitado por las dos curvas. (1 punto)

Solucion:

a) Se resuelve la ecuacion f(x)=g(x): x*=3x-2=x"-x-2 = x’—x*-2x=0 =
= x(x2 —x—2)=0 =x=0;x=-1;Xx=2.

Los puntos de interseccion seran: (-1, 0); (0, —-2); (2, 0).

b) La representacion se puede hacer dando mas valores.
También podria verse que f(x)=x?—-3x—2 tiene un maximo en

=—1yunminimoen x = 1, pues: f"(x)=3x —3=3(x2 —1) se
anula en esos puntos.

c) El recinto es el sombreado en la figura.
Su érea viene dada por:

A:j§x3—3x—2—(x2 —x—2))jx+.[(§x2 —x—2—(x3—3x—2))jx

=

= A:J-Ex3 — X’ —2x)1x+jz—x3 + X%+ 2xpix =
-1 0

30. Asturias, junio 13.

Calcule IimM. (2,5 puntos)
=0 tan(3x)
Solucion:
2
|im—'”(1+2X):H = (L'H) = lim . 1¥2X _ _ 2
=0 tan(3x) |0 o0 (1+tan?(3x))3 3
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31. Asturias, junio 2013.

Considere la curva y = % x* —4x° —%x—4.

a) Halle los puntos de la curva en que la recta tangente es paralela a la recta
0=2x+3y—4. (2 puntos)

b) Obtenga la ecuacion de la recta tangente a la curva en x = 1. (0,5 puntos)
Solucién:

a) Larecta dada, 0=2x+3y—-4 < y=—§x+g.

. 2
Hay que buscar los puntos de la curva en los que su derivada valga —3 pues ese es el

valor de la pendiente de todas las paralelas a la recta dada.
yzlx3 _ax?—2x_4 = y'=x? _gx_2
3 3 3

La derivada vale —% Si x2—8x—§=—§ — x*-8x=0=x=00x=8.

Six=0,y=-4— punto (0, —4). Six =8,y =-284/3 — punto (8, —284/3).

b) La ecuacion de la recta tangente a la curva y = f (x) en el punto de abscisa x = 1 es:

y—f@=fOx-1).
25 . 23 : _
Como f(1):—? y f (1)=—?, la tangente pedida es:

y+§:—§(x—1) = y:—gx—2
3 3 3 3’

32. Asturias, junio 2013.

4x+12 six<-1

x? —4x+3 six>-1

a) Haga un dibujo aproximado de la grafica de la funcién f. (0,75 puntos)

b) Calcule el area del recinto limitado por la gréfica de la funcion f, el eje de abscisas y
la recta x = 2. (1,75 puntos)

Solucién:

a) La representacion se puede hacer dando algunos valores, pues las funciones que
intervienen son una recta y una parabola.

Algunos puntos son:

Recta — (-2, 4); (-1, 8).

Pardbola — En primer lugar se observa que es continua, pues
six—>-1%, f(x) > 8.

Puntos: (0, 3); (1, 0); (2, -1); (4, 3). (Figura adjunta).

Sea la funcion f : R — R definida por f(x) :{

b) El recinto es el sombreado en la figura.

Su area viene dada por:
2

A=—J-Zx2—4x+3)jx:—{X—3—2x2+3x} = EEIC :
oo ¥

1
-2+
= — §—8+6 + 1—2+3 =2 u’.
3 3 3
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33. Asturias, junio 2013.
Sea la parabola y = x* —3x+6.
a) Halle la ecuacidn de la tangente a la gréafica de esa curva en el punto de abscisa x = 3.
(0,5 puntos)

b) Haga un dibujo aproximado del recinto limitado por la grafica de la pardbola, el eje
OY vy la recta tangente hallada anteriormente. (0,5 puntos)
c) Calcule el area del recinto anterior. (1,5 puntos)
Solucién:
a) La ecuacion de la recta tangente a la curva y = f (x) en el punto
de abscisa x = 3 es:

y—f(3)=f"3)(x-3).

y=x"—-3x+6 = y=2x-3. 6
Como f(3)=6Yy f'(3)=3, latangente pedida es:

y—6=3(x-3) = y=3x-3. 49

b) Dando valores se obtiene la figura adjunta.
Puntos:

Pardbola — (0, 6); (1, 4); (2, 4); (3, 6). 7 5 4

Tangente — (1, 0); (3, 6).
El recinto es el sombreado. 24

¢) Su area viene dada por: /
3

A=J-Zx2—3x+6—(3x—3))jx: IZXZ —6x+9)ix = {%3—3x2+9x} =9 U
0 0

0

34. Asturias, junio 2013.

Calcule |irTI(2—X)1/(1_X). (2,5 puntos)

Solucidn:

lim(2—x )" = [1°0] — Forma indeterminada. Se resuelve aplicando logaritmos.

x—1

(Nota: habria que exigir que x — 1%).
In(liq(Z—xf’(l‘X))z iimin((2-x)")=tim—_In(2—x)= 0] =

x->11—X
_ imn@2-x) _[0]
ol 1-X 0
Aplicando la regla de L"Hbpital:
-1
iimM@=X)_[0] i 2=x _=1_,
x>l 1—X 0 x->1 —1 -1

Por tanto, lim (2—x)" =e.
X—>
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35. Pais Vasco, junio 2013.

Sea f la funcién definida por f(x)= # Obtener razonadamente:
X" —5Xx+6

a) El dominio y las asintotas de la funciéon f(x).

b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f(x).
c) Realizar un dibujo aproximado de la grafica de dicha funcion.
Solucion:

a) La funcion no esta definida cuando x*> -5x+6=0 - x=20Xx=3.
Por tanto: Dom(f) = R — {2, 3}

La funcion tiene dos asintotas verticales. Las rectas x =2 y X = 3, pues:

. 2 2 ) 2 2
I|m2—= = =ooyI|m2—= Z|=00.
x>2 X° —5X+6 0 x>3 X° —5X+6 0
2

También tiene una asintota horizontal, la rectay = 0, pues lim 2z {—} =0.

x>» X? —5X+6 | o

Como la funcion, para valores muy grandes (tanto positivos como negativos) toma
siempre valores positivos, se deduce que la curva se pega a la asintota, al eje OX, por
arriba.

~2{(2x-5)
— >
(x2 -5x+6)
— Se anula en x = 5/2. Con esto:
. Six<2, f'(x) >0= f(x) crece. También se deduce que la curva se pega a la
asintota hacia +oo.
« Si2<x<5/2, f'(x) >0= f(x) crece. Tambien se
deduce que la curva “aparece” por —o.
« Si52<x<3, f'(x) <0= f(x) decrece. Por tanto, en x

= 5/2 se da un maximo. Ademas, la curva se “pierde” hacia — __04
0.

« Six>3, f'(x) <0= f(x) decrece. También se deduce
que la curva “aparece” por +o.

b) Derivando: f"(x)=

c¢) Con toda la informacién anterior y dando algunos valores
se puede trazar la grafica adjunta.
Algunos valores: (0, 1/3); (1, 1); (5/2, -8) — méaximo; (4, 1);

(5, 1/3).
A0 4
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36. Pais Vasco, junio 2013.

La parébola y :%x2 divide al rectangulo de vértices (0, 0), (4, 0), (4, 2) y (0, 2) en dos

recintos.

Calcular el area de cada uno de los recintos.

Solucion:

La situacion es la que se muestra en la figura adjunta. /
El area del “triangulo” viene dada por la integral, 3

2 g T 8
I (2——x2jdx: {ZX——} =2l
0 2 6 3 .

0
Como el area del rectangulo vale 8 u?, la del recinto de

la derecha sera 8—§ _16 u’,
3 3

37. Pais Vasco, junio 2013.
Se divide un segmento de longitud 200 cm en dos trozos. Con uno de los trozos se
forma un cuadrado y con otro un rectangulo en el que la base es el doble de la altura.
Calcula la longitud de cada uno de los trozos con la condicion que la suma de las areas
del cuadrado y del rectangulo sea minima.

Solucién:

Si x es la longitud empleada en la construccién del
cuadrado, para el rectdngulo se emplearan 200 — x cm.

El lado del cuadrado medira 2 mientras que su - 22
2 2 x4 b
- . X X

superficiesera A. =| —| =—.

P Ao (4) 16
Si b es la longitud de la base del rectangulo, y a su altura, se cumple que
2b+2a=200—X; y COMO a:%:% — 2b+b=200—x = b= ZOZ_X

~ 200-x

5

200—x 200—x _ 40000 — 400X + x*
3 6 18 '
x? 40000 — 400X + x>

La suma de ambas areas es: A(X) =—+
16 18

El minimo de A(x) se da en las soluciones de A'(x) =0 que hacen positivaa A" (x).
Derivando:

Por tanto, el area del rectangulo sera: A; =

. 2x —400+2x 17x-1600 : 1600
AX)=—+ = —seanulasi x=———.
16 18 72 17

Como A" (x)= % >0, para el valor hallado de x se da el minimo buscado.

Las longitudes de cada trozo sera: x = % para el cuadrado; ZOO—% = % para

el rectangulo.
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38. Pais Vasco, junio 2013.

Calcula la siguiente integral J‘%dx , en funcion de a 'y de b.
Solucién:
Por descomposicion en fracciones simples:
ax+b A N B _ A(x=3)+B(x-2)
X2 —5x+6 Xx-2 Xx-3 (x—2)(x-3)
Luego:
ax+b=A(x—3)+B(x-2) = ax+b=(A+B)x-3A-2B.
Por tanto:
a=A+B 3a=3A+3B
= = B=3a+b; A=-2a-b
{b=—3A—ZB {b:—BA—ZB
Con esto:
jf‘x*b dx:J._Za_bdx+J-3a+bdx:(—2a—b)ln(x—2)+(3a+b)ln(x—3)+k
X®—5X+6 X—2 X—3

39. Pais Vasco, julio 2013.
Una franquicia de tiendas de electronica ha estimado que sus beneficios semanales (en
miles de euros) dependen del nimero de tiendas n que tiene en funcionamiento de
acuerdo con la expresion:
B(n) =—4n(2n? —15n+24).
Determina razonadamente:
a) El nimero de tiendas que debe tener para maximizar sus beneficios semanales.
b) El valor de dichos beneficios maximos.
Solucion:
a) El maximo de B(n) se da en las soluciones de B"(n) =0 que hacen negativaa B (n).
Operando y derivando:
B(n) =—4n(2n? —15n+24)=—8n° +60n° —96n = B (n) =—24n* +120n—96;;
B(N)=0= —n°+5n-4=0=n=10n=4.
Derivando otra vez:
B (n) =—48n+120 — Como B”"() >0 y B (4) <0, el maximo buscado se da
cuando n =4.

b) Para n = 4, B(4) = -84° +60-4° —96-4 = 64 — 64000 euros.
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40. Pais Vasco, julio 2013.

Dadas las funciones: f(x)=—, g(x)=9x, h(x)=25x.
X

a) Dibujar el recinto finito, en el primer cuadrante, limitado por las tres gréficas.

b) Calcular el area de dicho recinto.

Solucién:

a) Las funciones dadas pueden representarse dando valores.

. f(x) L es una hipérbola.
X

Puntos: (1, 1); (2, 1/2); (5, 1/5); (1/5, 5)...
« g(x)=9x esunarecta. Puntos: (0, 0); (1, 9).
« h(x)=25x es otra recta. Puntos: (0, 0); (1, 25).

Corte de la hipérbola con las rectas (en el primer cuadrante):
L =9x = 1=9x* = x = 1/3 - Punto C(1/3, 3).

X
1 5% = 1=25x% = x = 1/5 > Punto A(1/5, 5).
X

El recinto es el sombreado en la figura adjunta. Hago un cambio de escala para apreciar
mejor los detalles.

b) El area del recinto sombreado.
Se puede encontrar como sigue:

Area del recinto ABC = area del triangulo OAB + érea del
recinto de extremos BACD - area del triangulo OCD.
54 ajass. 5
El area del recinto BACD es igual a:
301 13 1 1 5
LS (;)dx =Inx,. = Iné—lng =-In3+In5= Ing. bas s
El area del triangulo OAB = /55 :% :
El &rea del triangulo OCD = /33 _ l.
2 2 o B D
51 .5, /1

Por tanto, el area pedida vale l+In———:ln— uc.
2 3 2 3
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41. Pais Vasco, julio 2013.
Dadas la funcién: f(x)=x*+ Ax*+Bx+C.
a) Hallar los valores de los parametros A, B y C para que f tenga un extremoen x=0y
otro en x = 2. ¢Son Unicos dichos parametros?
b) Determinar de qué tipo de extremo se trata (maximo o minimo).
c) Representar f en el caso C = 0.
Solucion:
a) Derivando:
f(X)=x+AxX* +Bx+C = f’(x)=3x"+2Ax+B.
. Siftieneextremosenx=0yenx=2= f(0)=0; f"(2)=0.
Portanto: 0=B; 0=12+4A = A=-3.
El pardmetro C no puede determinarse; por tanto puede tomar cualquier valor.
Luego, la funcién sera f(x)=x>-3x*+C

b) Haciendo la derivada segunda: " (x) =6x—6.

Como f7(0)=-6<0, enx =0 se tiene un maximo relativo.
Como f7(2)=6>0, en x = 0 se tiene un minimo relativo.
Puede hacerse notar queenx =1, f"(x)=0 — Sedaun
punto de inflexion.

¢) ParaC =0, la funcion es f(x)=x3—-3x>.
Corta al eje OX en las abscisas x =0y x = 3.
El mé&ximo relativo se da en el punto (0, 0);
su minimo relativo, en (2, —4).

Otros puntos son: (-1, —4); (1, -2), PI.

Su gréfica es la adjunta.

42. Pais Vasco, julio 13.
Explicar en qué consiste el método de integracion por partes y aplicarlo para calcular las
siguientes integrales.

.xln(x)dx y chos(Zx)dx

Solucién:
. .xln(x)dx — Tomando: u=Inhx = du:idx; dv=xdx = v:x—z2
Se Eiene: "

:xln(x)dx = X—;Inx—jx—;%dx:x—;ln x—jgdx:x—zzln x—XT:+c.

. | xcos(2x)dx — Haciendo: x =u=>dx=du; dv=cos(2x)dx = v=1sin2x.

Se tiene:

. x cos(2x)dx = gsin 2x —%J‘sin(Zx)dx = gsin(2x)+%cos(2x)+ c
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43. UNED, junio 2013.

. L In7x . - . -
Se considera la funcion f (x) =—— . Estudie el dominio, asintotas, crecimiento,
X

posibles puntos de méximo y minimo relativo y haga un dibujo aproximado de la
gréfica de la funcion f. Nota: In x designa el logaritmo neperiano de x.

Solucién:

La funcion esta definida solo para valores de x > 0, pues asi lo exige el logaritmo.
Asintotas:

. In7x {an* —o0
e |lim = =

} =—o0 = Larecta x = 0 es una asintota vertical de la curva;

o0 X 0" 0
que tiende hacia —oo por la derecha del 0.
1
. In7x [ ] oy _ ] :
. lim—==|=|=(LH)= lim 1 =0 = Larectay=0esasintota horizontal de la
X—>+00 X o0 X—>+0

curva; que tiende hacia 0 por encima de la asintota, pues toma valores positivos.

Crecimiento:
x-InTx 1-In7x e
f'(x)=X——="—" — seanula cuando 1-In7x=0 = Tx=e = x=—.
X X
« Si O<x<;, f'(x)>0 = f(x) es creciente. 2-(\
|
. Si x>§, f'(x)<0 = f(x) es decreciente. 0 :

2 2 4 6 8
, e P -
« En consecuencia, en x = - la funcion tiene un

méaximo (absoluto). No tiene minimo.

., e
El valor de la funcién en x = - es

te/)="e _7 Lo,
el7 e

44. UNED, junio 2013.
Calcule I(xz +3x—1)3dx.

Solucion:
Operando la expresion (x2 +3x—1)3 = x° +9x° + 24x* +9x® —24x +9x 1.
Por tanto:

J-(x2 +3x—1)dx = J.(x6 +9X5 + 24" +9X° — 24X% + 9X —1}iX =

3x® 24x> 9x’ 5 9X?
+ + —8X"+———X+CcC
2 5 4 2

X7
= —+
.
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45. UNED, junio 2013.

6
Sea la funcion f(x) = GX—S Estudie el dominio, asintotas, crecimiento, posibles
X° +

puntos de maximo y minimo relativo y haga un dibujo aproximado de la grafica de la
funcion f.

Solucion:
La funcion esta definida en todo R, pues x®+5>0 para todo X.
Asintotas:
6
« lim———=1, pues el numerador y el denominador tienen el mismo grado y el
x>® X7 +5

mismo coeficiente principal. Por tanto, la recta y = 1 es asintota horizontal de la curva;
que tiende hacia 1 por debajo de la asintota, pues el denominador siempre vale mas que
el numerador.

Crecimiento:
°(x® +5)-x°6x° _ 30x°
(x6 +5)2 (x6 +5)2
« Six<0, f'(xX)<0 = f(x) es decreciente.
« Six>0, f"(X)>0 = f(x) es creciente.
En consecuencia, en x =0 la funcién tiene un minimo (absoluto). No tiene m&ximos.
Enx=0, f(0)=0.
Otros puntos son:
(-2, 64/69); (-1, 1/6); (1, 1/6); (2, 64, 69) ... Puede observarse que la funcion es par,

simétrica respecto del eje OY.
Su gréfica es la siguiente.

f'(x)= bx — se anula cuando 30x° =0 = x=0.

—% 1 —
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46. UNED, junio 2013.

Calcule Iex cos x dx .

Solucién:
Para calcular Iex cosx dx hay que aplicar dos veces el método de integracion por

partes.
1) Haciendo:

u=e*y dv=cosxdx = du=e*dx; v=sinx
Luego:

Iexcosxdx = exsinx—J.exsinxdx.

La segunda integral, Iex sin x dx, también debe hacerse por el método de partes.

2) Tomando:

u=e*y dv=sinxdx = du=edx; v=—cosx
Luego:

Iexcosxdx = e*sin x—J.eXsinxdx = e*sin x—(ex(—cosx)—j e*(—cosXx) dxj =

= Iexcosxdx = e"sin x+excosx—jexcosxdx
Pasando la integral del segundo miembro al primero:

Zjexcosxdx: e*sin x+e* cos x

1 .
Por tanto, Iexcosxdx = Eex(smx+cosx)+c
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