Ejercicios de integrales 1

Observacion: Esta seleccidn de integrales se puede ampliar con las propuestas en mi libro de
Matematicas Il: AQUI.

Integrales inmediatas

1. Resolver las siguientes integrales:

. 2 _ 2 4
2) j de b) [ dx 0 j 3TXAX gy
X JX°+9 1 X
X [ 5 X
d) JX2_4dx e) . (x —2x+3)dx f) j(Ze +5)dx
)I1+X h) (ezx—x2+i2jdx i) I(Zsinx—tanx)dx.
o X_
Solucion:
a) de = J‘(E+\/§x‘3’2jdx = 5Inx+£x‘“2 +C = 5Inx—i+c
J X X ~1/2 Jx
b I ——In X“+9)+
). X2 +9 2 X2 +9 ( )

P29 2 4 2 2
c) 3)(—3+de = I (%—ierde = I (3x‘3—£+XJdX =
J1 X 1 X X ! X

2 2
= -3 ke X ] = (2 om2e2 ][ 2onte E )22 e
2x 2) s 2 2)" 8

) [ a2 [ dk-Tin(x -4+

e) j(x5—2x+3)dx=%—x2+3x+c

f) I(Zex +5)dx=2eX +5x+¢C

. 3 1
0) L+x° dx —J.(%+i2jdx:j(x‘4+x‘2)dx:x—+x—:—i—i+c
J X x* x

d 3
b) (ez —X +ijdx_1 2X—X—+4In(x—2)+c
R X—2 2 3

)] I(ZSin X —tan x)dx = IZsin xdx—J.tan xdx = —2cosx+I —sInX dx — (puede observarse
COS X

que en el numerador esté la derivada del denominador) = —2cos x +In(cos x)+c
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Ejercicios de integrales 2

3

2. Calcula la siguiente integral indefinida: dx.
x2+1
Solucion:
Descomponiendo el integrando (dividiendo):
X X x—x X(Xz +1)_X V.
x>+l x2+1 X2 +1 X2 +1
Por tantO'

2 2
—dx J.( X jdx=x——i f—xdx:x——lln(x2+1)+c
X% +1 X% +1 2 2Jx+1 2 2

-7
3. Halla: J‘xz(x?’ +1) dx

Solucion:
Es practicamente inmediata. Bastaria con ajustar constantes y recordar que

n n+1
I 00 (00) dx =)

n+1
En efecto:

sz (x3 +1)_7 dx :%f<3x2)(x3 +1)_7 dx :%-T+c =

-1 1 1
= 4Cc=———"——+C
3

(-6)(x*+1)’ 18(x* +1)°

+C .

También puede hacerse el cambio x® +1=t = 3x%dx = dt = x%dx = %dt .

Luego:
. R -6
sz(x3+1) " dx :I(x3+1) ! xzdx:jt gdt_%t—6 c:—%Jrc:——lS(X:H)e +C

Descomposicion en fracciones simples

4. Calcula la siguiente integral: I—dx.
X“+Xx-2

Solucion:
Se hace por descomposicion en fracciones simples.

Como las raices del denominador son x =1y x = —2: x> + x—2 = (x-1)(x + 2) , puede
escribirse la igualdad:

3x A N B :A(x+2)+B(x—1)
X+Xx-2 X-1 X+2 (x-1)(x+2)
Con esto:
2A-B=0
3x=A(x+2)+B(x-1) = 3x=2A-B+(A+B)x = —A=1;B=2.
A+B=3
Por tanto:
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J‘ZLdXZJ‘ 1 dx+I 22dx:ln(x—1)+2In(x+2)+c
X+

X“+Xx-2 x-1
5. (PAU, junio 2013) Calcula la integral ﬁdx en funcion de ay de b.
Solucion:
Por descomposicion en fracciones simples:
ax+b __A N B _ A(x-3)+B(x-2)
x> -5X+6 x-2 Xx-3 (x—2)(x-3)
Luego:
ax+b=A(x-3)+B(x-2) = ax+b=(A+B)x-3A-2B.
Por tanto:
{ a=A+B {3a=3A+3B
= = B=3a+b; A=-2a-b
b=-3A-2B b=-3A-2B
Con esto:
Izw(—+bdx=j_2a_bdx+Iga+bdx:(—2a—b)In(x—2)+(3a+b)In(x—3)+k
X°—5x+6 X—2 X—3

Integracion por partes

6. Calcula las siguientes integrales.
a) Ix(ln x) dx b) Jx(cost)dx c) Iexcosx dx d) J(x+l)ezxdx

Solucion:

2
a) J.x(lnx)dx — Tomando: u=Inx = du:idx; dv=xdx = v:%
X
Setiene'
2
x(Inx)dx = —Inx j——dx_—lnx I dx_—lnx—XT+c

b) | x(cos2x)dx — Haciendo: x =u=>dx=du; dv=(cos2x)dx = v :%sin 2X.
Se tiene:

.x(cos 2x) dx =§sin ZX—%f(sin 2x)dx :g(sin 2x)+%(cos 2x)+c

c) Iex cosx dx.

1) Haciendo: u=¢€*y dv=cosxdx = du=e*dx; v=sinx
Luego:

Iex cosx dx = e*sin x—jexsinxdx.
La segunda integral, Iex sin x dx , tambien debe hacerse por el método de partes.

2) Tomando: u=e* y dv=sinxdx = du =e*dx; v=-cosx
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Ejercicios de integrales 4

Luego:

Iexcosx dx = exsinx—jexsinxdx = exsinx—(ex(—cosx)—j e*(-cosx) dx) =

= jexcosxdx = exsinx+excosx—jexcosxdx
Pasando la integral del segundo miembro al primero:

ZJeXcosx dx = e*sin x+e* cosx

1 .
Por tanto, je*cosx dx = Eex(sm X+C0SX)+C

d) J.(x +1)e¥dx = I xe2*dx + Iezxdx
La primera integral, I xe2*dx , debe hacerse por partes; la segunda es inmediata.
Tomando:

u=xydv=eXdx = du=dx y v:%ezx
Luego,

Ixezxdx = xLle —JAiezxdx _Xeax _Leax

2 2 2 4

Como Iezxdx - %ezx +c, se tendré que:

I(x +l)e2xdx :Ixezxdx+jezxdx = X2 —ie2X +1e2X Fo= X +1e2" +C
2 4 2 2 4
7. Calcula: I 2x[In(x)J* dx

Solucion:
Se toman las siguientes partes:

u=2x[In(x)] = du= [2[In(x)]2 + 2x-2|n(x)%)dx ;. dx=dv = v=x
Luego,
I 2x[InCOF dx = 2x[InGOF -x—Ix(Z[In(x)]z +2x-2|n(x)%jdx=

= 2x[In(x) -x—ij[In(x)]zdx—J4x|n(x)dx = (trasponiendo la 12 integral)
=2 I 2x[In(x)Fdx = 2x[In(x) [ x— J 4xIn(x)dx (1)

Ahora se trata de resolver j 4xIn(x)dx, que también se hace por partes.

Tomando ahora:
u=Ilhx = du:idx; dv=4xdx = v=2x?
X
Se tiene que:
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I4x|n(x)dx = 2x2Inx—J‘2x21dx:2x2 Inx—ijdx:szlnx—xz.
X
Sustituyendo en (1):
ZJZX[In(x)]de: 2x[INO)JF x —2x% In(x) + x* =

2

- J-ZX[In(X)]ZdX =x*[In(9J = x*In(x) +X?+C = XZ([M(X)]2 —In(x) +%j+c,

8. Calcula F(x) = jmdx.
2X
Solucioén:

La primitiva, F(x) = jmz(—x)dx, puede hacerse por partes.
X

Tomando:
u:lnxydv:idx:du:ldxyv:jidx:ilnx.
2X X 2X 2
Por tanto:
F(x) = Im—xdx Inx—Inx J"”X '”Xd Im—xdx Inxtlnx =
2X 2
ZIm—de Inx—Inx:Jm—de_i(lnx) +cC.
Estoes: F(x)== (Inx) +C.
Problemas
9. Halla el valor de las siguientes integrales definidas:
o4 _ 3
a) [ 272 b)j (x2 - 2)ox.
Ja (x+1) 1
Solucién:
°d 4 _ 4 4
a) X 52dx:j x+1 ?dx:j L6 - dx:(ln(x+1)+i] =
.3(x+1) 3 (x+1) 3| X+1 (x+1) x+1)|,
= In5+§— In4+§ :In5—ln4—izln§—i.
5 4 10 4 10

o[- :(?y}(gﬁ)@z}%

Observacion: El valor de estas integrales no coincide con el area comprendida entre el eje OX
y la funcion dada en el intervalo indicado.

10. Halla el valor de la integral definida: I _bsinx_
0o 5—3C0SX

Solucioén:
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. 6sin x " . .
La integral J T 8cosx dx es practicamente inmediata. Hay que observar que en el

—3C0S X

numerador “estd” la derivada del denominador y recordar que J‘% dx=In f(x).
X

Por tanto, ajustando constantes, se tiene:
mdx:Z mdx=2ln(5—3003x)+c
5-3cos x 5-3cos x
Tambiéen puede recurrirse a un cambio de variable.
Si se hace el cambio cosx=t = —sinxdx =dt.
Ademas: six=m, cost=t =>t=-1;six=0, cosO=t =>t=1.
Luego:

x . -1 -1
J‘ 65in x dX:I 6 dtzzj =3 gt=2in(5-3t)" =2(In8-In2)=4In2.
o 5—3c0sX 1 5-3t , 5-3t !

1

11. Dada f(x) =ax® +(-3—a)x? +2x+1, halla el valor de a para que I f (X)dx =3
0

Solucion:

1 1
j f(x)dx=3 = j (ax3+(—3—a)x2+2x+1)dx=3 =
0 0

= Ex4+_3_ax3+x2+x
4 3 0

Luego, la funcién pedida es f (x) =—24x3 + 21x% + 2x +1.

1
=3= a=-24.

12. Halla la funcién f(x) cuya derivada es f(x) = 2xe> y que, ademas, cumpla que
f(0)=2.
Solucion:

La funcion f(x) es una primitivade f'(x) =2xe**: f(x)= ijesxdx.
Esta integral se hace por partes, tomando:

U=2x = du=2dx: dv=edx = v:%eSX

Luego:
f(x) :j2xesxdx oy les —J‘Ziesxdx = g(xe5X —J‘ef‘xdx) -2 xe™ —le5X +C
5 5 5 5 5
Como f(0) =2, entonces: f(0)=g[0—le°J+c:2 = c:2+£:5—2.
5 5 25 25

Por tanto, f(x)=g xe* —Lesx |4 32
5 5 25

13. Halla la funcién f(x) sabiendo que f(0)=1y que su derivadaes f'(x)= (x—1)3(x—3) :
Solucion:

La funcién pedida debe ser una primitiva de (x —1)3 (x—3); esto es:
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f(x):j(x—l)s(x—B)dx
Operando:

(x=1)*(x=3) = (x*~3x® +3x~1}(x~3) = x* ~6x° +12x* ~10x+3
Luego:

£ = [ (x* —6x® +12x2 ~10x+ 3)dx = =x5 — D5 4 433 — 532 4 3x 4 ¢
5 4

Como f(0)=1 = c=1;y, portanto: f(x) =%x5 —gx“ +4x3 —5x% +3x+1.
14. Se sabe que la derivada de una funcién f(x) es f'(x)= (x+1)-(x2 —4) . Determina la

funcion f sabiendo que f (0) = %

Solucion:
La funcién f (x) sera una primitivade f'(x)= (x+1)-(x2 —4) ;

X4 3

f (x) :I(x+1)-(x2—4)dx:j(x3+x2—4x—4)dx:7+%—2x2 —4X+cC

1 1 ¥ 3, 1
Como sesabeque f(0)== = c==.Luego f(X)=—+—-2X"—4x+=
7 7 4 3 7

15. Haciendo el cambio de variable e* =t halla las siguientes integrales:

e* e 2
a) J. > dX b) I—Zx ——dx C) J. —dx
(1+ex) e +3e" +2 3+3e
Solucién:
a)Si e’ =t = e*dx=dt.
Por tanto:
X —_ —
_[ ¢ de:_[ L 2dt:I(1+t)_2dt:—(1+t)_1+c: P
(1+ex) (l+t) 1+t 1+e

e* 1
b) | = dx= | dt
e +3e* +2 t°+3t+2
Por descomposicion en fracciones simples:

1 A B =A(t+2)+B(t+1) 1o A(t+2)+B(t+D) = A=1

2+3t+2 t+1 t+2  (t+1)(t+2) B=-1
Por tanto,

jz;dx:j(i—ijdt:In(t+1)—|n(t+2)+c=lnﬂ+c

t°+3t+2 t+1 t+2 t+2
X X
Luego: Ize—dx:lne le+c
e +3e*+2 e’ +2
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c) Si se hace e* =t:>exdx:dt:>dx:ixdt=%dt.
e

Luego:

I 2 dx=gj L gt
3+3e* 3J t(1+1)

La segunda integral se hace por descomposicién en fracciones simples:.
1 A B A(l+t)+Bt {A+B:O
=

= B=-1.

tLet) t 1rt t(Let) A=1

Por tanto:

[ o2 dt=3K1-i]dt=3(|nt—|n(1+t))+c=
3+3e* 3Jt(1+t)  3JUt 1+t 3

Luego: I dx=§(x—ln(1+ex))+c

3+3e*

16. Halla el area del recinto limitado por las curvas de las funciones: f(x)=x>-3x-2y
g(x)=x>-x-2.
Solucion:
— Puntos de corte de las gréaficas
Se resuelve la ecuacion f(x)=g(x): x*-3x-2=%x"-x-2 = x*-x*-2x=0 =
= x(xz—x—z):o =Xx=0;x=-1;x=2.
Los puntos de interseccion seran: (-1, 0); (0, -2); (2, 0).

— La representacion se puede hacer dando mas valores.

También podria verse que f(x)=x*-3x—2 tiene un maximo en
x=-1yunminimoenx=1, pues: f(x)=3x* —3:3(x2 —1) se
anula en esos puntos.

— El recinto es el sombreado en la figura.
Su éarea viene dada por:

A= Zx3—3x—2—(x2—x—2))1x+ﬁx2—x—2—(x3—3x—2) X =

-1 0

= A:Rﬁ—xz—2x)1x+jz—x3+x2+2x)jx =
0

-1

17. (PAU, junio 2013). La parabola y = %xz divide al rectangulo de veértices (0, 0), (4, 0), (4,

2) y (0, 2) en dos recintos.

Calcula el area de cada uno de los recintos. ) /
Solucion:

La situacion es la que se muestra en la figura adjunta. /

El area del “triangulo” viene dada por la integral, - - r y
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2 1 X3 ? 8 2
I(Z——xzjdx: 2X——| == u-.
o772 6, 3
16

. . . .o 8
Como el 4rea del rectangulo vale 8 u?, la del recinto de la derecha sera 8—5 =3 u

18. Halla el area sombreada en la siguiente figura. Las curvas son: y =8x y
f(x)=-x3+12x.

Solucién:
: y =—x° +12x
La curvay la recta se cortan en las soluciones de o =
y=0oX
= 8x=—X+12x= x*-4x=0= x(x2—4):0 —=x=-2;x=0;x=2.

Como el area solicitada aparece sombreada en la figura dada, atendiendo a la simetria, se
tiene que:

S =2j2(—x3+12x—8x)dx=2]2(—x3+4x)dx = 2(_X_4+2x2}
0 0 4

2
=2(-4+8)=8 u%

0

Www.matematicasimmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/�

