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Solucion de los Problemas Propuestos

1. La grafica de la funcién f (x) es la adjunta.

Determina, justificando brevemente la respuesta,

los siguientes limites: :

a) lim f(x); b) lim f(x); ]
X——4 x—0" 1 /

¢) lim f(x); d) lim £ (x); S R ——
x—0" X—2 - / /’W

e) lim f(x); f) lim f(x). N
X—>—00 X—>+00

¢En qué puntos es discontinua? ;Es evitable la

discontinuidad en alguno de esos puntos?

¢ Tiene la funcion alguna asintota? Si es asi, indicalas.

Solucion:

a) Iim4 f (x) = 0. Aunque la funcion no esta definida en x = —4, el valor de la funcion se acercaa 0
X—>—

por ambos lados: por la izquierda y por la derecha.

b) lim f(x) =+o0. Cuando x — 0, la funcién toma valores cada vez mayores.
x—0"

c) lim f(x) =-2.
x—0"
Es obvio que en x = 0 la funcion no tiene limite: los limites laterales deben existir y ser iguales.
d) lim f(x) no existe (no coinciden los limites laterales): lim f(x)=2 # lim f(x)=-2.
X—2 X—2~ x—2*
e) lim f(x) =—o0. La funcién toma cada vez valores mas grandes y negativos.

X——00

f) lim f(x) = 0. La funcion se acerca cada vez mas al eje OX.

X—>+0

« Lafuncidn es discontinua en los puntos x =—4,x =0y x = 2.
En x =4, por no estar definida; en x =0y en x = 2, por no existir limite.
La discontinuidad puede evitarse en x = —4, definiendo f(-4)=0.

« La funcion tiene una asintota vertical en x = 0: a la izquierda de x = 0, cuando x — 0, la curva se
va al infinito, pegandose cada vez mas a la recta.

También tiene una asintota horizontal, la recta y = 0: cuando x — +oo, la curva se acerca cada vez
mas a la recta.

2. Halla, por sustitucion (si se puede), el valor de los siguientes limites:
. . —3X+2 . —3X+2 . 4x+4
a) I|m(4x2—7x+2); b) im ————; o) lim———; d)lim——-.
x—>-3 x>-12X°+3x+1 x=0 2x° 43X +1 x>-1 x° -1
Si en algln caso no se puede determinar el limite directamente, intenta hallarlo con la calculadora.
Solucion:

Sustituyendo se obtiene:
) lim (4x* ~7x+2) = 4(-3)* ~7-(-3) +2=36+21+2=59.

b) lim —23x+2 _ —3;(—1)+2 :Ezioo.
x>-12x°+3x+1 2-(-1)°+3(-1)+1 O
0 lim—>*2 _2_4

0 22 +3x+1 1
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d)“m4§+4:40?+4:9:
o>1x2-1  (-1)’-1 0
En ese caso, dando valores proximos a —1, por la izquierda y derecha, se tiene:
X— -1 —1" <« X
X: -11 | -1,01 | -1,001|... ...|-0999 | -099 | -0,9
f(X):]-1,9048|-1,9900|-1,9990 | > —2 < |-2,0001 | -2,0101 | -2,1053
Por ambos lados la funcién se acerca cada vez mas a —2; por tanto, puede concluirse que
. 4Ax+4
lim——=-2.
x>-1 x° -1

&?

3. Halla el valor de los siguientes limites:

a) Iing«/Zx—3; b) Iin_11«/3x—1; c) |in;a/x_2; d) "mlezm;

e) IXiLr?](2+ xe*?); f) Iim(log?j—c_)l); 9) lim(cos(2x+m)); h) Iim(tangj.

X—1 X—T X—>TC
Solucién:
a) limy2x-3=426-3 =9 =3.

b) Iim1J3x—1 = J—-3—-1. Este limite no existe: la funcién no esta definida para los puntos préximos a
X—>—

x=-1
C) Iirg Jx—2=+2-2=0. Este limite solo existe por la derecha de x = 2; esto es lim +/x—2 . Para
X—> x—2"

valores de x proximos a 2, pero menores que 2, la funcion no esta definida.

d) ||m e2><+2 — e2-(—1)+2 — eO :1.

X——-1

e) Iirrg](Zerex‘z):2+3e3‘2 =2+3e.

) 20 20
lim| log—— |=log—— =1og10=1.
" H( ng—lj g3-1—1 g

9) lim(cos(2x+))=cos(2n+m)=cos(3r)=—1.

X—>7

h) Iim(tan gj =tan g = o0 . En este caso puede convenir distinguir el comportamiento de

X—>T

X o
f(x)=tan > cuando X — 7~y cuando x — x*. Esta distincién puede hacer con la calculadora,

observandose que:

« parax<m, porejemplo, x=3,1, f(3,1) =tan 371 ~ 48,08 — la funcion toma valores muy grandes y

X—T

positivos. Se cumple que lim (tan g] =tan % =+00.

« parax>m, por ejemplo, x=3,2, f(3,2) =tan 3—22 ~ —34,23 — la funcién toma valores muy grandes

y negativos. Se cumple que lim (tan g) =tan % =—0,

x—n*
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2

4. a) Halla el limite de f(x) = % en los puntos x = -1, x =0, ‘; L\
x =1y x =4. ;A cuanto tiende la funcion cuando x — +o0? 2

Confirma tus resultados sabiendo que su grafica de es la adjunta. imnNMERERREEN
b) Indica los puntos de discontinuidad de la funcion. Si alguna de sus e \ | 28 45067
discontinuidades es evitable, ;coOmo se evitaria? -2

Solucion:

a) Como es una funcidn racional pueden presentarse dificultades cuando el denominador se hace 0.

. . X°=3x-4 143-4 0
e Six—-1:lim > = - =
x>l X7 —4x 1+4 5

Graficamente se ve que cuando x — —1, la funcion se acerca a 0.

2
« Six—>0:; Iimw:—‘l:iw.
x-0  X©—4xX 0

Como se observa en la grafica, la recta x = 0 es asintota vertical.

2
. Six—1: lim2 23X 4_1-3 4=—6=2.Efectivamente, en la grafica se ve que f (1) =2.
-1 X% —4x 1-4 -3

« Six—4 lim—; = = =lim——-
x4 X2 —4X 16-16 0 x(x—4) x4 X 4

Aunque la funcién no esta definida en x = 4, graficamente se ve que por ambos lados se acerca a 5/4.

x2—3x—4_[16—12—4_9} _ Iirn(x—4)(x+1) x+1_5
X—4 '

2

. X . .
{f} = lim — =1. (Larectay = 1 es asintota horizontal).
00 X—to0 Y

2
. . X°=3x-4
e SiXx— *oo: ||m2—:
x—oxo X4 —4X

b) La funcidn es discontinua en los ceros del denominador: x =0y x = 4.

La discontinuidad puede evitarse en x = 4, pues existe el limite; se evitaria definiendo f (4) = g

En x = 0 no puede evitarse, pues en ese punto no existe limite.

2 —
5.Sea f(x)= XZXTlG4 . Halla, justificando el resultado, el valor del limite de f (x) cuando x tiende
+

a0, 1, -4 e . ¢ Tiene la funcién alguna asintota? Si es asi, da su ecuacion o ecuaciones.
Solucion:
Sustituyendo en cada caso:

2_ —_—
e« Six—0: lim 2X 16 = 0-16 =4
-0 x“+3x—4 0+0-4
2_ — —_—
« Six—1: lim 2X 16 _ 1716 _ 15=J_roo.
-1 x*+3x-4 1+3-4 O

Como Iin; f (x) =+00 = la funcion tiene una asintota vertical: la recta x = 1.
X—>.

x> —16 _[0}: (x+4)(x=4) . x-4 -8 8

e Six—>-4lim—o——-=
x>-4 X°+3x—4

0

m - —_ T — .
-4 (x+4)(x-1) »4x-1 -5 5
2 2
¢ Six— oo Iimzx—16: 2= IimX—Z:Iim(l):l.
x>0 X“4+3X—4 | oo x>0 X5 X
Como lim f (x) =1 = la funcion tiene una asintota horizontal: la rectay = 1.

X—0
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6. Halla, justificando el resultado, el valor de los siguientes limites:

3x-3 X -3x+2 _4x-20 3P —4x+1
a) lim————; b) lim ————; ¢) lim— ; d) |Im2—,
1 X* +5X—6" x>-2 X" 4+ 3X+2 x5 X~ —5X -1 x° -1
— 2 —_— —
&) lim 3x-3 f) lim X +3x; g) lim 4x% - 2x? , h) lim 4x° +2X° 10x
x>6 X +5X -6 x—>-1 X+1 x>0 x> —5x x>0 x> —5x
Solucién:
3x-3=3(x-1
a) lim -3 _ 3°3 —{9} — descomponiendo en factores: § ( )
1 x2+5x—6 1+5-6 |0 X“ +5x—6=(x—1)(x+6)
_ 3(x .3 3
— I = —_— .
oL (x<1)(x+6) *1x+6 7
3 _ — 2 X*—2x+1 2 _
by lim X 3X+2 _—8+6+2 { } - x\( )_“mx 2x+41_9 _ o
X 13x+2  4-6+2 |0 ok (xP2)(x+1) x>2  X+1 -1
Laigualdad x°—3x+2=(x+2)(x* —2x+1) se obtiene dividiendo por Ruffini.
Lo mismo puede hacerse con el denominador: x* +3x+2=(x+2)(x+1).
_ 4(X£5) .
c) lim 4x=20 _20-20 {O}—>(Sacandofactorcomun)-Ilm%ﬂzllmf:ﬂ.
x5 x2—5x  25-25 |0 x5 X(X-5) *5x 5
2 _ - -1)(3x-1
d) fim 3 24x+1:3 4+1_[0 :“m(x\ )( )_im3x 1.2,
o1 X -1 1-1  [0] 1 (xD)(x+1) 1 x+1 2
3x-3 18-3 15
e) lim =— —>w;
x—6 X* +5X -6 36+30 6 0
2 _ _ 2 - _
f) lim X +3X: 1-3 :—Zzioo.Puedeverseque lim X +3X= 1-3 :—2=+oo;mientras
x>1 x+1 -1+1 O x>-1- X+1 141 0O
. X% +3x
que lim =—0,
x—>-1" X+1
3 _oy? x(4x* —2x 2 _
g) lim M{Q}:"m ( ):“m4x 2x_0 o
x>0 X? —5X 0] o x(x-5) 0 x-5 -5
4 2xi—10x [0] . X(4x*+2x-10)  ax’12x-10 -10
h) lim > =|—|=lim =lim = =2.
x>0 x*—5x 0] =0  x(x-5) x>0 X-5 -5
n n-1 n
7. Justifica que lim P X+ 84X +...+a1x+a0 :{f}: lim 22X en los casos:
x—x0 Q(X) X—”wb x™ +bm 1X +...+b1X+bO 0 x—+o0 XM
a2 3 3
a) lim =X Ay i SEAX. 0 lim X2 gy jim XX
x>0 2% 43 52X x>0 5x? +1 x>0 2x* —3x% +1
Solucion:

Un procedimiento para justificar el resultado indicado consiste en dividir el numerador y el
denominador de la funcion dada por la mayor potencia de x presente en la expresion. Ademas, en
todos los casos se tendran en cuenta los signos.
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2
a) Para calcular lim M pueden dividirse el numerador y el denominador por x*. Asf:
X—>+0 2X° +3
—3x2+4x 3+4
—3x? 2 2 =3+
lim —2X X im XX~ (simplificando) = lim — X =—2 pues 2y = 50,
x—>+0  2X° +3 Xx—+0 2X 3 x>+ 3 2 X~ X
X X X
. 3+4x oL . Lo
b) Para calcular lim . , dividiendo numerador y de nominador por X, Se tiene:
X—>-0 9—~2X
3+4x 3+4
. 3+4x : . x 3 5
lim = | X = |lim2—=—=-2,pues=y=—-0.
x>-05-2X  x--09—2X x_>—oo§_2 -2 P X Y x_)
X X
X3 +2x 14 2
3 W33 V2
) Igualmente, fim X 2% = jim X°_X° _ jjy x> _ 140 1 __
x>0 5x2 41 x>==5x* 1 x>=95 1 0740 0
"33 X X3
X* X
d) Dividiendo cada término de la expresion por x*:
x3  5x 1 5
3_ Ny v 3 -
Iim—j( 5;( =i . _gim—x x> __0-0 _0_
o0 2xT=3x 41 o 2xT 3T ] x>0, 3 1 2-0+0 2
x*oxt Xt X x
8. Halla las asintotas de las siguientes funciones racionales:
D F0=; ) = (=2 d) f)=—
X—3 X—2 X+3 X
Solucion:
Recuerda:
« Si lim f(x) =0, entonces la recta x = a es una asintota vertical de la curva y = f (x).
X—a

(Las funciones racionales pueden tener asintotas en los puntos que anulan el denominador).

« Si lim f(x)=1 se concluye que la rectay = | es una asintota horizontal de f (x).

X—>00

(Las funciones racionales tienen asintotas horizontales cuando el grado del denominador es igual o
mayor que el grado del numerador).

a) f(x)= 2—)(3 — Dom (f) = R — {3}. En x = 3 tiene una asintota vertical.

En efecto: d )

4 1\ 2
im-2X - 6 _%_. 6] 1\ S@=—
x=»3Xx-3 3-3 0 41 RN -

e _ J I —
La asintota es la recta x = 3. }_—_2__&____: _______ h—
« También tiene una asintota horizontal, ya que v %el S —
2X 2X 6 4 -2 1%2,4 6 8 1012
lim ——=Ilim—=1Iim2=2. e
X—)ooX—3 X—o X X—>00 44 ® ) y_13
s 7 I
La asintota es la recta y = 2. 64 |

Su gréfica es la adjunta.
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b) f(x)= 1_3;( — Dom (f) = R — {2}. En x = 2 tiene una asintota
X_

vertical.

En efecto:

. 1-3x 1-6 -5

lim =——=—=10w,
x>2X-2 2-3 0

La asintota es la recta x = 2.

» También tiene una asintota horizontal, ya que

. 1- .= .
lim X _ lim =X lim (-3) =-3.
Xx—wo X—2 x>0 X X—>00
La asintota es la rectay = 3. PR
2x—4 1 10
2x—4 . =75 P8
c) f(x)= i — Dom (f) = R — {-3}. En x = -3 tiene una J e
X+ o |4 2
asintota vertical. B S Yoo
En efecto ||m 2X_4=_6_4=_10=i(x) 4-12-10 -8 -6 di 2 ; 4 6 B
x>3 x+3 -3+3 O o
La asintota es la recta x = —3. E ’:
« También tiene una asintota horizontal, ya que '
im 222 _jim 2 _lim2=2.
X250 X+3  xom X x>
La asintota es la recta y = 2.
—4
d) f(x)=— — Dom (f) = R - {0}. 10
X g
En x = 0 tiene una asintota vertical. P x=0
En efecto: Cx
4 — e .
lim Al +oo. La asintota es la recta x = 0. e — "Lg 2
x—=0 X 0 10-8 64 -2 ‘2/.¢s 10
S . . . -4 -4 ]
« También tiene una asintota horizontal, ya que lim —=—=0. : f
x—o X le'e} . i
La asintota es la rectay = 0. s
Su gréfica es la adjunta.
9. Halla las asintotas de las siguientes funciones racionales:
2X X+ 2 2x? X2 +1
a) f(x)= ; b) f(X)=F——:0 W=7 d) FX)=r——F7
x> -9 X% +3x+2 x(x—4) (x=2)(x-1)
Solucion:

En el problema anterior se recordo el criterio para hallar las asintotas de una funcion racional.

X

a) f(x)=
si hay asintotas verticales.
Enx=-3: lim 22X = _—6 = _—6 =+ = larecta x = —3 es asintota vertical.
x>-3x—-9 9-9 0
2X 6

. 6 ; .
Enx=3: lim 5 =——=—=100 = larecta x = 3 es asintota vertical.
x=>3x“=-9 9-9 0

22 5 — Dom (f) = R — {-3, 3}. Hay que hacer el limite en esos puntos para determinar
X

Www.matematicasimmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

Matematicas 1° Tecnoldgico. ANALISIS. Tema 15: Limites y continuidad de funciones 177

o . . : . 2x .2 2
- También tiene una asintota horizontal, ya que lim ——=lim — = lim—=—=0.

X—=0 Xc—9 x—>w X X—o X 00

La asintota es larectay = 0.

X+2
b) f(X)=———
) 1) X2 +3x+2

que hacer el limite en esos puntos para determinar si hay asintotas verticales.
Enx=-2: lim 2X+2 =[ —2+2 =9}: lim X = lim in:—l.
x>2x2+3x+2 [4-6+2 0] x>2(xF2)(x+1) x>-2(x+1) -1

Como existe limite (no vale ), en este punto no hay asintota vertical. (Se trata de una
discontinuidad evitable).

] X+2 -1+2 1 , .
Enx=-1: lim i te 2o +oo = la recta x = —1 es asintota vertical.

x—>-1%2 4+ 3X+2 B 1-3+2 0
» También tiene una asintota horizontal, ya que

X+2 X 1

. . . 1 .
lim ————=1lim— =Ilim==—=0 = Laasintotaes larectay = 0.
X—o XS 4+3X+2 XxowX X—o X 00

— Como X?+3x+2=0six=-20x=-1= Dom (f) = R —{-2, —-1}. Hay

2x2 e
c) f(x)= W no esta definida en los puntos x = 0 y x = 4. En esos puntos puede tener una
X(x-
asintota vertical.
2
Como lim X :9 =lim 2X :i =0 = En x =0 no hay asintota vertical.
x—0 X(X—4) 0 X—)O(X—4) -4
2 32 ] .
Como lim———=— =400 = larecta x = 4 es asintota vertical.
x>4X(x—-4) 0
También tiene una asintota horizontal, pues
o 2xA _2x? ) G ] .
lim—X —iim—2 = Ziim X —lim2=2 = larecta y = 2 es asintota horizontal.

X—>00 X(X—4) X—>00 X2—4X O ) X2 X—>00

X“+1

(x-2)(x-1)

determinar si hay asintotas verticales.

2

Enx=1: lim X“+1 = 1+1 =Z =400 = larecta x = 1 es asintota vertical.

x-1(x-2)(x-1) (-1)-0 0
2

Enx=2: lim X"+l :4+1:§:ioo = la recta x = 2 es asintota vertical.
x->2(x—2)(x-1) 01 0

. También tiene una asintota horizontal, ya que

d) f(x)= — Dom (f) = R — {1, 2}. Hay que hacer el limite en esos puntos para

2 2 2
lim X—+1= lim 2X—+1= lim X—2= liml=1 = Laasintotaes larectay = 1.
x—m(X—Z)(X—l) x>0 X5 —3X+2 x>0 X X—>00
3 2
. . . XT—2x°+1
10. Halla la asintota oblicua de la funcion f (x) =2—2+.
XS+

Solucién:

Como el grado del numerador es igual a (1 + el grado del denominador) , la funcion tiene una
asintota oblicua.

Puede determinarse de dos formas.
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1) Mediante limites.

. . . f .
Si su ecuacion es la recta y =mx+n, entonces: m= lim ) y n= Ilm(f(x)—mx) ,conm#£0e
X=X X—>00
00, Y N # o,
Esto es:
f D . G RS S GRS RS
m= lim ﬂz | uz lim &z lim X_=1’

x—+0 X X—>+o0 X(XZ + 2) x>t XS 4+ 2X X0 X3

[ x¥—2x% 41 (x¥—2x?+1-x3—2x [ —2x®—2x+1
n=lim | =—————=-x = lim a = lim| == 2" =
X—>+o0 X5+ 2 X—>+o0 X+ 2

_9y2
n= Iim( 22( }:—2.
X—>*00 X

Laasintotaes larecta y=x—-2.

3 _ny2
2) Haciendo la division %XH
X“+2
xX—2x2  +1 [x*+2
—x° —2X X—2 s
22 9 N f(x)—x —2X +1_,)7(:27.+—4x+5
T X X2 +2 T X242
2x> 44
—4X+5

—4X+5

X2 +2

se acerca cada vez mas al valor y = x—2, que es la ecuacion de una recta:

3 2
lim £ () = lim X =2 _ jim [ x— 24 2249 ) jim (x—2) + lim [ ZXF2
X—>00 X—>00 X2+2 X—>00 X2+2 X—>00 X—>0 X2+2

Como para valores grandes de x, cuando x — oo, el sumando — 0, se deduce que la funcion

Ademas, este procedimiento permite determinar facilmente la posicion de la curva respecto de la su
asintota, pues:

. . —4x+5 . 3_2x
SiXx— —o, el término ——— — 0" (compruébalo) = f(x)= %XH =x—-2+0",
X +2 X +2
que indica que la funcion es algo mayor que la recta: luego, hacia 10
—oo, la curva va por encima de la recta. [
. o —4x+5 _ , f(_'n;):_‘—
Si X — +oo, el término o — 0™ (compruébalo) = X +2
X<+
3 2
XT—2x°+1 _
f(X)=——F——=x-2+0",
X“+2

que indica que la funcion es algo menor que la recta: luego, hacia
+o0, la curva va por debajo de la recta.
Su gréfica es la adjunta.

Www.matematicasimmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

Matematicas 1° Tecnolégico. ANALISIS. Tema 15: Limites y continuidad de funciones

3

11. Halla las asintotas de la funcion f(x) = 2X ;l.
X

Solucién:

La funcion no esta definida en x = 0: Dom (f) = R — {0}.
2x3 +1 _1_

En x = 0 tiene una asintota vertical, pues lim—;
x>0 X 0

Tanto a la izquierda como a la derecha de 0 la funcidn tiende hacia
+o0; luego, la curva se pega, por ambos lados, al semieje positivo OY.

También tiene una asintota oblicua, pues el grado del numerador es 1
+ el grado del denominador. Su ecuacion es la recta y =mx+n,

siendo

lim f(x)_m y lim(f(x)-mx)=n,conmy n# .
X—o X X—>0
3
Estoes: m= lim ()_ lim 2X +l= lim 2+i =2;
X—>Fo0 X X—>to0 X3 X—>+o0 X3

3
n= lim 2x +1—2 = lim i =0.
X—>1o0 )(2 X—>zo0 X2

La asintota es la recta y = 2X.
2x3 +1

Como f(x)—y=

179

1 o : ]
—2x=—, se deduce que la funcion siempre va por encima de la asintota.
X

Se hace un esbozo de su grafica dando algunos valores y teniendo en cuenta la posicion de la curva

respecto a sus asintotas.
Algunos valores:
(-2, -15/4); (-1, -1); (1, 3); (2, 17/4); (3, 55/9); ...

12. Halla Ias asintotas de las funciones:
X2 +2X x> -3x+6
a) f(x)= - = -

x2-9 D) 1) X—2
Solucion:
a) La funcién no esta definida en x = =3: Dom (f) = R — {-3, 3}.
En x = -3y en x = 3 tiene sendas asintotas verticales, pues:

 x3+2x -33 X3 42x 33
lim =——=100 y lim
x>-3 x2-9 0 >3 x2—9 0

_|_

También tiene una asintota oblicua, pues el grado del numerador es
1 + el grado del denominador. Su ecuacion puede obtenerse haciendo la

L X342x
division 5 .
X -9
X3 +2X x> -9 ;
ek W > =
X“ -9 X -9
11x
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10 1

2
b) La funcion f(x) = L;HG no esté definida en x = 2. \\ :
X_
A
En x = 2 tiene una asintota vertical, pues: 12 8 kj: % 8 12 16
N

. —x*-3x+6 -4 |

im————— =— =+4w. A

x-2  X—-2 0 01N

I X
o . . | N

También tiene una asintota oblicua, pues el grado del numerador es 1 + el ol

grado del denominador. Su ecuacion puede obtenerse haciendo la division

x> -3x+6
X—2
Por Ruffini:
-1 -3 6
2 2  -10 X2 —3X+6 4
= f(x)= =—X—5———
T — (x) —5 oAz v

x/2

13. Dada la funcion f(x)= ¢
1+x

a) lim f(x); b) lim f(x); c) lim f(x); d) lim f(x).
x—0 x—-1 X—>—00 X—>+00

¢Podria asegurarse que la funcién tiene alguna asintota? Si la respuesta es afirmativa indica su

ecuacién o ecuaciones.

, calcula:

Solucion:
] ex/2 eO
a) lim =—=1.
01+x 1
x/2 e—l/2
b) lim = =+ = Larecta x = -1 es asintota vertical.
->-11+x 0
eX/Z e—oo O
c) lim =—=—=0= Larectay =0 es asintota horizontal.
X—>—0 1+ X —00 —00
e></2 +00
d) lim = =+o0. — Aunque a este nivel no se tienen instrumentos para afirmarlo, este

x>0 ]+ X 400

limite es +oo0. Con la calculadora se puede ver facilmente: basta con dar a x un valor grande. Por
50
e

ejemplo, si x = 100, f(100)= - 5,1310".

14. Halla, justificando el resultado, el valor de los siguientes limites:

) lim——FL gy im¥XE222 ) i XL d) lim YX+2=X
o154 x -2 o2 x—2 o1 fx -1 -2 2x—4

Solucion:

Si apareciese la indeterminacion 0/0 (y asi va a suceder) habra que multiplicar y dividir cada funcién

por la expresion conjugada del término que lleva raiz, ya que el producto de las expresiones

conjugadas permite eliminar la raiz cuadrada: (\/K+ B)(\/K— B) = A—B?.

El producto del otro término no suele convenir hacerlo; asi, en el limite que sigue, el producto en el
numerador, (x+1)(\/5+ X+ 2), no se realiza, lo que facilitara la simplificacion posterior.
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a) lim —2*1 [Hl O} lim (X+1)(\/5+_X+2) _"m(x+1)(\/5+_x+2):
aBax-2 [Va-2 0] on({Bax-2)(VBrx+2) 7 5+x-4
- U a) 2

b) lim m‘z{ﬁ‘zi}:|im(m_2)(M+2)=|im (xr2-4) _
o2 X=2 2-2 0] ot (x-2)(Vx+2+2 =7 (x-2)(Vx+2+2)

him— SR S

(xR (r2+2) o (Jxea+2) 242 4

0] (x—l)(\/;+l) o ( 1)(\/;+1) L ~ ~
95 [o)- 'x»l(&1)(&+1)"x'£‘2%-':ﬂ1(&”)ﬁ”z-

oo [ o] (T2 ()
x—>2 2X—4 4-4 0 x—2 (2X—4)( X+2+X) xaz(zx_4)(m+x)

x x+1 —X— _
- tim—— 072N lim— XL 3.3

X2 2 /2( x+2+x) X”22(\/m+x)_2'4__§.

—> Laexpresion x+2—x? = —(x2 —X— 2) , siendo su descomposicion factorial la que se indica en el

numerador.

15. Lafuncion f(x)= 2 es la representada en la figura. y

Teniendo en cuenta su grafica y los conceptos de limite halla: |

a) lim f (x); b) lim () ) lim £ (x). :\

d) Indica su dominio de definicion. R Lt R

1
e) Halla la ecuacion de sus asintotas. \ I
I

Solucién:
a) I|m f (x) no existe. La funcion no esté definida en los alrededores de x = 0.

b) lim f(x) = lim /4”
x—1t =1t x=1

Q) lim () = lim \/4“12 =\/Iim 4“12 _Ja-2.

X—>0 X—

d) La funcion esta definida cuando ax+2

>0, que se cumple cuando los términos de la fraccion

=x>1.

) ) . {4x+2<0 {x<—1/2
tienen signos iguales:

x—1<0
Luego, Dom (f) = R - [-1/2, 1].

4x+2>0 X>-1/2
=>X<-1/2;

=
x<1 Xx-1>0 x>1

e) Sus asintotas son las rectas: x = 1, vertical; y = 2, horizontal.

Www.matematicasimmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

Matematicas 1° Tecnoldgico. ANALISIS. Tema 15: Limites y continuidad de funciones 182

16. Halla los siguientes limites:

a) lim (3*); b) lim (0,57} ¢) lim (x+e); d) Iim( 4 J

X—>+00 X—>+00 X—>—00 x—to\ @X 4 x
Solucion:
En todos los casos el limite puede hacerse sustituyendo y teniendo en cuenta que: sia>1, a™ —o;
a” z%—)O;siO<a< 1, a*™ —0.

a

a) lim (3“) =3%* =320,

X—>+00

b) lim (0153X75):0’5+0075 :0’5+00 -0.

X—>+0

c) lim (x+ex):—oo+e‘°° =-0+0=-00,
X—>—00

d) Iim( 4 j:izo; Iim[ 4 j: 4 =0.
x—>—ol @X 4 x —o0 x—+ool @X 4 x +00 400

17. Halla los siguientes limites:

a) lim (log(3-x)); b) lim (log(3-x)); ¢) lim (Inﬁj; d) lim (In_x)

X—>+00 X—>—00 X—>+00 X X—>+00 X

Solucion:

a) lim (Iog(3— x)) =log(—) : no existe. El logaritmo de los nimeros negativos no esta definido.
X—>+00

b) lim (log(3—x))=log(+ex)=-+wo.

X—>—00

c) Xirllw(lngj = In(%) = |n(0+)=—oo .

. Inx) +o0 , - )
d) lim (— =—=¢7? En este curso no se esta en condiciones de calcularlo; no obstante, si
X—>+00 X —+00

representas la funcion (puedes utilizar Google) veras que ese limite vale 0.

18. Halla los siguientes limites:

a) lim (1+sinxj; b) lim (xcos(3x));  ¢) lim (cos%j; d) lim (tan nx—lj_

K00 X X—>00 X—>0 X—>o0 4X+2
Solucion:
. (1+sinx) 1+sin(wo) .
a) lim = =0: el seno nunca es mayor que 1; ni menor que —1.
X—>00 X o0

b) lim (xcos(3x)) =00-C0S(20) — Nno existe: oscila permanentemente.

X—0

X—>00 X o0

c) lim (coslj :cosl =cos0=1.

d) lim| tan L an( 1im P2 ) Stan T oa,
X—3%0 4xX+2 x—0 4X + 2 4
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19. Halla los puntos en los que no son continuas las siguientes funciones:

3X X—2 X+1 2x-1
a) f(X)=— b) f(x)= : c) f(x)= : d f(X)=————.
) F0=—=" ) H=5— Q=" ) f="

X2 +
Solucién:

3X . R , .
a) f(x)= 1 no es continua en x = 1, pues no esté definida en ese punto. En los demas puntos si

es continua.

X—2
X% +3x

de x*+3x=0 = x =0y x = -3. Por tanto, es continua en R — {3, 0}.

b) f(x)=

no es continua en los puntos en los que no esta definida, que son las soluciones

X+1 P . Lo
) f(x)=— 1 esta definida siempre: el denominador no se anula en ningun punto. Por tanto, es
X° +
continua siempre.
2x-1 . g
d) f(x)= Zox 15 no es continua en los puntos en los que no esté definida, que son las
X — —

soluciones de x> —2x-15=0 = x =

2+./(-2)2-41:(-15) 2464 28 [5
21 2 2 |3

Por tanto, es continua en R — {-3, 5}.

20. Aplicando limites laterales comprueba si son continuas o no las siguientes funciones definidas a
trozos.

2—X, SIx<L2 x> -1 six<l -2x+2, six<0
a) f(x)= : b) f(x)= ' : c) f(x)= )
)19 {xz—Zx, si X > 2 ) 109 {Inx, six>1 )19 e, six>0
Solucién:
) £ () 2—-X, Six<2
a X) = )

X2 —2X, Six>2

Por separado, cada una de las funciones es continua en su intervalo de definicién (la primera funcion es
una recta; la segunda, una parabola). Habra que ver si también es continua en el punto x = 2, el de
union/separacion; para ello los limites laterales deben valer lo mismo, y ser igualesa f(2)=2-2=0.
Como lim f(x)=lim(2-x)=2-2=0y lim f(x)=lim (x*-2x)=2°-22=0,

x—>2* x—>2"

X—2" X—2"

se deduce que la funcion también es continua en ese punto.

x> -1, six<l

g f(x):{ Inx, sixx1

los limites laterales son igualesa f (1) =In1=0.

. El Gnico punto que presenta dudas es x = 1. Sera continua en ese punto Si

Como lim f (x) = Iim(x2 —1):1—1:0 y lim f (x) = lim(Inx)=In1=0 son iguales, se deduce que
x—1* x—1"

x—1" x—1"

la funcion también es continua en ese punto.
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—2X+2, six<0 . . .
i ) . El'inico punto dudoso es x = 0. Sera continua
e, six=0

c) f(x) ={
si los limites laterales son iguales a f (0) =e® =1.

Como lim f(x) = Iim(—2x+2)=0+2=2 y lim f(x)=lime*=e’=1
x—0" x—0" x—0" x—0"

son distintos, se deduce que la funcidn no es continua en ese punto.

2X+5
21. Estudia mediante limites la continuidad de la funcion f (x) =14 x> +2x+1
—X*+2
Justifica el resultado graficamente.
Solucion:

184

Ay =—2x+2

Sxy=e"
21 | o 2 2 4
X< -2
-2<x<1.
Xx>1

La funcion dada esta definida mediante tres funciones continuas. Por tanto, los Unicos puntos
dudosos son x = -2y x = 1. En esos puntos, la continuidad exige que exista limite (los limites

laterales deben ser iguales).
« Enx=-2: lim f(x)= lim (2x+5):1; lim f(x)= lim

X—>—2" X—>—2" x——2" X—>—2"

« Enx=1:

x—1" x—1" x—1"

Como se trata de una funcion lineal y de dos parébolas, pueden
dibujarse dando valores.
Puntosde f(x)=2x+5 — (-4,-3)y (-3,-1).

(x2 +2x+1) =

1 = es continua.

lim f(x) = lim (x* +2x+1)=4; lim f (x) = lim (-x*+2) =1 = no es continua.
x—1*

Puntos de f(x)=x*+2x+1 = (-2,1), (-1,0)y (1, 4).
Puntosde f(X)=-x"+2 — (1,1), (2,-2) y (3, 7).
Como puede verse, la funcion es continuaen x =-2; noloesen x = 1.

22. Para qué valor de a es continua cada una de las funciones:

2 f(X):{a—x six<4 ) f(x)={

X216 six>4'
Solucién:

x2+x—3, six<1

x+a, Six>1

a) Por separado, cada una de las funciones dadas es continua en su dominio de definicion.
La Unica duda se presenta en x = 4. Sera continua si los limites laterales coinciden con su valor de

definicion, que es f(4)=4°-16=0.
Por la izquierda: IirI] f(x)=lim(a-x)=a-4.

X—4~

Por la derecha: lim f (x) = lim (x* —16)=16-16=0.

x—>4" x—>4"

Sera continuasi a—4=0 = a=4.

x> +x-3, six<1

six>1

dudoso, deben coincidir los limites laterales con su valor de definicion.
Como

lim f(x) = lim (x* +x-3) =1+1-3=-1;

x—1" x—1"

Luego, debe cumplirse que —1=1+a=a=-2.

b) Para que la funcion f(x) = {
X+a,

x—1" x—1"
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23. El precio (en cientos de euros) de un nuevo modelo de teléfono mavil viene determinado por la

, 7+ 2t7 . , . .
funcion P(t) = 7 donde t mide el nimero de meses transcurridos desde su lanzamiento al
t

mercado.

a) ¢Cudl fue su precio inicial? Comprueba que su precio baja en los dos primeros meses. (A cuanto
tiende al cabo de 10 meses?

b) Con el paso del tiempo, ¢hacia qué precio tiende?

Solucién:
o 7+0° : _
a) En el momento inicial, t = 0: P(0) = ——— =1,75 cientos de euros = 175 €.
0+2)
. 2 . 2
Parat=1yt=2: Pl) =2+ -9 _1 , 100€; P2)=1"22 _1_0 9375 , 9375€
(1+2) 9 (2+2)" 16

2
Cuando t — 10, lim T+t = 7+200

. — ~1,4375 — 143,75 €.
10 (14.2) 12

b) Con el paso del tiempo (a largo plazo; cuando t — =) el precio tendera a 200 €, pues:
2 2 2
lim(P(t))=lim 24 —tim "2 _jim 2 5.
t—o t—o (t + 2) toot +4t+4 too t

24. Supongamos gue el beneficio de una empresa, en millones de euros, para los préximos 10 afios
ax—x%, si0<x<6

2X, si6<x<10
a) Halla el valor del pardametro a para que f (x) sea una funcion continua.
b) Para a = 8 representa su grafica e indica en qué periodos de tiempo los beneficios crecen o
decrecen.
Solucién:
a) Para que la funcidn sea continua es necesario que en el punto x = 6, Unico que presenta dudas,
coincidan los limites laterales.

lim f(x) = lim (ax—x*)=6a-36; lim f(x) = lim (2x) =12
x—>6"

X—6" X—6" X—6"

Serd continua cuando 6a—36=12—=6a=48—=a=8.

viene dado por la funcion f (x) :{ , siendo x el tiempo transcurrido en afios.

—x2, si0<x< 20
b)Sia=8, f(x)=, 0% X s10=x<6 18
2X, Si6<x<10 16
Puede representarse dando valores. 14
. Intervalo [0, 6], f(x)=8x—x> — es una parabola. 2

Puntos: (0, 0); (2, 12); (4, 16), Vvértice; (6, 12).

« Intervalo (6, 10], f(x)=2x — esuna recta. 6
Puntos: (7, 14); (10, 20). 4
Los beneficios crecen los cuatro primeros afios y los 4 Gltimos; decrecen en 2
el periodo (4, 6): afios 5° y 6°.

f% 2 4 6 8 1012
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25. Debido a la contaminacidn, el nimero de peces P(x) (en miles) de un acuario se ajusta a la

funcién P(x) =/x+1—+/x , siendo x el niimero de afios transcurridos desde comienzos de 2015.

a) ¢Cuantos peces habia a comienzos de 2015? ;Cuantos habra a finales de 2035?
b) (Cémo evolucionara la poblacion de peces a largo plazo?
¢) Haz un esbozo de la grafica de P(X).

Solucioén:
a) El 1 de enero de 2015, t = 0, luego P(t) =J0+1-+/0 =1: habfa 1000 peces.

A finales del afio 2035, t = 20, luego habra P(20) =+/21—+/20 ~0,1104; unos 110 peces,

b) A largo plazo, cuando t — oo, la poblacion tiende a lim (»\/t +1—Jf).

t—oo
_ _ («/t+l—«/’f)(\/t+l+\/t_) ) 1 1
|Im(x/t+1—\/t-):[oo—oo]=llm =lim =[—}:0.
t—o0 t—w ( t+1+\/t_) t—)oo( t+1+\/t_) o0
Esto significa que el eje OX es una asintota horizontal de la funcién.
c¢) Dando algunos valores a t se
obtienen los puntos: muiles
(0, 1); (1, 0,4142); (2, 0,3178); o8]
(4, 0,23619); (8, 0,1716); AP AN
(20, 0,1104), ... — . —
Su gréfica es la adjunta. ol 2 a4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24  ados
2013 2023 2033
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