
Madrid EvAU, Mat II, junio2023      1 

 

http://www.matematicasjmmm.com  José María Martínez Mediano 

 

 

http://www.matematicasjmmm.com/


Madrid EvAU, Mat II, junio2023      2 

 

http://www.matematicasjmmm.com  José María Martínez Mediano 

 
 

http://www.matematicasjmmm.com/


Madrid EvAU, Mat II, junio2023      3 

 

http://www.matematicasjmmm.com  José María Martínez Mediano 

SOLUCIONES 

 

 
Solución: 

Sean x, y, z el número de camiones de los tipos A, B y C, respectivamente.  

Con los datos del enunciado se obtiene: 

1x y z+ = +  → relación entre los tipos de camiones; 

1
0,10·24 ·28

7
y z=  → el 10 % de todos los camiones de tipo B… 

14 24 28 302x y z+ + =  → toneladas totales extraídas hoy. 

 

Se obtiene el sistema: 

1

2,4 4 0

14 24 28 302

x y z

y z

x y z

− − = −


− =
 + + =

  

1

3 5 0

7 12 14 151

x y z

y z

x y z

− − = −


− =
 + + =

 

 

Aplicando el método de Gauss: 

 

1

3 5 0

7 12 14 151

x y z

y z

x y z

− − = −


− =
 + + =

  

1

3 5 0

3 7 1 19 21 158

x y z

y z

E E y z

− − = −


− =
− + =

  

1

3 5 0

3 3 19 2 158 3·158

x y z

y z

E E z

− − = −


− =
− =

 → 

7

5

3

x

y

z

=


=
 =

.  
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Solución: 

a) La función ( )
2

23( ) 1f x x= − será par si ( ) ( )f x f x= − . 

Como ( )( ) ( )
2 22 233( ) 1 1 ( )f x x x f x− = − − = − = , la función es par (simétrica respecto del 

eje OY). 

 

b) La función ( )
2

23( ) 1f x x= −  está definida en todo R. En x = 1, su valor es 0. 

Además, ( )
2

23

1
lim 1 0
x

x
→

− = ; luego es continua en x = 1. 

Derivada; 

( )
2/3

2( ) 1f x x= −   ( )
( )

1/3
2

23

2 4
(́ ) 1 ·2

3 3 1

x
f x x x

x

−

= − =
−

 → no está definida en x = 1. 

Por tanto, no es derivable en x = 1. 

 

c) Al ser par basta con estudiar cómo se comporta para valores de x ≥ 0. 

La derivada se anula en x = 0. 

Como no es derivable en x = 1 hay que considerar los intervalos: (0, 1) y (1, +). 

→ Para valores de 0 < x < 1, (́ )f x  < 0  la función es decreciente.  

→ Para valores de x > 1, (́ )f x  > 0  la función es creciente.  

Por tanto, en el punto x = 1 la función tiene un mínimo absoluto, aunque no sea derivable. 

 

Para valores situados a la izquierda de x = 0, por ser par: 

→ Para valores de −1 < x < 0, (́ )f x  > 0  la función es creciente.  

→ Para valores de x < −1, (́ )f x  < 0  la función es decreciente.  

Por tanto, en el punto x = 0 la función tiene un máximo relativo; y en x = −1, otro mínimo, 

también absoluto. 

 

Como la función no es derivable ni en x = −1 

ni en x = 1, en esos puntos la función tiene 

sendos picos. 

 

Aunque no se pide, su gráfica es la adjunta. 
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Solución: 

a) Los puntos A(1, −2, 3), B(0, 2, −1) y C(2, 1, 0) 

determinan los vectores: 

 AB  = (0, 2, −1) − (1, −2, 3) = (−1, 4, −4); 

 AC  = (2, 1, 0) − (1, −2, 3) = (1, 3, −3). 

Como los vectores AB  y AC  son linealmente 

independientes (basta con ver que ·AB k AC  para 

cualquier valor de k), entonces los puntos dados forman un triángulo. 

 

El plano que determinan es:  

1

2 4 3

3 4 3

x t h

y t h

z t h

= − +


  = − + +
 = − −

  

1 1 1

2 4 3 0

3 4 3

x

y

z

− −

  + =

− − −

  1 0y z  + − = .  

 

b) La recta que contiene a los puntos A y B es: 

1

2 4

3 4

x t

r y t

z t

= −


 = − +
 = −

. 

Se corta con el plano z = 1, cuando 
1

3 4 1
2

t t− =  =  (sustituyendo en r), y = 0; 
1

2
x = . 

El punto de corte pedido es: 
1

,  0,  1
2

P
 
 
 

. 

 

c) El perímetro del triángulo es: 

 ( ) ( ) ( ), , ,p d A B d A C d B C= + +  = AB AC BC+ +  = 

  2 2 2 2 2 2 2 2 2( 1) 4 ( 4) 1 3 ( 3) 2 ( 1) 1− + + − + + + − + + − +   33 19 6p = + + . 

El vector BC  = (2, 1, 0) − (0, 2, −1) = (2, −1, 1). 
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Solución: 

Si los sucesos A y B son independientes, entonces ( ) ( ) ( )· 0,3·0,5 0,15P A B P A P B = = = . 

Como ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B = + −    ( ) 0,3 0,5 0,15 0,65P A B = + − = . 

 

b) Como ( )
( )

( )
/

P A C
P C A

P A


=    

( )
( )0,5 0,15

0,3

P A C
P A C


=   = . 

Luego, ( ) ( ) ( ) 0,3 0,15 0,15P A C P A P A C = −  = − = . 

 

c) Considerando otro diagrama de Venn, se tiene que: 

 ( ) ( ) ( )P D P A D P A D=  +     

( ) ( ) ( )P A D P D P A D = −  . 

Por ( ) ( ) ( )· /P A D P A P D A =   ( ) 0,3·0,5 0,15P A D = = . 

Por ( )
( )
( )

/
P A D

P A D
P D


=    

( )

( )

0,15
0,2

P D

P D

−
=    

 ( ) ( ) ( )
15

0,2 0,15 0,1875
80

P D P D P D= −  = = .  
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Solución: 

a) Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada.  

 

1 4 0 0

0 1 1  3

4 2 1 3

a

A a M

a

 + 
 

= − = 
 
 

 

Si rango de A = rango de M = 3 → sistema compatible determinado: solución única. 

Si r(A) = r(M) < 3 → sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones. 

Si r(A) > r(M) → sistema incompatible: no tiene solución 

 

El determinante de A vale 2 2 15A a a= − − + . 

Se anula si a = −5 o a = 3 (Soluciones de la ecuación de 2º grado asociada).  

Con esto: 

• Si a  −5 y 3   r(A) = 3 = r(M). El sistema será compatible determinado. 

 

• Si a = −5, se tendrá:   

4 4 0

0 6 1

4 10 1

A

− 
 

= − 
 − 

;  

4 4 0 0

0 6 1    3

4 10 1 3

M

− 
 

= −
 
 − 

 

Como en M la cuarta columna depende de la tercera 4 3 3C C= , el rango de M es igual al 

rango de A.  (También puede verse que, en los dos casos, 3 2 1F F F= − ).  

Como 
4 4

24 0
0 6

−
= 

−
 y 0A =   r(A) = 2 = r(M). Por tanto, el sistema será compatible 

indeterminado. 

 

• Si a = 3, se tendrá:   

4 4 0

0 2 1

4 6 1

A

 
 

=  
 
 

;  

4 4 0 0

0 2 1    3

4 6 1 3

M

 
 

=  
 
 

. 

En ambas matrices se cumple 3 2 1F F F= + ; por tanto, r(A) = 2 = r(M). El sistema vuelve a 

ser compatible indeterminado. 

 

b) Para a = 3 el sistema es compatible indeterminado. Resulta equivalente a: 

 

4 4 0

2 3

4 6 3

x y

y z

x y z

+ =


+ =
 + + =

  
4 4 0 4 4

2 3 3 2
3 2

x t
x y x y

y t
y z z y

z t

= −
+ = = −  

  =  
+ = = −   = −

. 
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c) Para a = 5 el sistema es compatible determinado. Puede resolverse por transformaciones de 

Gauss. 

 

6 4 0

4 3

4 10 3

x y

y z

x y z

+ =


+ =
 + + =

  

6 4 0 6 4 0 0

4 3 4 3 0

3 2 4 6 0 6 3 4 1 20 0 3

x y x y x

y z y z y

E E x y E E y z

+ = + = =  
  

+ =  + =  =  
  − + = − = =  

. 

 

 
Solución: 

a) La función está definida en R − {1}. Por tanto, en x = 1 no puede ser continua.  

En el punto x = −1 hay que comprobar que existe límite y que coincide con su valor de 

definición. Esto es: 
1 1

1
lim ( ) lim ( ) ( 1)

3x x

f x f x f
− +→− →−

= = − = . 

Como: 

( )

( )

22

2 2
1 1

1 1
lim ( ) lim

32 2 1x x

x
f x

x− −→− →−

−
= = =

+ + −
;   

( )

( )

22

1 1

2 12 2 1
lim ( ) lim

3 3 3 3 1 6 3x x

x
f x

x+ −→− →−

−
= = = =

− − −
. 

Luego, la función es continua en x = −1. 

Por tanto, la función es continua en todo su dominio, en R − {1}. 

(La gráfica no se pide). 

 

b) ( )
2

2

2 1
2

2 1

2
lim ( ) lim 1

2

x

x

x x

x
f x

x

−

− 

→− →−

 
 = =   + 

.  

Indeterminación que se puede resolver aplicando:  ( )
( )( )lim ( ) 1 · ( )

( )lim ( ) 1 x
f x g x

g x

x
f x e →−

−


→−
 = =  . 

Por tanto: 

 ( )
( )

22
2

22

2 1
2 lim 1 · 2 1

22 1

2
lim ( ) lim 1

2

x

xx
x

xx

x x

x
f x e

x

→−

 −
− −  +−   

→− →−

 
 = = =   + 

 =  

= 

( )2

2

2 2 1
lim

2x

x

x

e
→−

 − −
 
 + 
   = 

2

2

4 2
lim

2 4x

x

x
e e

→−

 − +
  + −  = . 

 

c) 
2 20 0 0

1 1 1

2 2
( )

3 3 3 1

x x
f x dx dx dx

x x− − −

= =
− −   . 

Una primitiva puede hacerse dividiendo la función racional. así: 
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 ( )
2 21

1 ln 1
1 1 2

x x
dx x dx x x

x x

 
= − − + = − − − − 

− −   . 

Por tanto. 

 ( )

0
2 20

1
1

2 2 2 1
ln 1 0 1 ln 2

3 1 3 2 3 2

x x
dx x x

x−
−

    
= − − + − = − − + +    

−      = 
2ln 2 1

3 3
− .  

 

 
Solución: 

a) Las ecuaciones paraméricas de r son: 

1 2

1 2

x

r y

z

= + 


 = 
 = − − 

. 

Sustituyendo en : 2x z − =   ( )1 2 1 2 2 0+ − − −  =  = . 

Por tanto, la recta y el plano se cortan cuando  = 0, en el punto R(1, 0, −1).  

  

b) La proyección ortogonal del punto A sobre el plano π es el punto de intersección de la 

recta, s, perpendicular a π por A, con dicho plano. 

El vector de dirección de s es el característico de π, sv v=  = (1, 0, −1). 

Por tanto: 

1

1

1

x t

s y

z t

= +


 =
 = −

. 

Sustituyendo en π: ( )1 1 2 1t t t+ − − =  = . 

Luego, el punto proyectado es P(2, 1, 0).  

 

c) Sea A´= (x0, y0, z0) el simétrico de A respecto de la recta r. 

Ambos puntos, A y A’ estarán en el plano π´, perpendicular a r por A. Además, el punto M, 

punto medio entre A y A, debe pertenecer al plano y a la recta. 

El plano π´ tiene como vector característico el de dirección de la recta: ( )2,1, 2rv v= − = . 

Su ecuación será: ( ) ( ) ( ):́ 2 1 1 2 1 0x y z − + − − − =   :́ 2 2 1 0x y z + − − = . 

El punto M, de corte de r con π´ se obtiene sustiuyendo las ecuaicones de la recta en el plano: 

 ( ) ( )
1

:́ 2 1 2 2 1 2 1 0
3

t t t t + + − − − − =  = −    

1 1 1
,   ,   

3 3 3
M

 
= − − 
 

. 

Como el punto medio de A y A´ es 0 0 01 1 1
,   ,   

2 2 2

x y z
M

+ + + 
=  
 

   

 011

3 2

x+
=   0

1

3
x = − ; 011

3 2

y+
− =   0

5

3
y = − ;  
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 011

3 2

z+
− =   0

5

3
z = − . 

Por tanto, 
1 5 5

´ ,   ,   
3 3 3

A
 

= − − − 
 

 

 

 
Solución: 

La variable X que mide la longitud de esas sardinas se ajusta a la distribución normal  

N(175, 25,75), en mm. Se tipifica haciendo el cambio 
175

25,75

X
Z

−
= . 

Con esto: 

a) ( ) ( )
160 175

160 0,5825
25,75

P X P Z P Z
− 

 =  =  − 
 

 = ( )0,5825 0,7199P Z  = .  

(Se ha interpolado, teniendo en cuenta que ( )0,58 0,7190P Z  = ( )0,59 0,7224P Z  = ). 

 
 

b) ( )
175

175 0 0,18
25,75

t
P t X P Z

− 
  =   = 

 
  ( )

175
0 0,18

25,75

t
P X P Z

− 
 −  = 

 
  

 
175 175

0,5 0,18 0,32
25,75 25,75

t t
P Z P Z

− −   
−  =   =   

   
  

175
0,47 162,90

25,75

t
t

−
 −   .  

 

c) La probabilidad de que una sardina supere los 150 mm es: 

 ( ) ( ) ( )
150 175

150 0,97 0,97 0,8340
25,75

P X P Z P Z P Z
− 

 =    − =  = 
 

. 

El suceso “al menos una sardina no supere los 150 mm entre 10” es el contrario del suceso 

“las 10 sardinas superan los 150 mm”. 

Por tanto: 

 P(al menos una de las 10 no supere los 150 mm) = 1 − P(las 10 superan los 150 mm) = 

 = 1 − (0,8340)10 = 0,8372. 
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