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INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a elegir entre
las ocho que se proponen.

TIEMPO Y CALIFICACION: 90 minutos. Cada pregunta se calificara sobre 2.5 puntos.

ENUNCIADOS Y SOLUCIONES

A.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Tres hermanos quieren repartirse de forma equitativa un total de 540 acciones valoradas en 1560 euros, que
corresponden a tres empresas A,B y C. Sabiendo gue el valor actual en bolsa de la accion A es el triple que el de
B y la mitad que el de C, que el numero de acciones de C es la mitad que el de B y que el actual valor en bolsa
de la accion B es 1 euro, encuentre el nimero de cada tipo de accion que le corresponde a cada hermano.
Solucién:

Si el valor de la accion de la empresa B es 1 € — la acccion A vale 3 € (el triple que B) — la
accion C vale 6 € (el doble que A: “A vale la amitad que C”).

Sean X, y, z el nimero de acciones de las empresas A, By C, respectivamente.
Con los datos del enunciado se obtiene:
X+Yy+z =540 — numero total de acciones;

3X+Yy+6z=1560 — valor total de las acciones;

z :%y — el numero de acciones de C es la mitad que el de B.

X+Yy+2z2=540
Se obtiene el sistema: < 3x+Yy+6z =1560.
y—-2z=0
Aplicando el método de Gauss:
X+Yy+2=540 E1-E3| x+3z=540 X+3z =540 x =360
3X+y+62=1560 = E2-E3{3x+82=1560 = E2-3El: -z=-60 — {y=120.
y—-2z=0 y—-2z=0 y—-2z=0 z=60

Por tanto, a cada uno de los hermanos le corresponderan la tercera parte de las acciones de
cada empresa. Esto es: 120 acciones de la empresa A, 40 de laBy 20 de la C.
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A.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Calcule el area de la region delimitada por las graficas de las funciones

flz)=2+2—2?, g(x)=22" —4a.

Solucién:
Las funciones dadas son dos parabolas; pueden representarse dando valores.
La region delimitada por ambas gréficas es la sombreada en la figura.

Sus gréficas e cortan en las soluciones de la ecuacion 3
f(X)=9g(X) > 2+ x—x*=2x"—4x =
+./ -1/3 2
3x2—5x—2=0:>x=w={ .
6 2
El area viene dada por la integral definida
2 ‘
J. (2+x—x2—(2x2—4x))dx = 1.0 1
13
) ) 2 =1
= I (—3x2+5x+2)dx = {—x3+si+2x} =
-13 2 13 -
- 841044 L2 2] 6,19 343 u2.
27 18 36 o4 54

A3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

—z—y+z2=0 .
Loy y el plano 7 = 2z + y — z + 3 = 0. Se pide:

Seanlarectar =
20 +3y—z+1=0

a) (0.75 puntos) Calcular el angulo que forman r y .

b) (1 punto) Hallar el simétrico del punto de interseccién de la recta » y el plano 7 con respecto al plano
z—y=0.

c) (0.75 puntos) Determinar la proyeccion ortogonal de la recta r sobre el plano .

Solucion:
a) El angulo que forma una recta con un plano es el
complementario del que determinan los vectores V,, de

direccion de la recta, con V_, normal al plano.
Por tanto, el seno del angulo (r, w),

o o V.V
sin(v_,v.)=cos(V_,V )=—"2-—=
( T r) ( T r) |\7n| \7r
Ecuaciones paramétricas de r:
0 Xx=1+2t
—X—Yy+2z= X+y=12
r= y =>Tr= y =>r=qy=-1-t -> vV, =(2, -1, 1).
2X+3y—-z+1=0 2x+3y=-1+z2 Lt
Como n=2x+y-z+3=0 > V_=(2, 1, -1).
2,1 -1K2, -1, 1 —1- ]
Luego: sin(vn,vr):( L - )=4 -1 1 = angulo(r, ©) = 19,47°.
J6-/6 6 3
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b) Punto de corte de r con &. Se sustituyen las ecuaciones de la recta en el plano:
2(1+2t)+(-1-t)-t+3=0=>t=-2 > P =(-3,1,-2).

Sea P"= (xo, Yo, 20) el simétrico de P respecto del plano 7= x-y=0.

Ambos puntos, P y P’ estaran en la recta s, perpendicular a ©” por P. Ademas, si M es el
punto de corte de la recta y el plano, M debe ser el punto medio entre Py P”.

X=-3+A
Como V. =(1,-1,0), se deduce que s=q y=1-% . B
z2=-2 L P

Corte de la recta s con plano n”: -

(-3+A0)-(1-1)=0 = A=2. Ve —
Por tanto, M = (-1, -1, -2). | M
=3+x%, 1+y, -2+1,

Punto mediode Py P": M = , : .
2 2 2 )
Como deben ser iguales, entonces P
_1:_3+X° = X, =1; _1:_1+2y0 = Y, =3,
2= _2220 = z7,=-2.

Por tanto, P" = (1, -3, -2).

¢) La proyeccion ortogonal de r sobre & se obtiene proyectando dos puntos de r sobre . Esa
recta, r’, es la que pasa por los dos puntos proyectados. (También se podria obtener hallando
el corte de = con el plano que contiene a r y es perpendicular a ).
Uno de los puntos proyectado es el de corte de = con r, P(-3, 1, -2).
Otro punto de r es R = (1, —1, 0). Su proyeccion sobre & se hace
como se indico antes: "N p

Xx=1+2t

Recta p, perpendicularam porR: p=3y=-1+t. / R"P\
Z _ _t TE 1‘. - .

Corte de p con =
2(1+2t)+(-1+t)+t+3=0=6t+4=0=>t=-2/3 > R = (-1/3, -5/3, 2/3).

El vector PR’ es (-1/3, -5/3, 2/3) — (-3, 1, —2) = (8/3, -8/3, 8/3) = (1, -1, 1).
Por tanto, la proyeccion pedida, (la recta r’, determinada por P y R"), seré:

X==3+A
r=9 y=1-1 .
Z=-2+Ah

Observacion: El plano que contiene a r y es perpendicularanes n'=y+z+1=0.
y+z+1=0

Por tanto, otra forma de dar r” es: r'= .
2X+y-2+3=0
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A.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

El tiempo de vida de los individuos de cierta especie animal tiene una distribucién normal con una media de 8.8
meses y una desviacion tipica de 3 meses.

a) (1 punto) ;Qué porcentaje de individuos de esta especie supera los 10 meses? ;Qué porcentaje de indivi-
duos ha vivido entre 7 y 10 meses?

b) (1 punto) Si se toman al azar 4 especimenes, ;cual es la probabilidad de que al menos uno no supere los
10 meses de vida?

c) (0.5 puntos) ;Qué valor de c es tal que el intervalo (8.8 — ¢, 8.8 + ¢) incluye el tiempo de vida (medido en
meses) del 98 % de los individuos de esta especie?

Solucién:

La variable X que mide la vida de esos individuos se ajusta a la distribucién normal N(8,8, 3),
en meses. Se tipifica haciendo el cambio Z = X _38’8.

Con esto:

10-8,8

) P(X >1o):p(2> ]=P(Z>O,4) -

= 1—P(Z <O,4)=l—0,6554=0,3446.

— 06354 —

. P(7<X<10):P(7_38’8<Z<10_38'8j _ 01234586789 101112131415161718

02743

P(-0,6<Z<0,4) =
P(Z <0,4)—P(Z <~0,6)=0,6554—(1—P(Z <0,6)) = 0,6554 — (1 — 0,7257) =
=0,3811.

b) El suceso “al menos uno de los 4 no supere los 10 meses de vida” es el contrario del suceso
“los 4 superan los 10 meses de vida”.
Por tanto:
P(al menos uno de los cuatro no supere ...) =1 — P(los 4 superan los 10 meses de vida) =
=1 - (0,3446)* = 0,9859.
— Se supone que la vida de cada individuo es independiente de la vida de los demas; esto es,
se trata de sucesos independientes. Por eso:
P(los individuos A, B, C y D vivan méas de 10 meses cada uno) =
P(A > 10) - P(B > 10) - P(C > 10) - P(D > 10) = (0,3446)".

c) Se pide el valor de c tal que P(8,8—c<X <8,8+¢c)=0,98 < P(0< X <8,8+¢)=0,49

8,8+C—8,8j
<L—

= P(X <88+¢)=0,99 = P(Z :0,99:>P(Z <%)=o,99 =

- %:2,33 — =699,

Esto significa que el 98 % de los individuos de esa especie viven entre 1,81 y 15,79 meses.
— (8,8-16,99, 8,88 +6,99) = (1,81, 15,79).
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\B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Se considera el siguiente sistema de ecuaciones dependientes del pardmetro real a:

ar — 2y + (a— 1)z =4
—2z+4+3y—6z=2
—ar+y—6z2=26
a) (2 puntos) Discuta el sistema segun los diferentes valores de a.

b) (0.5 puntos) Resuelva el sistema para a = 1.

Solucion:
a) Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada.
a -2 a-1lj4
A=|-2 3 —6|2|=M
-a 1 6|6

Si rango de A = rango de M = 3 — sistema compatible determinado: solucién Unica.
Sir(A) = r(M) < 3 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.
Sir(A) > r(M) — sistema incompatible: no tiene solucién

El determinante de A vale
|A| =3a°-29a+26.

Se anula si a =1 0 a = 26/3 (Soluciones de la ecuacion de 2° grado asociada).
Con esto:
« Siaz1y26/3= r(A)=3=r(M). El sistema sera compatible determinado.

« Sia=1,setendra:

1 -2 0 1 -2 0 4
A=|-2 3 -6|; M=-2 3 -6 2
-1 1 -6 -1 1 -6 6
Puede verse que en ambos casos la tercera fila es la suma de las dos primeras.
1 -2
Como , 3 =-1+0 y |A|=0 = r(A) = 2 = r(M). Por tanto, el sistema sera compatible

indeterminado.

« Sia=26/3, setendra:

26/3 -2 23/3 26/3 -2 23/3 4
A=| -2 3 -6 |, M= -2 3 -6 2
-26/3 1 -6 -26/3 1 -6 6
26/3 -2
Como | 3‘:22¢0y|A|:0:>r(A)=2.
26/3 -2 4
Pero, como el menor M, =| -2 3 2 _ 136 #0 = r(M)=3.
-26/3 1 6

En este caso, el sistema sera incompatible.

b) Para a = 1 el sistema es compatible indeterminado. Resulta equivalente a:
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X-2y=4 x=-16-12z
X—-2y=4 X=4+2y
-2x+3y-62=2 < = =< y=-10-62z .
-X+y-6z=6 E2+El|-y-6z2=10
—X+y-62=6 z=12
X=-16-12t
Haciendo z =t se obtiene la solucién: { y=-10-6t .
z=t

B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Se considera la funcion

senx  Siz <0

Te” siz >0
a) (0.75 puntos) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f en = = 0.

b) (1 punto) Estudie los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f restringida a (—m, 2). Demuestre que
existe un punto zq € [0, 1] de manera que f(zo) = 2.

¢) (0.75 puntos) Calcule [, f(x)dz.

Solucion:

a) Sera continua si los limites laterales coinciden.

Como:
lim f(x)= limsinx=0; lim f(x)= lim xe* =01=0.
x—0~ x>0~ x—07" x—0"

Luego, la funcién es continua en x = 0.

Derivando,
) cosx six<O0
=1, , . :
e +xe” six>0
También coinciden las derivadas laterales en x = 0:

lim f°(x)= lim cosx=cos0=1y lim f(x)= lim (e" +xe")=l+0:1.
X—0" x—0" X—>0 x—0"
Por tanto, la funcion es derivable en x = 0.

b) Crecimiento y decrecimiento.
En en intervalo (—=, 0), la derivada, f’(x) =cosx, se anula en x = —m/2.

. Para—nm<x<-n/2, f'(X)=cosx<0 =

la funcion es decreciente en el intervalo (-r, —/2).
« Para—m/2<x<0, f'(X)=cosx>0 =

la funcidn es creciente en el intervalo (—-n/2, 0);
En x = —/2 hay un minimo relativo.

En en intervalo [0, 2), la derivada, f’(x) =e” + xe*, siempre es positiva: sera creciente en
todo ese intervalo.

— En el intervalo [0, 1] la funcién que interviene es f (x) = xe*, que siempre es continua.
Como f(0)=0y f(1)=e, entonces, por el teorema de los valores intermedios, la funcion
tomara el valor 2 (que esta entre 0 y e) en algun punto xo € (0, 1).
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) 1 f(x)dx=J-0 (sinx)dx+r(xex)dx.

—n/2 —n/2 0
La primera integral es inmediata; la segunda hay que hacerla por partes.
Tomando:

U=xydv=e*dx = du=dx y v=¢e*.
Luego,

Ixexdx: xe* —Iexdx: xe* —e*=(x-1)e*.

Por tanto:

r lzf(x)dx=J‘O (sinx)dx+j

- -n/2 0

l(xex)dx = [~cosx]’_, +[ xe* —ex]z =-1+1=0.

Notese que no se pide un area.

B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Seanlosplanos my =z+y=1ym=xz+z=1.
a) (1.5 puntos) Halle los planos paralelos al plano r; tales que su distancia al origen de coordenadas sea 2.
b) (0.5 puntos) Halle la recta que pasa por el punto (0,2,0) y es perpendicular al plano .
¢) (0.5 puntos) Halle la distancia entre los puntos de interseccion del plano m; con los ejes = e y.
Solucion:
a) Los planos paralelosa m, = x+y =1 son de la forma t=x+y+d =0.
La distancia de un punto a un plano viene dada por la expresion:
_|ax0 + by, +cz, +d|

d(P(Xy, Yo, 2,),m: ax+by+cz+d =0)= e |
a® +b?+c

En este caso, se desea que d (O(O, 0,0),t:x+y+d= 0) =2.

Luego,

‘:2:>d:ir2\/§.

d
V12 +17

Los planos pedidos seran: @, =Xx+Yy = 22 yn =X+y= —22.

X=t
b) Como VvV, =(1, 0, 1), larecta pedidaes: r=<y=2.
z=t

c) Los puntos de corte del plano ©, = x+y =1 con los ejes de coordenadas x e y son P(1, 0, 0)
y Q(0, 1, 0).

Luego, d(P,Q)=v1 +* =+/2.
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B.4. Calificaciéon maxima: 2.5 puntos.

Una estacion de medicion de calidad del aire mide niveles de NOs y de particulas en suspension. La probabilidad
de que en un dia se mida un nivel de NO, superior al permitido es 0.16. En los dias en los que se supera el nivel
permitido de NO,, la probabilidad de que se supere el nivel permitido de particulas es 0.33. En los dias en los
que no se supera el nivel de NO,, la probabilidad de que se supere el nivel de particulas es 0.08.

a) (0.5 puntos) ;Cuél es la probabilidad de que en un dia se superen los dos niveles permitidos?
b) (0.75 puntos) ¢;Cual es la probabilidad de que se supere al menos uno de los dos?

¢) (0.5 puntos) ¢ Son independientes los sucesos “en un dia se supera el nivel permitido de NO,” y “en un dia
se supera el nivel permitido de particulas™?

d) (0.75 puntos) ¢ Cual es la probabilidad de que en un dia se supere el nivel permitido de NO,, sabiendo que
no se ha superado el nivel permitido de particulas?

Solucion:

Se consideran los siguientes sucesos y probabilidades:

Nivel de NO> superior al permitido: +NOz — P(+NO,)=0,16 =
-NO2 - P(-NO,)=1-0,16=0,84.

Particulas en suspension (pS): +pSy —pS — 033 _, +pS
P(+pS/+NO,)=0,33; P(+pS/-NO,)=0,08. _

Con estos datos puede construirse el diagrama de arbol -

+NO,
S
adjunto.

008 _, TPS
a) Por el enunciado, la probabilidad de que un dia se : —NO, '/\w\_ _pS

superen los niveles de NOz es P(+NO,)=0,16.
Por la probabilidad total, la probabilidad de que se supere el nivel de particulas en suspension
es:

P(+pS)=P(+NO,)P(+pS/+NO,)+P(-NO, )P(+pS/-NO,) =

P(+pS)=0,160,33+0,840,08=0,12.

— La probabilidad de que un dia se superen los dos niveles sera:
P((+NO,) " (+pS))=P(+NO, )P (+pS/+NO,)=0,160,33=0,05528.

b) El suceso “al menos uno de los niveles se supere” es el contrario del suceso “ningdn nivel
se supera”.

P(al menos uno de los niveles se supere) = 1 — P(ningun nivel se supera) =

= 1-P(-NG,)-P(—pS/-NO,)=1-0,840,92=0,2272.

¢) Los sucesos +NO> y +pS seran independientes si se cumple que
P((+NO,)(+pS))=P(+NO, )P (+pS)
Como
P ((+ NO, ) (+ pS)) =0,16:0,33=0,05528 y P(+NO,)P(+pS)=0,160,12=0,0192,
dichos sucesos no son independientes.

d) Por Bayes,
P((+NO,)n(-PpS)) _0.160,67

P(+NO,/—pS)=
(+NC, /=pS) P(-pS) 0,88

=0,1218.
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