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INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno debera escoger una de las dos opciones propuestas
y responder razonadamente a las cuestiones de la opcion elegida.

Para la realizacion de esta prueba se puede utilizar calculadora, siempre que no tenga NINGUNA de las siguientes
caracteristicas: posibilidad de transmitir datos, ser programable, pantalla grafica, resolucion de ecuaciones, opera-
ciones con matrices, calculo de determinantes, célculo de derivadas, calculo de integrales ni almacenamiento de
datos alfanuméricos. Cualquiera que tenga alguna de estas caracteristicas sera retirada.

CALIFICACION: La valoracion de cada ejercicio se especifica en el enunciado.
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

TIEMPO: 90 minutos.

OPCION A

Ejercicio 1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Dado el sistema de ecuaciones

r + my = 1
-2z — (m+4+1ly + z = -1

z + 2m—-1y + (m+2)z 24 2m,

se pide:
a) (2 puntos) Discutir el sistema en funcién del parametro m.
b) (0.5 puntos) Resolver el sistema en el caso m = 0.

Ejercicio 2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

a) (1.5 puntos) En un experimento en un laboratorio se han realizado 5 medidas del mismo objeto, que han
dado los resultados siguientes: m; = 0.92, mo = 0.94, mz = 0.89, m4 = 0.90, m5 = 0.91.

Se tomara como resultado el valor de x tal que la suma de los cuadrados de los errores sea minima. Es
decir, el valor para el que la funcion E(z) = (z — m1)? + (x — m2)? + --- + (x — ms5)? alcanza el minimo.
Calcule dicho valor z.
2
b) (1 punto) Aplique el método de integracién por partes para calcular la integral / 2?In(z)dz, donde In
1

significa logaritmo neperiano.

Ejercicio 3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Dados los planos my =4z + 6y — 122+ 1 =0, m,=—2x—3y+ 6z—5=0, se pide:
a) (1 punto) Calcular el volumen de un cubo que tenga dos de sus caras en dichos planos.

b) (1.5 puntos) Para el cuadrado de vértices consecutivos ABCD, con A(2,1,3) y B(1,2,3), calcular los
vértices C'y D, sabiendo que C pertenece alos planos myy m3 =z —y + 2 = 2.

Ejercicio 4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

El 60% de las ventas en unos grandes almacenes corresponden a articulos con precios rebajados. Los clientes
devuelven el 15% de los articulos que compran rebajados, porcentaje que disminuye al 8% si los articulos han
sido adquiridos sin rebajas.

a) (1.25 puntos) Determine el porcentaje global de articulos devueltos.

b) (1.25 puntos) ¢ Qué porcentaje de articulos devueltos fueron adquiridos con precios rebajados?




OPCION B

Ejercicio 1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

m 0 2 —2
Dadas las matrices A= -2 4 m |yB= 0 , Se pide:

01 -1 0

a) (1 punto) Obtener los valores del parametro m para los que la matriz A admite inversa.
b) (1 punto) Param =0, calcular A- By A~ . B.
c) (0.5 puntos) Calcular B - Bty Bt - B, donde B? denota la matriz traspuesta de B.

Ejercicio 2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
|z|

V249

Dada la funcién f(z) =

, Se pide:

a) (0.5 puntos) Determinar, si existen, las asintotas horizontales de f(z).

b) (0.75 puntos) Calcular f'(4).

¢) (1.25 puntos) Hallar el area del recinto limitado por la la curva y = f(z), el eje OX y lasrectas x = —1y
z=1.

Ejercicio 3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

. 2c+y =2 1’—27y+17271 L
Dados el punto P(1,1,1) y las rectas r = { Srtz—6 " SR R Ve se pide:
a) (1 punto) Hallar la distancia del punto P ala recta r.
b) (1 punto) Estudiar la posicion relativa de las rectas r y s.

c) (0.5 puntos) Hallar el plano perpendicular a la recta s y que pasa por el punto P.

Ejercicio 4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

En una fabrica se elaboran dos tipos de productos: Ay B. El 75% de los productos fabricados son de tipo A y el
25% de tipo B. Los productos de tipo B salen defectuosos un 5% de las veces, mientras que los de tipo A salen
defectuosos un 2.5% de las veces.

a) (1 punto) Si se fabrican 5000 productos en un mes, ¢,cuantos de ellos se espera que sean defectuosos?

b) (1.5 puntos) Un mes, por motivos logisticos, se cambi6 la produccién, de modo que se fabricaron exclu-
sivamente productos de tipo A. Sabiendo que se fabricaron 6000 unidades, determinar, aproximando la
distribucion por una normal, la probabilidad de que haya mas de 160 unidades defectuosas.
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DISTRIBUCION NORMAL

Ejemplo: si Z tiene distribucién N(0, 1), P(Z < 0,45) = 0,6736.
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OPCION A

Ejercicio 1: Calificacion maxima: 2,5 puntos.
Dado el sistema de ecuaciones

X+ my =1

—2X— (Mm+)y+ z =-1

X+(2m-1)y+(Mm+2)z=2+2m
se pide:

a) (2 puntos) Discutir el sistema en funcion del parametro m.
b) (0.5 puntos) Resolver el sistema en el caso m = 0.

Solucion:
a) Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada.
1 m 0 1
A=|-2 —(m+1) 1 -1 |=M

1 2m-1 m+2| 2+2m

Si r(A) = r(M) = 3 — sistema compatible determinado: solucidn Gnica.
Sir(A) =r(M) < 3 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.
Sir(A) <r(M) — sistema incompatible: no tiene solucion.

El determinante de A vale
1 m 0

A=|-2 -(m+1) 1 |=—(m+1)(m+2)-2m+1-m(-2(m+2)-1) = m’ -1 — Este
1 2m-1 m+2

determinante valeOsim=-1om=1.
Con esto:
« Simz-1y1= r(A)=3=r(M). El sistema serd compatible determinado.

1 -1] 0 1
« Sim=-1setiene: A=||-2 0| 1| -1 |=M . (Elrango de A es 2: |Al|:‘_12 _OJFO).
1 -3 1/ 0
10 1
Como el menor|M1|: 0 1 -1=2+0 = rango de M es 3. Sistema incompatible.
-3 1 0
1 |1 0f|1
« Sim=1setiene: A=| -2 |-2 1‘ —1{=M. (El rango de A es 2: |A2|:‘12 27&0).
1 1 34 -
1 0 1
El menor [M,|=|-2 1 -1J=7-7=0 = rango de M también es 2. Sistema compatible
1 3 4

indeterminado.

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano
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b) Si m =0 el sistema es compatible determinado. Puede resolverse aplicando
transformaciones de Gauss.

x=1 x=1 x=1 x=1
2X-y+2=-1 =< -y+z=1= -y+z=1=qy=-1.
X—y+22=2 -y+2z=1 E3-E2| z=0 z=0

Ejercicio 2: Calificacion maxima: 2,5 puntos.

a) (1,5 puntos) En un experimento en un laboratorio se han realizado 5 medidas del mismo
objeto, que han dado los resultados siguientes: m; = 0,92; mz = 0,94; m3 = 0,89; ms = 0,90; ms
=0,91.

Se tomara como resultado el valor de x tal que la suma de los cuadrados de los errores sea

minima. Es decir, el valor para el que la funcion E(x) = (x—m, )’ +(x—m, )" +...+(x—m, )’
alcanza el minimo. Calcule dicho valor x.
b) (1 punto) Aplique el método de integracion por partes para calcular la integral
Ilzxz In(x)dx , donde In significa logaritmo neperiano.
Solucién:
a) Sustituyendo los valores dados, la funcién es:
E(x) =(x—0,92)" +(x—0,94)" +(x—0,89)" +(x—0,90)" +(x—91)’
Derivando e igualando a O:
E'(x)=2(x-0,92)+2(x—-0,94)+2(x~-0,89)+2(x-0,90)+2(x-91)=0 =
= 10x-9,12=0 = x =0,912.
Como E”(x) =10> 0, para x = 0,912 se obtiene el minimo buscado.

b) Para hallar Ixz In(x)dx se toma:

3
u=Ihx = du:ldx; dv=x%dx = V:Ixzdx:%

X
Por tanto:
X orxil X3 x> X3 X3
x> In(x)dx=In(x)—— | =—=dx = =Inx— | —dx="Inx—=.
I () () 3 -[3 X 3 I3 3 9
Luego:
2 X Y 8 _ 8 1\ 8 . 7
Ilen(x)dx: nx-X :—In2———(0——j:—ln2——.
: 37 9) 3 9 9)3 9

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano
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Ejercicio 3: Calificacion maxima: 2,5 puntos.

Dados los planos ©t, =4x+6y—-12z+1=0, ©, =-2x—-3y+6z-5=0, se pide:

a) (1 punto) Calcular el volumen de un cubo que tenga dos de sus caras en dichos planos.
b) (1,5 puntos) Para el cuadrado de vértices consecutivos ABCD, con A(2, 1, 3) y B(1, 2, 3),
calcular los vértices C y D, sabiendo que C pertenece a los planos mey m, =Xx—-y+z=2.

Solucion:

Como los planos m, =4x+6y—-12z+1=0y n,=-2x-3y+62-5=0 AL -1 0)
son paralelos, la medida de la arista del cubo viene dada por la distancia T,
entre ambos planos.
La distancia de entre esos planos es: Al
—4-6+1 |_ 9

d(m,n,)=d(P(-1,-1,0)emn,,n, =4x+6y-12z+1=0)=

Jo 60+ (-12)?7| 14
Por tanto, el volumen del cubo sera:
3
vo[2)] B s
14 2744
b) Cuadrado de vértices consecutivos ABCD, con A(2, 1, 3) y B(1, 2, 3), y C pertenece a los
planos moy m,=x—y+z=2.

El punto C estara en la recta determinada por m2 y m3.
{n25—2x—3y+62—5=0 . {—Zx—sy:S—Gz
=>r:

T, =X—-Yy+2=2 X—y=2-1
x:1+§t
5 5
r y:—g+§t C(l+§t, —g+—t, tj
5 5 5 5 5
z=t

Si ABCD es un cuadrado = AB L CB = AB-CB=0.
AB=(12,3)-(213)=(-110);
@=(1,2,3)—[1+§t, 9.8 tjz(ﬂ—gt, 19 8. 3—tj

5 5 5 5 5 5 5 5
ﬁs’ﬁ:o:(—1,1,o)-(f—§t, Y8 3—tj=0:> 4,3,10. 8
5 5 5 5
Por tanto: C(2, 3, 3).
Si D(a, b, ¢), como DC = AB = (2-a,3-b,3-¢)=(-110) = a=3;b=2,¢c=3.

Luego, D(3, 2, 3).

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano
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Ejercicio 4: Calificacion maxima: 2,5 puntos.

El 60 % de las ventas en unos grandes almacenes corresponden a articulos con precios
rebajados. Los clientes devuelven el 15 % de los articulos que compran rebajados, porcentaje
que disminuye al 8 % si los articulos han sido adquiridos sin rebajas.

a) (1,25 puntos) Determine el porcentaje global de articulos devueltos.

b) (1,25 puntos) ¢Qué porcentaje de articulos devueltos fueron adquiridos con precios
rebajados?

Solucion:

Sean Ry R los sucesos “articulo rebajado” y “no rebajado”, respectivamente. Y sean Dy D
los sucesos “los clientes devuelven un articulo comprado” y “ni lo devuelven”, también
respectivamente.

Atendiendo a los datos del enunciado se puede formar el siguiente diagrama de arbol.

015 _» D
060 . R =  _ @) Laprobabilidad de que un articulo sea devuelto es:
- 085 > D P(D)=P(R)-P(D/R)+P(R)}P(D/R) =
. 7 08~ D =0,60 - 0,15 + 0,40 - 0,08 = 0,122.
= 09? p  El12,2% de los articulos sera devuelto.

b) La probabilidad de que un articulo devuelto fuese adquirido a precios rebajados es:
P(R)-P(D/R :
P(R/D)= (R)-P( ) _0,60015_ 90 ~ 0,738 — EI 73,8 % de los articulos
P(D) 0122 122

devueltos se compré a precios rebajados.

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano
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OPCION B

Ejercicio 1: Calificacion maxima: 2,5 puntos.
m 0 2 -2

Dadas las matrices A=| -2 4 m |y B=| 0 [, se pide:
0 1 -1 0

a) (1 punto) Obtener los valores del parametro m para los que la matriz A admite inversa.
b) (1 punto) Param =0, calcular AB y A™-B.

c) (0.5 puntos) Calcular B-B' y B'-B, donde B' denota la matriz traspuesta de B.
Solucién:

a) La matriz A es invertible siempre que su determinante sea distinto de 0.

m 0 2
A=]-2 4 m|=m(-4-m)-4=-m’—4m-4=—(m+2)" = |[A|=0sim=-2.
0 1 -

— La matriz A admite inversa si m # —2.

b) Param =0:
0 0 2
A=|-2 4 0 | con|A=—-4.
0 1 -1

(Adj(A))

A

Suinversaes A™ = , siendo Adj (A) la matriz de los adjuntos de A.

4 2 -2
Esta matriz de los adjuntos es: (A;)=| 2 0 0
-8 4 0

Luego:
-4 2 -8 1 -1/2 2
A1=—%- -2 0 4|=|1/2 0 1].
-2 0 0 1/2 0 O

Con esto:
0 0 2)\(-2 0 1 -1/2 2\(-2 -2
AB=(-2 4 01 0 |=|4]; A"B={1/2 0 10 |=|-1].
0 1 -1){0 0 1/2 0 O0){ 0 -1

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano
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Ejercicio 2: Calificacion maxima: 2,5 puntos.

X
x/x +9

a) (0,5 puntos) Determinar, si existen, las asintotas horizontales de f(x).

b) (0,75 puntos) Calcular f(4).

c) (1,25 puntos) Hallar el area del recinto limitado por la curvay = f(x), el eje OX y las rectas
x=-1lyx=1.

Solucion:

La funcion dada puede definirse a trozos.

|| Jxt+9’

f(x) = _ .
X’ +9 X §ix>0
X2 +9

— Puede verse que se trata de una funcién par, lo que simplifica futuros célculos.

Dada la funcion f(x) = , Se pide:

six<0

a) Esta funcion tiene una asintota horizontal, la recta y = 1, tanto hacia +oo0 como hacia —oo,
pues:

X
T {f}:nm —x 14
1 1

. X 00 .
lim = —|=lim =—
X—>+00 X2 +9 o0 X—>+00 X2+9 X—>—00 X2+9 o0 X—>—00 XZ +
2 2
\ X (=x)

(Si se ha visto que es “par” el segundo limite no seria necesario).

©

2X
2@ S —
CERR

X" +9 —x-
b) Parax =4, f(x)=

= f(x)=

X
X2 +9

9 9

Luego, f'(4)=———=—.
(Vavs) 125
c) El area pedida, S, viene dada por: P

1
dx +

X
[
0 X% +9 3 2 1 | 1 2 3

s=| i
1Yx2+9
Por su simetria'

1 2X 1
~ X dx=2 —dx=(2 x2+9) ~2/10-6 U2
0

S= 2J'
x/x +9 X“+9
— La figura no se pide. No obstante podria comentarse que como la funcion es siempre
positiva (el valor absoluto asi lo indica), el area se calcula tal y como se ha indicado.

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano
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Ejercicio 3: Calificacion maxima: 2,5 puntos.
2X+y=2 — —

Dados el punto P(1, 1, 1) y las rectas r = y , S x-2_y+1_z-1
5x+z2=6 -1 1 1/3

a) (1 punto) Hallar la distancia del punto P a larectar.

b) (1 punto) Estudiar la posicion relativa de las rectas r y s.

¢) (0,5 puntos) Hallar el plano perpendicular a la recta s y que pasa por el punto P.
Solucién:

, se pide:

2X+y=2
a) Se escribe larecta r s{ y
5x +

en parametricas: r=<y=
z

La ecuacion de la distancia de un punto P a una recta r es:
‘APXVJ

d(P,r)= ,siendo A er.

v,
En este caso:
A=(0,2,6),P=(1,1,1), AP=(1,-1,-5), v,=(1,-2,-5).

El producto vectorial vale:

ul lj2 l]3
APxV =|1 -1 -5=(-5,0, —D:D\KBXW.=J¢5f+(—nz=¢5§.
1 2 -5

El médulo de ¥, : |V,| =1+ (-2)* +(-5)* =30 .

J26 13

Luego d(P,r)=—=,|—.

J3o V15

b) Hay que estudiar la dependencia lineal de los vectores V., Vv, y AB, siendo AeryB e s.
Si esos vectores son linealmente independientes, las rectas se cruzan; si son linealmente
dependientes, estan en el mismo plano.

v.=(1,-2,-5), Vv,=(-1,1,1/3) y AB=(2,-1,1) - (0, 2, 6) = (2, -3, -5).

1 -2 -5
Como|-1 1 1/3=-5+1+ 2-[5—%]—5=—%¢0, los vectores son linealmente
2 -3 -5

independientes. En consecuencia, las rectas r y s se cruzan.

¢) El plano perpendicular a la recta s y que pasa por el punto P tiene como vector normal a
V,=(-1, 1, 1/3).

Por tanto, su ecuacion seré: m=-x+ y+%z +d =0.
Como se desea que pase por P(1,1,1) = —1+1+%+ d=0=d= —%.

El plano pedido sera: m=—-x+ y+%z—%:0.
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Ejercicio 4: Calificacion maxima: 2,5 puntos.
En una fabrica se elaboran dos tipos de productos: Ay B. EI 75 % de los productos fabricados
son de tipo A 'y el 25 % de tipo B. Los productos de tipo B salen defectuosos un 5 % de las
veces, mientras que los de tipo A salen defectuosos un 2,5 % de las veces.
a) (1 punto) Si se fabrican 5000 productos en un mes, ¢cuéntos de ellos se espera que sean
defectuosos?
b) (1,5 puntos) Un mes, por motivos logisticos, se cambi¢ la produccién, de modo que se
fabricaron exclusivamente productos de tipo A. Sabiendo que se fabricaron 6000 unidades,
determinar, aproximando la distribucion por una normal, la probabilidad de que haya méas de
160 unidades defectuosas.
Solucién:
El diagrama de arbol asociado es el siguiente.

a) La probabilidad de que un producto salga defectuoso es:

osad =D P(D)=P(A)-P(D/A)+P(B)-P(D/B) =
_ 0975 D =0,75 - 0,025 + 0,25 - 0,05 = 0,03125.
005 _+ D Si se fabrican 5000 hay que esperar que el nimero de
025 B — productos defectuosos sea 5000 - 0,03125 = 156,25.
095 * D

b) La distribucidn inicial es una binomial B(6000, 0,025) — n = 6000; p = 0,025, q = 0,975.
Se puede estudiar como la normal N (np, npq), que se tipifica haciendo el cambio

X —np

\/ﬁ :

En este caso, la normal sera N (6000-0, 025, \/6000-0,025-0,975) — N (150, 12,09).

Con esto:

7=

160-150

P(X >160)= P[Z >
12,09

J: P(Z >0,827)=1-P(Z <0,827) =
=1-0,7967 = 0,2033.

— Si se hace la correccion de continuidad, entonces:
N 160,5-150

P(X >160)=P(X">160,5)= P(Z
12,09

j: P(Z>0,87)=1-P(Z <0,87) =

=1-0,8078 =0,1922.
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