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TEMA 2. Determinantes
Problemas Resueltos

Calculo de determinantes

1. Halla el valor de los siguientes determinantes:

1 0 3 -3 -2 3 2 2 2
a)|A|= 0 4 5 b)|B|= 5 0 1 c)|C|=3 -1 3
-2 3 - -2 3 0 2 -7 2
Solucion:
a) Se desarrolla por la primera fila.
1 0 3
4 5 0 4
A=[0 4 5 =Ly [ T0+3) , J=4-1543(8)=5.

-2 3

b) Se desarrolla por la primera fila.

-3 -2 3
01 5 1 |5 0

Bl=|5 0 1=-3] |-(-2) +3 = -3-(-3) + 2-(+2) + 315 = 58.
s 3 0 30 2 0 -2 3

c) |C| =0, pues tiene dos columnas iguales.

2. Halla el valor del parametro para que cada determinante tome el valor que se indica:

1 0 3 0 al 4 2 2
a)|A|=0 4 m=7 b)|B|= 2 0 1=0 c)|C|=0 k 3=1
0 3 1 -2 30 0 0 k
Solucion:
a) Desarrollando por la primera columna:
1 0 3
A=0 4 m=7=4-3m=7 =>m=-1.
0 3 1

b) Desarrollando por la primera fila:

0 a1
|B|= 2 0 1=0=> -2a+6=0=a=3.
-2 3 0

c) El valor de |C| es el producto de los elementos de la diagonal principal, luego 4k* =1y,

por tanto, k = i%.
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3.sen A=[2 Tlye=[1 ' calcula AB A, 8|, |A{B| y |A]
' "o 6)" "2 3) IR YRR
Solucion:
o o) s) e )
AB= = .
0 6 -2 3) (-12 18
|A|=‘2 _W=12;|B|=‘1 _W=3—2=1:>|A|-|B|:12-1:12.
0 6 -2 3

5
|AB|= =418 (-5)-(-12) =72-60=12.
~12 18

Como puede observarse, |A/{B| = |A-B].

2 - 1 -
4.Sean A= y B= :
o o)rel 3)

a) Calcula A-B, B-A, A"-B', B"-A'".
b) Comprueba que |A = ‘A“ , |A-B| =|Al{B|. ¢Se cumple también que ‘At -B“ = ‘AtHBt‘ ?
Solucioén:

TR e L e L I R R
vo (5 MG w) ewelh S S )

Puede observarse que se cumplen las propiedades: (A-B)' = B"-A' y (B-A)' = A'-B".

2 0 ., 1 -2
b) ‘A“ = ‘_1 6‘ =12 =|Al. También se cumple que ‘B“ = ‘_1 3 ‘ =3-2=1=|B|.
En el problema anterior se ha observado que, efectivamente, |A-B|=|A/{B|.
También se cumple que ‘A‘ -Bt‘ = ‘A‘HBI‘ , pues se trata de una propiedad general.

2 -4
‘: 220 (—4)-(-7)=40-28=12;y \AIHB‘\ =121=12.

En efecto: ‘A‘-B“:‘_7 20

5. Halla el valor de los siguientes determinantes (pregUntate si es necesario desarrollarlos):

-4 0 0 O
1 0 3 -3 00

-2 2 0 0

a)|A|=0 4 5 b)|B|= 0 01 C)|C|= s 0 1 0
0 0 -3 0 30

-5 1 -2

Solucion:
Como las matrices Ay C son diagonales, sus determinantes se obtienen multiplicando los
elementos de la diagonal:

Al =14-(-3) =—12; [C| = (-4)21:(-2) =16.
Para calcular |B| puede aplicarse la regla de Sarrus: |B|=—(-313)=9.
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6. Halla, desarrollandolo por la fila 22 y por la columna 42, el valor del determinante de la

3 =210
: -2 0 10 .
matriz A= . Comprueba que el resultado es el mismo.
5 -3 16
3 4 10
Solucioén:
Por la fila 22
3 210 210 [3-20
-2 0 |1]0
||: =—(-2)1-3 1 615 -3 6] =
5 -3 16
4 10 3 4 O
3 4 10

=[2-(-6) - (-6)] - [(-6) - 18] = 180.
Por la columna 42:

3 =210
3 -2
-2 0 10
LE 5 31 =[6]-2 0 1=-6(3(-4)+2-(-5)+1(-8))=-6-(-30) =180.
3 4
3 4 10

Uso de las propiedades de los determinantes

X X+1 x+2
7. Utilizando las propiedades de los determinantes, calcula X Xx+3 x+4|.
X 2X+5 2X+6

Solucion:
Restando la primera fila a las otras dos, queda:
X X+1 x+2| |[x x+1 x+2
X X+3 x+4(=0 2 2 | =0, pues tiene dos filas proporcionales.

X 2X+5 2x+6| |0 x+4 x+4

8. Utilizando trasformaciones de Gauss, halla el valor del determinante de la matriz
1 -2 1 -1

-2 2 -1 2
A:
2 -3 1 -2
3 -2 1 -2
Solucién:
Haciendo transformaciones que se indican, se tiene.
1 -2 1 -1 1 -2 1 -
-2 1 0
-2 2 -1 2 F2+2F10 -2 1 O
|A|= = =1 -1 0-=1.
2 -3 1 -2 F3—-2F10 1 -1 O
4 -2 1

3 -2 1 -2 F4-3F10 4 -2 1
Se ha desarrollado por C1.
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1 1 1
1+a 1
9. Calcula el valor |A| = b 1
1 1 1+a

Solucion:
Hay diferentes formas de hacerlo, pero en todas deben aplicarse algunas transformaciones de
Gauss. Aqui, si se resta la cuarta columna a las otras tres, queda:

1 1 1 0 0 0
l+a 1 1 a 0 0 a 00
+
A= = =(PorF1)=-1{0 -b 0/=a’b.
1 1-b 1 0 -b 0
0 0 a

1 1 1+a 0 0 a

10. Demuestra, sin desarrollarlos, pero haciendo las transformaciones de Gauss necesarias,
que el valor de cada uno de los siguientes determinantes es cero.

1 47 2 a b+c 1 1 a+b
a)l2 5 8 b)2 b a+c c)| b 1 a
3 6 9 2 ¢ a+b a-b a-b a*-b’
Solucion:
En cada caso se hace lo que se indica.
1 4 7 1 4 7

a)|2 5 8 =F2-2F10 -3 -6|=0, pues tiene dos filas proporcionales.
3 6 9 F3-3F10 -6 -12

2 a b+c 2 a b+c

b) 2 b a+c/=F2-F10 b-a a-b[=0, pues tiene dos filas proporcionales.
2 ¢ a+bl F3-F10 c-a a-c

Se puede ver que (b—a)F3=(c—a)F2.

1 1 a+b 1 1 a+b
c)| b 1 a :(seextraeelfactora—bdeF3):(a—bb 1 a |=0,pues
a-b a-b a*-b? 1 1 a+b

tiene dos filas iguales.

11. Sean A'y B matrices cuadradas de orden 3 tales que |A/=4 y |B|=-1. Halla cuando sea
posible el valor de los siguientes determinantes:
|AB, [2A], [A*|, |A7|, B, -5[B|, |-5B], |Al+|B|, |A+B|.
Solucion:
Aplicando las propiedades:
|AB|=|A{B|=4-1)=-4; 2A=2°{A=84=32; |A’|=(A]) =47=16.
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1

Como [I|=|A-A™|=|A|A ™ =1 = |A7|= ;

>|

Igualmente: ‘B‘l‘ = é = il =-1.

— —5|B| =-5:(-1) =5; |—58| =(-5)* | B| =-125-(-1) =125.
— |A+[B|=4+(-1) =3.
El valor de |A+ B| no puede saberse. No hay ninguna propiedad que facilite su céalculo

1 00 -1 3 0 0 30
Por ejemplo,si A=| 0 4 0|yB=|0 1 0|=A+B=|0 5 0].
-2 01 2 01 0 0 2
Como se puede comprobar de manera inmediata se cumple que: |Al=4; |B|=-1;

|A+B|=0.
El lector interesado puede buscar otras dos matrices A y B que cumplan que |A =4, [B|=-1
y den un resultado distinto para |A+ B].

12. Sabiendo que el determinante de una matriz cuadrada A vale 3 y que el determinante de la

matriz 2 - A vale 48. ;Cual es el orden de la matriz A?

Solucion:

Se sabe que k-A| =k"|A], para A una matriz de orden n. Por tanto, como:
|2A|=2"|A|=48=2'3 =>n=4

La matriz sera de orden 4.

13. Si A es una matriz de orden 2 tal que su determinante vale 5: |A| =5, cuanto vale:
a) |A b) [3A c) 3|A

Solucioén:

a) Se sabe que|A-B| =|Al{B|, para Ay B matrices del mismo orden.

Por tanto, como:

AAT =1 =|AAY =I|=1= [AATY =1= 5-\A-1\=1:>\A-1\=%.
b) [3A|=3°|A|=3°5=45.
c) 3{A=35=15.
a b c
14. Supuestoque |5 -5 10/= 3 , calcula el valor de los siguientes determinantes:
1 1 1
2a -2b 2c 7 14 7
a1 1 2 b) -10 20 20
5 -5 5 3b 6a 3c
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Solucion:

El objetivo es escribir cada determinante en funcion del supuesto dado, que es el modelo
dado. Para ello se utilizan las propiedades de los determinantes, y se comparando en cada
paso el determinante obtenido con el dado.

2a —-2b 2c a -b c
a) |1 1 2| = (se extraen los factores, 2de F1y5de F3)= 251 1 2| =
5 -5 5 1 -1 1
— Se observa que, en el modelo dado, en F2 aparece 5, -5, 10 —»
a -b ¢
= (se introduce el factor5enF2)=2{5 5 10 =
1 -1 1
— Se observa que, en el modelo dado, en C2 los signos estan cambiados —
a b c
= (se extrae el factor -1 de C2) = —2{5 -5 10/= —2-% = —g.
1 1 1
7 14 7 1 2 1
b) -10 20 20| =(seextrae: 7de F1,2de F2y3de F3)=7-231-5 10 10 =
3b 6a 3c b 2a ¢
b 2a ¢
= (se cambian de orden las filas: F1 por F3) = —7-2:31-5 10 10| =
1 2 1
2 b ¢
= (se cambian de orden las columnas: C1 por C2) = +7-2:3{10 -5 10 =
2 1 1
a b c
= (se extrae el factor 2 de C1) = +7-2:325 -5 10/ = 7-2-3-2-% =63.
1 1 1

Rango de una matriz

15. Determina, por menores, el rango de las siguientes matrices:

1 -2 3 10 2 1 -3 -1 -1
a) A=|-2 0 1| b)B=[2 0 4 C=/2 0 -2 0
5 -2 1 120 -1 3 1 0

Solucion:

a) Como el menor |A,| =‘ !

-2
2 0 ‘=—4¢0 = Rangode A>2.
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1 -2 3
Sea hace el determinante de A: |A| =-2 0 1=2-14+12=0.Como vale 0, el rango no
5 -2 1

puede ser 3. Por consiguiente, rango de A = 2.
b) |B|=0 = rango(B) < 3.
2
Como el menor |B,| = ‘1 2‘ =40 = Rangode B = 2.
c) Es evidente que rango de C > 2. Hay varios menores de orden 2 distintos de 0.

En la matriz dada se pueden considerar 4 menores de orden 3: uno por cada columna que se
excluya.

1 -3 -1
El menor |C1| =2 0 -2=6-6=0 — Con este menor el rango no aumenta.
-1 3 1

Si ese menor vale 0 = existe una combinacion lineal de columnas. Por tanto, puede
suprimirse una de ellas a efectos del calculo del rango. (En este caso, hay que suprimir la 12 0
la 32, pues son proporcionales).

1 -3 -
Si se suprime la 3% queda el menor [C,|=|2 0 0|=-6=0.
-1 3 0

Por tanto, el rango de C = 3.
16. Determina el rango de las siguientes matrices en funcion del parametro.

a)A:(l 3} b)B:( a 1} C)C:(o —1j d)D:(a 1}
2 a a+l 2 2 a 4 a

Solucioén:

13
VA=,

Por tanto: rango(A) = 1 si a = 6; rango(A) = 2 si a # 6.

=a-6 — |A=0sia=6;|A=0 cuandoa+6.

a 1‘=2a—a—1=a—1—> B|=0sia=1; |B|=0 cuandoa#1.
a+l 2

Por tanto: rango(B) =1 sia=1; rango(A) =2sia# 1.

b) [B| =

) [cl=

0 -
5 aj‘ =2 > |A| # 0 independientemente del valor que tome cuando a.

Por tanto, el rango(A) siempre es 2.

d) D] =

a 1
A a‘=a2—4—>|D|=O sia=#2; |A =0 cuando a #+2.
Por tanto: rango(D) = 1 sia=*2;rango(D) =2sia#-2ya#2.
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17. Determina el rango de las siguientes matrices en funcion del parametro.

k 3 0 k 1-k 2-k k 1 11
a) A=|3 2 k ) A=|1 1 1 ) A=l1 k 1 1
3 k O k 1 k 1101
Solucion:
k 3 0
a) |[A=|3 2 K=k(k?-9) = |A=0 cuandok#0,-3y3;|A=0sik=0-303.
3 k 0
Por tanto:
« Sik#0,-3y3,elrango de A sera 3. Parak = 0, -3 0 3 el rango serd menor que 3.
0 3
. Sik=0, A=|3 2 —>surangoe32.EImenor|A1|:‘2 :‘:—97&0.
30
-3 3 0
. Sik=-3, A= 3 2 -3 —>surangoe32.EImenor|A2|:‘_33 2‘:—157&0.
3—=3 0
330
. Sik=3, A=|3 2 3 —>surangoe32.EImenor|A3|=E 2‘=—3¢0.
3390
k 1-k 2-k| (F1+F2)k 1 2
a) [A=]1 1 1 |= 1 1 1=2k(k-1)+2(1-k)=2(k-1)>.
k 1 k k 1 k
Por tanto:
« Sik#1,el rango de A seré 3, pues |A|¢0.
101
. Sik=1, A=|1 1 1 —>surangoe52.EImenor|A1|:‘1 2‘:1;&0.
11—

c) El rango de A es como méximo igual a 3: la matriz A tiene 3 filas.

k 1 1
Se considera el menor, |A|={1 k 1/=2-2k.SuvaloresOsik=1.
1 10
1111
Paraese valorde k=1, lamatrizsera: A={1 1 1 1]|.Como tiene dos filas iguales, su
1101

rango sera 2.
Por tanto: si k = 1, rango(A) = 3; si k = 1, rango(A) = 2.
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1 2 3 4
6 7 8

9 10 11 12|

13 14 15 16

18. Calcula el rango de la matriz A=

Solucioén:
El rango de una matriz es el nimero de filas linealmente independientes de esa matriz.
También es igual al orden del mayor menor no nulo.
Haciendo las transformaciones de Gauss que se indican, se tiene:
1 2 3 4 1 2 3 4

5 6 7 8 F2-2F13 2 1 0
9 10 11 12|  F3-3F1|6 4 2 0of
13 14 15 16 F4-4F19 6 3 O
Como las filas 22, 32 y 42 son proporcionales, el rango de A es 2. (Todos los menores de orden

1 2
3 seran nulos. EI menor 3 2‘ =—4 £0).
Matriz inversa
19. Aplicando la formula A™ = ﬁ(Aij )t calcula la inversa de las siguientes matrices, si

existe.
1 3 3 1 1 3
a) A= b) B = c) C=
2 5 -2 2 2 6
Solucién:
5 -2 ., 1(5 -3 -5 3
= AT =— = )
-3 1 -1{-2 1 2 -1

1 3
b) |B|= 3 1‘:6+2:8.Adjunta: (Bij)=(2 2]3 B—lzl(z —1):(1/4 —1/8].
2

a) |4 =, 5‘=5—6=—1.Adjunta: (a,)
~2 -13 8l2 3) \1/a 38

13 . : :

c) [C|= ) o 6—6=0 = lamatriz C no es invertible.
20. Aplicando la formula A™ :ﬁ(Aﬁ )t calcula la inversa de las siguientes matrices, si
existe.

111 111 1 -11

a) A=|0 1 1 by B=l1 2 -1 cgC=(-1 2 1

112 210 1 0

Solucién:
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111 1 1 -1 1 -1 0
a)[Al=0 1 1/=1.Adjunta: (A)=|-1 1 0 |=A*=(A)=|1 1 -1
112 0 -1 1 -1 0 1

Puede comprobarse que A-A™ =1.
11 1Y1 -1 0 1+1-1 -1+1 -1+1

1 00
Enefecto: AA" =0 1 1|1 1 -1|=| 1-1 1 -1+1|=/0 1 O
1 12) -1 0 1 1+1-2 -1+1 -1+2 0 01

11 1 1 -2 -3
b) [B=[1 2 -1-1-2-3=—4.Adjunta: (B,)=| 1 -2 1 |=
21 0 -3 1
-1/4 -1/4 3/4
-1:i S Blo| 12 12 -1/2
-4 3/4 -1/4 -1/4
1 -11
¢)|C|=]-1 2 1=6-4-2=0 = lamatriz C no tiene inversa.
1 0 3
1 0 -1
21. Dadalamatriz A=|0 a 3 |, halla:
4 1 -a

a) Los valores de a para los que la matriz A posea inversa.
b) La inversa de A paraa = 2.

Solucioén:
a) La matriz A posee inversa cuando su determinante sea distinto de cero.
1 0 -1
|Al=0 a 3|=-a’+4a-3=0 = a=1,a=3
4 1 -a

Por tanto, la matriz A posee inversa cuando a # 1 y a # 3.

10 -1
b)Paraa=2, A=|0 2 3 |y|Al=1
4 1 -2
t
La matriz inversa viene dada por A™ = (?Af , siendo (Aij )Ia matriz de los adjuntos de A.
-7 12 -8 -7 -1 2 -7 -1 2
Aj=|-1 2 -1 :A‘lz% 12 2 -3|=|12 2 -3
2 -3 2 -8 -1 2 -8 -1 2
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22. a) Despeja la matriz X en funcion de A e | en la ecuacion (X + A)2 =X*+X-A+1
siendo X, A e | matrices cuadradas del mismo orden dos, e | la matriz identidad.

11
b) Resuelve la ecuacion AX +A* =1, si A:(1 Oj; X e | de orden 2.

Solucion:
a) Operando se tiene:

(X+A)P =X+ XA+l = (X+A{X+A) =X+ X-A+] =
= XL AX A XA+ A2 =X XA+ = AX+AZ =] =
= AX=1-A> = ALAX :A’l(l —AZ) = X=A1-A

b)De AX +A* =1 = AX =1-A" = ASAX =A*(1-A") = X=A"-A

(A)

Lainversade Aes, A™ = , siendo (AJ.) la matriz de los adjuntos de A.

A
C0m0|A|:‘1 1‘=_1y<A_)=(O _lj = A‘lz(o 1)
1 0 ! -1 1 1 -1
Por tanto:
0 1 11 -1 0
X = - = :
R
k 0 1
23.Dadalamatriz A=|1 0 Kk
0 -1 0

a) Halla los valores del parametro k para los que A tiene inversa.
b) Parak = 0, calcula la matriz X que verifica X-A=(0 -1 -1).

Solucion:
a) La matriz A tiene inversa cuando su determinante es distinto de 0.
k 0 1
A=[1 0 kl=k’-1 = |A=0sik=-10+1
0 -1 0

Por tanto, la matriz A tendra inversa cuando k # +1.

b) Si k =0, la matriz tundra inversa, luego X-A=(0 -1 -1)= X=(0 -1 -1)A™
0 0 1

t
Sik=0, A=|1 0 O0].Suinversaes A‘1=(A”) , siendo (Aij)la matriz de los adjuntos
0 -1 0 A
0 0 -1 010
deA: [A=-1;(A)=|-1 0 0|=A*=[0 0 -1
0 1 0 100

Luego,
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01 0
X=0 -1 -1)0 0 -1|=(-1 0 1)
100

4 -6 4 -3
24. Dadas las matrices A= [3 5) y B= (6 5}, encuentra una matriz simétrica P no

singular tal que B=P™"-A-P.
Solucion:
a b
Si P es simétrica y no singular significa que P = (b d} yque |P|=0.

De B=P*-A-P = (multiplicando por la izquierda por P) = P-B= A-P.
Por tanto, debe cumplirse que:

a b4 -3 B 4 —6\a b . 4a+6b —-3a-5b B 4a—-6b 4b-6d .
b d/l6 5] (3 —5)lb d 4b+6d -3b-5d) |3a-5b 3b-5d
4a+6b=4a—-6b

-3a-5b=4b-6d b=-3b—>b=0 2a 0
= = = P= ,cona#0.
4b+6d =3a-5b 0 a

a=2d
-3b—-5d =3b-5d
1 0 x
25. Dada lamatriz A={x 0 -1]:
2 -1 1

a) ¢Existe algin valor de x € R para el que A no tenga inversa?

b) Calcula, en caso de que sea posible, la matriz inversa de A? para x = 0.
Solucioén:

a) La matriz A no tendrd inversa cuando su determinante valga 0.

1 0 x
|Al=x 0 -1=-1-x*= |Al=0 paratodox e R.
2 -1 1

Por tanto, la matriz A tendra inversa siempre.

1 0 O
b)Parax=0, A=|0 0 -1|=|A=-1.

2 -1 1

1

Su inversaes A (A )t, siendo (Aij) la matriz de los adjuntos de A.

A

La matriz de los adjuntos es:

-1 -2 0 -1 0 0 1 0 0
(A)=] 0 1 1|=>A*=]-2 1 1|>A =2 -1 -1|.
0 1 0 0 10 0 -1 0
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1 0 0)y1 0 O 1 00
La matriz inversa de A” serd (A_1)2: 2 -1 -1}2 -1 -1|=| 0 2 1.
0 -1 00 -1 0 -2 11

Otra alternativa es calcular A? y hacer la inversa después.

Otros problemas

1 2 1
26.Sealamatriz| 0 t t
-1t -1

a) Halla su rango en funcion del valor de t.

b) Calcula su inversa para el valor o valores de t para los que el determinante de esa matriz

vale 1.

Solucion:
1 2 1

a) [0 t t|=-t-t’~t=-t(t+2) = Sit=0yt=-2 el determinante es distinto de 0.
-1t =

Por tanto:

e Sitx0ytx-2=su rangoes3

e Sit=0lamatrizes| 0 O O |:surango es 2, pues la fila 1%y 32 son L.i.
-1 0
1
2

e St=-2lamatrizes| 0 2
-1 -2 -1

. También con rango 2, pues el menor

2
‘=2¢0.
2

b) El determinante vale 1 cuando —t? —2t =1=t?+2t+1=0=>(t+1)° = 0=t =-1.

1 2 1 0O 1 -1
Parat=-1, lamatrizes A=| 0 -1 -1|.Suinversa sera: At=l1 0 1
-1 -1 -1 -1 -1 -1

-3
27. Se consideran las matrices A =[ 5 J y B=A—Kkl, donde k es una constante e | es

la matriz identidad de orden 2.

a) Determina los valores de k para los que B no tiene inversa.
b) Calcula B-* parak = -

Solucién:

a)B:A—kI:(_S 1}4{1 oj:(—s—k 1 J
2 - 0 1 2 -1-k

La matriz no tendra inversa cuando su determinante valga O.
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3-k 1
‘ 3 ‘:(—3—k)(—1—k)—2=0:>k2+4k+1:0 = k=—2++30k=-2-+3

2 -1-k

-2 1
b) Si k =—1, la matriz es B =( ) Oj; que tiene inversa, pues |B|=-2.

0o -1 0 1/2
Su inversa es 31:_1[ jz( )

2\-2 -2 1 1
1 3
28. Se consideran las matrices A= G _21 _/1 j y B=| A 0/, donde A es un numero real.
0 2
Encuentra los valores de A para los que la matriz AB tiene inversa.

Solucion:
1 3
1 2 A 1+20 3+20
AB= 1A 0= :
1 -1 -1 1-A 1
0 2
Para que tenga inversa es necesario que |AB| #0.
1+20 3420

1-A 1
cuando A -2y A # 1/2.

Como =202 +31—-2=0si A :% 0 A = -2 = la matriz AB tendra inversa

29. Una matriz A es ortogonal cuando A - A'= 1. Demuestra que el determinante de una matriz
ortogonal vale 1 0 —1.
Solucion:

Se sabe que para un par de matrices A y B, multiplicables, se cumple que |A-B|=|A}{B|. Por
tanto, si A =1 = |AA!|=|A{|A| =1 =1.

Como, ademas, |A|:‘At‘ = |A|2 :1:|A|:\/i:4_rl.

. . -2 3
30. a) ¢Para qué valores de x tiene inversa de la matriz A= ( J ?
X

b) Para x = -1, calcula la matriz X que cumple la ecuacion matricial A-X —2:1 =0, donde | es
la matriz unidad y O la matriz nula de orden 2.

Solucion:
-2 3
a) Lamatriz A :( J tendra inversa cuando su determinante sea distinto de 0.
X
—2 2 e . 2
A= 1= —2-3Xx = 2-3x=0=>Xx= 37 La matriz tiene inversa si X # -3
X

b) Para x = -1 la matriz es A:( 1

3
J ;y tiene inversa: |A|=-2+3=1.

Por tanto:
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AX-21=0 = AX =21 = X=A"(21) = X =2A",
Célculo de la inversa.

Al:(?/il)t ”(”ﬁj):(—la —lzjj(pﬁj)t:ﬁ :2]: A_lzﬁ j

Luego:
1 1 -3 2 -6
X=2A" = X=2 = _
1 -2 2 -4
1 33 1
31. Determinaelrangode A=| k k 3 -1| dependiendo de los valores del parametro k.
-1 33 0
Solucion:

Inicialmente no se ven combinaciones lineales entre filas o columnas: la aparicion del
parametro lo complica.

Si se desea, y es factible, puede convenir transformar la matriz dada. Aqui se resta la columna
42 a las demas, como se indica.

1 33 1 Cl-C4 0 0 0 1
A=k k 3 -1| > C2-3C4—>|k+1 k+3 6 -1|.
-1 33 0 C3-3C4 -1 3 3 0

. - . 0
Obviamente hay menores de orden 2 que son distintos de cero. Por ejemplo 5

b

Menores de orden 3:

0 0 1 0 0 1
k+1 6 -1 =3k+9,queesnulosik=-3; k+3 6 -1=3k-9,quevale0sik=3
-1 3 0 3 3 0

Por tanto, el rango de A siempre sera 3, pues para cualquier valor de k siempre va a existir un
menor de orden 3 distinto de 0. (Si k = -3, el 2° menor es distinto de cero; si k = 3, el primer
menor es distinto de cero; si k #+3, ambos menores son no nulos).

32. a) Demuestra que si A es una matriz cuadrada tal que A* =2A—1, entonces A es
invertible. ¢, Cual es la expresion de A1?

5 -4 2
b) Demuestra que lamatriz A=| 2 -1 1 | verificalarelacion A> =2A—1 . Utilizando
-4 4 -1
el resultado anterior halla su inversa A™.

Solucion:

8)Si A2 =2A—1 = | =2A-A’ = | =21-A-AA = | =(21 - A}A.

Por tanto, existe una matriz, 21 — A, que multiplicada por A da la identidad. Esa matriz es la
inversade A: A =21 —A.

Para asegurarse que A posee inversa hay que comprobar que su determinante es distinto de 0.
Enefecto: | =(21 —A}A = |I|=|(21 - AJ{A = 1=|(21 - A)J{A = |A=0.
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b) Comprobacion de que A* =2A—1.
Por una parte:
5 -4 2 5 -4 2 9 -8 4
A=l 2 -1 1|12 -1 1|=|4 -3 2
~4 4 -1){-4 4 -1) |\-8 8 -3
Por otra:
5 -4 2 1 00 9 -8 4
2A-1=2{2 -1 1|-|0 1 0|=|4 -3 2
-4 4 -1 0 01 -8 8 -3
Efectivamente, A> =2A—1 . Por tanto, A™ =21 — A.

Luego,
2 00 5 -4 2 -3 4 -2
A'=l0 2 0|-] 2 -1 1 |=|-2 3 -1].
0 0 2 -4 4 -1 4 -4 3

33. Sea A una matriz cuadrada que verifica que A?+2A=1 e | la matriz identidad

correspondiente. Demuestra que existe A™ y determinala en funcion de Ay de I.
Solucion:

La matriz A es inversible si |A/=0.
De A*+2A=1 = A(A+21)=1.
Haciendo el determinante de las matrices de ambos miembros:
|A(A+21)=|l| = |AJA+21|=1 - Por tanto, |A|=0. (Si |A=0 el producto anterior

valdria 0).
Sien A(A+ 21 ): | se multiplican ambos miembros por A™, por la izquierda, se tiene:

ATAA+21)= AT = 1(A+21)=A" = AT =A+2l.

34. Se dice que dos matrices cuadradas, A y B, de orden n, son semejantes si existe una matriz
invertible, P, tal que B = P"'AP, donde P! denota la matriz inversa de P. Determina si son

. . 1 2 1 0
semejantes las matrices A= y B= .
01 0 -1

Solucion:
Si las matrices A y B fuesen semejantes, de B = P-AP = PB = AP (basta con multiplicar por
P por la izquierda).

: a b . a b)y1 O 1 2\(a b
Luego, si P= , debe cumplirse que | = | :
c d c d){0 -1 0 1)lc d

Multiplicando e igualando:

a -b a+2c b+2d a=a+2c -b=b+2d
= = —c=0; —>d=0;b=0.
c —d C d c=c¢C —-d=d

a o0 . . . . .
Luego, P= [O 0] . Como esta matriz no es inversible, las matrices A y B no son semejantes.
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