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Tema 2. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL

Concepto de funcién

Dados dos conjuntos A y B, una funcién de A en B es una relacion (una ley)
que asigna a cada elemento de A uno y s6lo un elemento de B.

La notacion f: A — B indica que f es una funcion de A en B; mientras que

f(a) =b indica que al elemento a de A se le asocia el elemento b del conjunto
B. También se dice que b es la imagen de a. El elemento a y su imagen b
determinan el par (a, b). Para cada a, su imagen b debe ser Gnica.

Con esto, puede decirse que: “Una funcion f entre dos conjuntos Ay B es un

conjunto de pares ordenados (a, b), de manera que no hay dos pares con el Dnmmlmagm
mismo primer elemento”.

Asi, por ejemplo, los pares (2, 1) y (2, 3) no pueden pertenecer a la misma funcion, pues eso
indicaria que al nimero 2 le corresponden dos numeros, el 1 y el 3, en contra de que la

correspondencia debe ser Unica.

Dominio de f, Dom(f). Es el conjunto de los elementos de A que intervienen en la relacion.

Imagen o recorrido de una funcion f, Im(f), es el conjunto de valores que toma f (a) cuando a
pertenece al dominio.

Si la funcion viene dada por el conjunto de pares (a;, b;), su dominio esta formado por los elementos
aj, mientras que su imagen son los elementos b;.

Funcidn real de variable real. Es una funcién que asocia a cada numero real otro nimero real. Se indica
asi:. R > R.

Si el par (x, y) pertenece a la funcion f, significa que f(x) = y. Asi pues, el domino lo forman los
nameros x para los cuales existe el valor de f(x). Laimagen, el conjunto de valores que toma f (x)
cuando x pertenece al dominio; es, por tanto, el conjunto de resultados.

A x se la llama variable independiente. Cuando se representa se hace en el eje horizontal, el eje de
abscisas, el eje OX. La y es la variable dependiente. Se representa en el eje vertical o de ordenadas,
el eje OY. Ambas variables son numeros reales.

« Las funciones reales suelen darse mediante una formula o expresion algebraica. Por ejemplo:

f(x) = x? =3x; g(x) =++/3—x . También se escribe: y = x? —=3x; y =4/3—x

Ejemplos:

a) La funcién f(x) = x? —3x asocia al nimero 2 — f(2)=2°-3-.2=-2;a3 —>0;a-1 — 4.
El dominio de esta funcion es Dom(f) = R, todos los nimeros reales, pues para cualquier nimero
real x tiene sentido (puede hacerse) la operacion x? —3x.

El recorrido de f (x) = x®> —3x es el conjunto de resultados que tome la expresion x? —3x para
cualquier valor de x. (Més arriba se ha visto que —2, 0 y 4 son del recorrido.)

b) La funcién g(x) = ++/3—x asociaal nimero2 — g(2)=+3-2=+1=1;;a3—>0;a-1 — 2.
En cambio, a 4 no puede asociarle ningtin niimero real, pues g(4) =+/3-4 =+/-1.

El dominio de g(x) esta formado por los nUmeros reales menores o iguales que 3:

Dom(g) = {x € RIx <3} = (-, 3].

El recorrido de g(x) =++/3—x son los resultados que se obtienen al calcular la raiz cuando x < 3:
son los numeros reales mayores o iguales que 0. Esto es, Im(g) = [0, +o0).
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Gréfica de una funcion. Las funciones de variable real suelen representarse en el plano mediante una
linea. Los puntos de esa linea son (x, f(x)), siendo x del dominio de f.

Ejemplos:
a) Los pares de elementos relacionados por f (x) = x*> —3x pueden darse
con ayuda de una tabla. Asi: y4
X (0| 1]2|3]-1|-2]..
f(x)|0]-2|-2]0]| 4 |10]... L
Representando en el plano cartesiano esos pares (puntos (0, 0), (1, -2), (2, ! j"/ﬂ i
-2), (3, 0), (-1, 4), (-2, 10)...) y uniéndolos mediante una linea continua se <

obtiene la grafica de dicha funcion.

Funciones definidas a trozos
Una funcién puede venir definida mediante varias expresiones algebraicas. La manera de darlas
suele ser:

f(X):{fl(x), six<a

f,(x), six>a

Se indica asi que la funcion que actla para los valores de x < a es f1(x), y para los valores de x > a
es f2(x).

Ejemplo:

2 Dy <
La funcién f (x) = {X 3x six<3

, asocia a los nimeros menores 0

Jx-3 six>3
iguales que 3, el valor x> —3x; y a los mayores que 3, el resultado de 4
X—3.
Algunos pares de valores son: //'J;
Parax <3: (-2, 10), (-1, 4), (0, 0), (1, -2), (2, -2), (3, 0),... 1T = i 5 8 7
Parax > 3: (4, 1), (5, ¥/2), (6, +/3), (7, 2),... 2 /

Su gréfica seria la adjunta.

Observaciones sobre el dominio de definicion de las funciones usuales

. El dominio de f es el conjunto: Dom(f) = {x € R | f(x) existe}

El valor de f(x) no existe cuando alguna de las operaciones que la definen no puede realizarse. Por
ejemplo: la divisién por cero, la raiz de un nimero negativo, el logaritmo de un nimero menor o
igual que cero; ... (en esos casos, al operar con calculadora saldra el mensaje de ERROR). Otras
veces serd la naturaleza del problema lo que restringa su dominio; por ejemplo, un tiempo o una
longitud no pueden tomar valores negativos.

. Laimagendef esel conjunto: Im(f)={y e R | y = f(x), x € Dom(f)}

Ejemplos:
« La funcion f(x) = x> —4 tiene por dominio todos los niimeros reales; su recorrido son los

nameros reales mayores o iguales que —4. Dom(f) = R; Im(f) = [-4, +©).

« La funcion g(x) = +vx* —4 esta definida cuando x* —4>0: para valores de x>2 0 x <-2. Su
recorrido son los numeros reales no negativos.
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« La funcion h(x) = XLi no esta definida cuando x = 1; su dominio es: Dom(h) = R — {1}.

« La funcion e(t) = 80t, que determina el espacio recorrido por un vehiculo que se mueve a 80
km/h durante un tiempo t, sélo tiene sentido parat> 0.

Si lo que se conoce es la grafica de la funcion y = f (x), entonces:

El dominio viene dado por los valores del eje horizontal (eje OX) que tienen correspondiente. Si la
vertical por x corta a la grafica de f entonces x es del dominio de f.

La imagen, f(xo), de un numero Xo, es el valor de la distancia, medida verticalmente, desde x, hasta la
grafica de f. Si la grafica transcurre por debajo del gje, la imagen es negativa. En la

Si alguna recta vertical corta a la grafica de f en mas de un punto, entonces esa linea no define a una
funcion.

El recorrido viene dado por los valores del eje vertical (eje OY) que son correspondiente de algin x del
dominio. Si la horizontal por y, corta a la grafica de f entonces y, pertenece al recorrido de f.

Ejemplo:

En la siguiente grafica se muestra la evolucion del indice de la bolsa de Madrid, IBEX 35, del dia 26 de
noviembre de 2010. El dominio es el tiempo transcurrido, desde las 9:00 h hasta las 17:37 minutos de
ese dia; el recorrido, los valores que toma, que van desde el minimo (9442,60 puntos, que se dio algo

después de las 13 h) al méaximo (9652,80 puntos, que se dio algo antes de las 10 h.)
173755 [ 26110 9547 20 -180%
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El dia 26/11/2010, el |nd|ce de apertura fue de 9721 80, el de cierre 9527,20. La variacion fue de
—174,6 puntos, aproximadamente un —1,8%.

Operaciones con funciones
Con las funciones se pueden realizar las operaciones ordinarias.
La suma o resta de dos funciones f y g se define como si sigue:

(f+a)X)=fx)+9(x); (f-g)x) =f(x)-g(x)

El producto, que se denota por (f-g)(x) se define asi: (f-g)(x) = f (x)-g(x).
El cociente: ( ](x) = ]
g(x)
El dominio de las funciones anteriores es la interseccion de los dominios de las respectivas
funciones. Para el cociente, ademas, hay que exigir que g(x) = 0.

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/�

U.A.H. Funciones reales de variable real 4

Ejemplo:
Si f(x)=x"-2y g(x)=cosx, se tendra:

(f +g)(x)=x*—2+cosx; (f—g)x)=x>-2-cosx
(f-9)(x) = (x* —2){cos x); (éj(x) _X-2

COSX
Las funciones suma, resta y producto estan definidas en toda la recta real. La funcion cociente no

esta definida cuando cosx =0, que se da cuando x = g + k.

Composicion de funciones
Cuando sobre la imagen, f (x), de una funcién f, actGa otra funcion g se tiene la funcion compuesta

g(f(x)).Primero actla f y después g. EI dominio de g sera el recorrido de f. Esquematicamente ese
tendria:

R—erLpR

x —= flz) — gz
De manera analoga puede definirse f(g(x)): primero actla g, después f. El dominio de f sera el

recorrido de g.
La composicion de funciones no es conmutativa; esto es, en general g(f(x)) # f(g(x))

Ejemplo:

Si f(x)=2x+3y g(x)=x*—4, lafuncion g(f(x))=(f(x))* -3 = (2x+3)% —4. Luego,
g(f(x)) =4x* +12x+5.

Por tanto, parax = -1 0 x = 2 se tendra: g(f(-1)=4-(-1)* +12-(-1)+5=-3 y g(f(2)) = 45.
Si las funciones acttan sucesivamente (primero f y después g), se tendria el mismo resultado.
Parax=-1:. -1 — f(-1)=1 — g(1) =-3.

Parax=2: 2 — f(2)=7 — g(7)=49-4=45.

La funcion f(g(x)) sera: f(g(x))=2(g(x))+3=2(x*-4)+3=2x"-5.

Es evidente que la composicién de funciones no es conmutativa.

Funciones inversas (o reciprocas)

Dos funciones f y g son inversas cuando su composicion da la identidad. Esto es, cuando se cumple
que: g(f(x))=xy f(g(x))=x.

La funcién inversa de f se designa por .

Observacion. No siempre existe la funcion inversa de f. Para que exista es necesario que la funcion f
sea inyectiva, que quiere decir que a valores distintos les asocia imagenes distintas. No obstante,
algunas veces, como en el caso de las funciones trigonométricas, se sigue hablando de funciones
inversas, aungue no lo sean. (En el ejemplo siguiente se aclarara este punto.)

Ejemplos:
Algunos pares de funciones inversas son:

a) f(x)=logx y g(x)=10";0 f(X)=Inx y g(x) =e”".
En ambos casos se cumple que f(g(x)) = X. En efecto:
f(9(x))=10g10* = x y g(f(x))=10"" =x; f(g(x))=Ine* =x y g(f(x))=e"" =x
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b) Parax>0, f(x)=x°y g(x)= +JX . La expresion g(x) = VX no es estrictamente la de una
funcion, pues a cada niimero real x > 0, le asocia dos valores. Por e¢jemplo, /4 = +2.

Tampoco la funcion g(x) = ++/x esta definida para x < 0.

La funcion f(x) = x* no es inyectiva en R, pues a nimeros opuestos, X y —x, les asocia el mismo
valor: f(x) =x*=(-x)* = f(=x). En cambio si lo es en el intervalo [0, +o).

Por tales motivos, para afirmar que f(x)= x>y g(x) = ++/x son funciones inversas hay que
restringir el domino de ambas funciones.

c)Para0<x<m, f(Xx)=cosx y g(x)=arccosx.

La expresion g(x) =arccos x asigna infinitos valores a x, pero uno solo en el intervalo [0, =).

Observacion. No hay que confundir la funcién inversa con la inversa de una funcién. La inversa de
una funcion f es la funcion 1 (x) = L. Asi, si f(x)=x-3, 1 x)= L.
f f(x) f X—3

Imagen inversa de un numero

Para cualquier valor y, del recorrido de la funcion f, su imagen inversa, f *1(y0), es el conjunto de
los numeros x, del dominio, que se transforman mediante f en y,. Esto es,

7 (yo) = e RIF() =y, .

. Parahallar f*(y,) se resuelve la ecuacion f(x)=y,.

. En particular, f*(0) da los puntos de corte de la funcién con el eje de abscisas.

Ejemplos:

a) Si f(x)=x"—-4, laimagen inversade 0, f "(0), son las soluciones de x> —4=0.Estoes, x =
—2yx=2. £10) ={-2,2}.

b) Si f(x)=cosx, laimagen inversa de 0, f *(0), son las soluciones de cosx = 0. Esto es,

X = arccos0 = x:%+kn: fl(O):{x:g+kn,keZ}.

Caracteristicas de algunas funciones

Crecimiento y decrecimiento

Una funcién f es creciente cuando el valor de f(x) aumenta al hacerlo x: la funcidon sube. El concreto:
f(x) escrecienteenunpuntox=a < f(a-h)< f(a)< f(a+h).

Una funcidn es creciente en un intervalo cuando lo es en todos sus puntos.

Una funcidn f es decreciente cuando el valor de f(x) disminuye cuando aumenta x: la funcion baja. El
concreto: f(x) es decrecienteenunpuntox =a < f(a—h)> f(a)> f(a+h)

Una funcién es decreciente en un intervalo cuando lo es en todos sus puntos.

Ma&ximos y minimos

Una funcidn tiene un maximo relativo en un punto cuando a su izquierda es creciente y a su derecha
decreciente.

En concreto: f(x) tiene un maximoenunpuntox =a < f(a—-h)< f(a)> f(a+h)

Una funcidn tiene un minimo relativo en un punto cuando a su izquierda es decreciente y a su derecha
creciente.
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En concreto: f(x) tiene un minimoenunpuntox=a < f(a—-h)> f(a)> f(a+h)
En todos los casos, h es un nimero positivo y pequerio.

maximo

-/-/_,_,—4

mipimo

decrece | crece | decrece | crece

!

Ejemplo:
La funcién f(x) = x? es decreciente en x = —1 ya que >
f(-1-h)> f(-1) > f(-1+h).
Enefecto, f(-1-h)=(-1-h)> =(1+h)*>1, f(-1) =1,y ) *
f(-1+h) =(-1+h)? <1. SH |

También puede verse que en x = 0 la funcidn tiene un minimo, pues -1 1
f(-h)=(~h)? > f(0)=0< f(h)=h?. -1

Continuidad. Discontinuidades.

Una funcién f es continua cuando a variaciones
infinitesimales de x corresponden variaciones
infinitesimales f (x) . Intuitivamente significa que puede —
dibujarse sin levantar el lapiz del papel.

En todos los puntos en los que f no esta definida se da una
discontinuidad, un salto de su gréafica.

Nota. El estudio preciso de continuidad requiere la aplicacion
del concepto de limite, que se recordara méas adelante.

Gemmmmm
Y
-———————I‘I-—___I.'.l
1

—
ba

Ejemplo:
La funcion adjunta es discontinua en los puntos x =1y x = 2.

Simetrias

Hay dos tipos de simetrias: simetria respecto del eje OY y simetria respecto del origen de
coordenadas.

Una funcidn es simétrica respecto del eje OY cuando f(—x) = f(x), para todo x de su dominio.
Estas funciones se llaman pares.

Una funcion es simétrica respecto del origen si f (—x) = —f(x), para todo x de su dominio. Estas
funciones se llaman impares.
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¥ ¥

Fixr=cosx Fix = snx

('HMN&}') % (R

Ejemplos:
a) La funcion f(x) =cosx es par: cumple que cos(—X) = COSX.

Otra funcion paraes f(x)=x?—4,pues f(-x)=(-x)>—4=x*-4=f(X)
b) La funcion f (x) =sinx es impar: cumple que sin(—x) = —sinx.
X3 (_X)S X3
, pues f(—x) = =—
x> +2 P (=) (-x)*+2 x*+2
d) La mayoria de las funciones no son ni pares ni impares. Asi, la funcién f(x) = x> —3x no es par
ni impar, pues f(—x) = (=x)* —=3(-x) = x* +3x = £ (x).

c) Otra funcion impar es f(x) =

=—f(x).

Funciones periddicas
Una funcidn es periodica cuando se repite a intervalos

constantes. La amplitud del menor de esos intervalos es el
periodo. N TR TN

En concreto: f es periddica de periodo k cuando

f(x+Kk) = f(x), para todo x de su dominio. M

(Las funciones seno y coseno, dibujadas mas arriba, también son periodicas.)

Tendencias asintoticas

Cuando la grafica de una funcion se acerca cada vez a una recta se dice que la funcidn tiene a esa recta
por asintota, o que tiende asintdticamente a esa recta.

Las asintotas pueden ser verticales, horizontales y oblicuas.

¥

-
-~
-
- —_ — — — — 4 - = = -

|
|
|
|
-
| X
|
|
|

|
“ |
|

|
En los puntos donde exista una asintota vertical la funcion no esta definida: siempre se da una ruptura,
una discontinuidad.
La existencia de una asintota (horizontal u oblicua), proporciona informacion muy precisa del
comportamiento de la funcién a largo plazo de la funcion.
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Funciones usuales (1): polindbmicas, racionales y radicales

Funciones polindbmicas
Vienen dadas por una expresion de la forma f(x) =a x" +...+a,x? + a,x+a,, CON N Un NUmero

natural.

El dominio de definicion de estas funciones es todo R: estan definidas siempre.

El grado de una funcién polindmica es el del polinomio correspondiente.

La funcion polindmica de de grado n corta al eje OX en un maximo de n puntos. Las abscisas de los
puntos de corte vienen dadas por las soluciones de la ecuacion

a, X" +...+a,x* +a,x+a, =0. y

Ejemplo:

La funcién f(x) = x* —3x—2, corta al eje OX en las soluciones de la
ecuacion x® —3x—2=0. Estas soluciones son x = —1, doble, y x = 2. Como
puede observarse, f(x)=x®-3x-2=(x+1)*(x—-2).

El punto de corte con el eje OY se obtiene dando a x el valor 0.

La grafica de esta funcion es la adjunta.

« Las funciones polinémicas mas frecuentes son: L4

Funcion constante. Es la funcion polindmica de grado cero: f(x)=a, 0 ) Jiay=1
y=4a,. S o
Su gréafica es una recta horizontal. _4 _2 > 4 6

Funcion lineal (afin). Es la funcion polindmica de grado uno:
f(x)=a;x+a, 0 y=mx+n. la
Su gréfica es una recta de pendiente m y ordenada en el origen n: corta al eje \2\(1} =-x+3

OY en el punto (0, n).

Funcion de proporcionalidad directa. Es un caso particular de la anterior. Su -2 ] Z 5
expresiones f(x) =mx o y =mx. Su gréafica es la de una recta que pasa por

el origen. El coeficiente m indica la razén de proporcionalidad.

1 Fy=05x
« Como puede observarse, y = mx < y_ m, que indica que las variables 1?
X ' ' ; + +
x e y son directamente proporcionales, con constante de proporcionalidad k. -4 | 2 46
La regla de tres simple directa se ajusta a esta relacion.

Funcion cuadratica. Es la funcion polindmica de grado dos,

f(x)=a,x* +a,x+a, 0 y =ax’ +bx+c.

Su grafica es la de una parabola. Si a > 0, es convexa (), su vértice esta
en el minimo; si a <0, es concava (M), su vértice esta es el maximo.

. La grafica de la funcion cuadratica corta al eje OX en dos puntos, en
uno o en ninguno, dependiendo del nimero de soluciones de la ecuacion

ax® +bx+c =0. Las abscisas de los puntos de corte son las soluciones
de esa ecuacion.
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Funciones racionales

P(X)

Las funciones racionales son de la forma f(x) = ﬁ donde P(x) y Q(x) son polinomios.
X

Estas funciones estan definidas para todo valor de x que no anule el denominador.

Ejemplos:
a) El dominio de f(x) = ;H; es R — {0, 2}; su denominador se anula parax=0y x = 2.
X° —2X

- 2x* g :
b) La funcion f(x) = X2 X esta definida para todo R; su denominador no se anula nunca. }
X

Funcidn de proporcionalidad inversa. Es un caso particular de funcion

: - K k
racional. Su expresiones f(x)=— o0 y=—. 104
X X
- - L . . 16
Su gréfica es una hipérbola equilatera cuyas asintotas son los ejes de r=—
coordenadas. o
k - ' 0 10
« Como puede observarse, y = — < yx =Kk, que indica que las
X
variables x e y son inversamente proporcionales, con constante de ny
proporcionalidad k.

La regla de tres simple inversa se ajusta a esta relacion.

Funciones con radicales

Son de la forma y =1/f(x) , siendo f(x) cualquier otra funcién.

Estas funciones estan definidas cuando esta definida f(x) y ademas puede hacerse la raiz. Por tanto:
Las funciones radicales de indice par (caso de raices cuadradas: y = m ), estan definidas solo si
f(x)>0.

Las funciones radicales de indice impar (caso de raices cubicas: y = m ), estan definidas

siempre que lo esté f(x).

Ejemplos:
a) f(x)=+/2x—2 esta definida para x> 2, intervalo [2, +o).

b) f(x)= 3/x esta definida para todo x € R.

0) f(x)=3—

1 esta definida para todo x € R — {1}.

d) f(x) =+/x*+4 estadefinida para todo x € R, pues el radicando nunca es negativo.
e) f(x)=+/x*—4 estd definida cuando x*> —4 >0, que se cumple cuando x € (oo, —2] U [2, +o).

Observacioén: Para determinar el dominio de estas funciones conviene recordar la resolucion de
inecuaciones con radicales.
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Funciones usuales (11): exponenciales y logaritmicas

La funcion exponencial.
Esdelaforma f(x)=a* < y=a*, a>0ya=1.

Caracteristicas fundamentales:

« Sudomino es R.
. Siempre toma valores positivos. Esto es: f(x)=a” >0, a=1 1 U=a<l
para todo Xx. L

| |

« Silabase a> 1, la funcion siempre es creciente.

. Silabase 0 <a<1,lafuncion siempre es decreciente.

. Cortaal eje OY eny=1, pues a° =1, para cualquier valor de a.

« Eleje OX, larectay =0, es una asintota horizontal de la funcion; hacia —o si a > 1, y hacia +oo si
O<ax<l

Observacion: La funciéon f(x)=a™* esidénticaa f(x)= ix y lamisma que f(x)= (lj . Asi,
a a

por ejemplo: f(x) = (%) =37*. En consecuencia, f(x)=a™ cona > 1 es decreciente siempre.

« Dos casos comunes de la funcion exponencial son f(x) =10y f(x) =e".
También son frecuentes f(x)=10""y f(x) =e . Estas Ultimas funciones pueden escribirse como

1
f(x)=
()1OX

1
y f(x)=—.
e

Estas caracteristicas permiten dibujar la grafica de estas funciones, en casos elementales, con mucha
facilidad.

Ejemplos:
a) Para trazar y = 2* basta con conocer unos cuantos puntos: (0, 1), (1, 2), (2, 4) y (-1, 1/2) seria

suficiente. Como se sabe que es creciente y que hacia —o se pega al eje OX por arriba, su grafica es
la de abajo.

fixy=27 Flx)=e""
_ﬁ__‘_’.,/' ® ‘{'\_‘ ®

43210112345 -32-11123456
b) Igualmente, para dibujar y = e~ basta con dar algunos valores: (0, 1), (-1, e) = (-1, 2,72); (-2,

e?) = (-2, 7,39); (1, 1/e) = (1, 0,37). Como se sabe que es decreciente y que hacia +oo se pega al eje
OX por arriba, su grafica es la de arriba.

MW B U O~ o
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. La funcion general f(x)=a%® esta definida siempre que lo esté g(x).
Estas funciones estan ligadas a problemas de capitalizacion y de descuento, de crecimiento
malthusiano y de descomposicion de sustancias radiactivas, entre otros.

Ejemplos:
a) f(x)=2%" esta definida para todo nimero real.
1

b) f(x)=2%* esta definida para todo niimero real distinto de 3: Dom = R — {3}.

c) La funcién C(t) = CO(1+ r)t da el capital acumulado al cabo de t afios, a una tasa de interés anual
r (en tanto por uno), para un capital inicial Co. Asi, un capital de 20000 €, al 6% anual, se convierte
al cabo de 8 afios en C(8) = 20000(1+0,06)° = 31876,96 €.

La funcién logaritmica
La mas sencillaes f(x)=log,x < y=1log, x (a>0;a=1). .
Para las bases usuales,a=10ya=e: f(x)=logx y f(x)=Inx.

Caracteristicas fundamentales:

. Su dominio es R", los reales positivos: x > 0.
« Toma valores que van desde —oo a +oo: Recorrido = (—o, +0). 5
. Eleje OY, larectax =0, es asintota vertical de su curva.

« Sia>1(queeslousual), lafuncion es creciente. (Si 0 < a <1, la funcion sera decreciente.)

44

- La funcion general f(x) =log, g(x) esta definida siempre que g(x) > 0.

Ejemplos:
a) f(x)= Iog(x + 3) esta definida siempre que x+3 > 0; esto es, cuando x > —2. Por tanto, su

dominio es el intervalo (-3, +x).
b) f(x)= Iog(x2 +3) esta definida siempre, pues x* +3> 0 para todo x.

T 3 esta definida siempre que 21 3 >0 = XE(—oo,—\/§)u(\/§,+oo).
X°— X° -

c) f(x)=log
Observacion: Como f(x) =log,x < x= a'™ se deduce que las funciones exponencial y
logaritmica son inversas; esto es, si aplicamos sucesivamente el logaritmo y la exponencial en la
misma base, volvemos al punto de partida. O sea: log,a* =x y a'%X = x.

Esto permite utilizar los logaritmos para resolver ecuaciones de tipo exponencial.

Ejemplos:
a) Para determinar x en la siguiente ecuacion, 5= 3%, hay que aplicar logaritmos como sigue:
log5 = Iog(3x) = log5=xlog3 = x =:Oigz1,46.

0g

b) Con esto, podria plantearse el problema de “; Cuanto tiempo debe transcurrir para que se
dupligue un capital a una tasa de interés del 3%?”

Es obvio que habria que resolver la ecuacion 2C, = C,(1+0,03)' < 2=(1+0,03)' =t =2345
anos.

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano
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Funciones usuales (111): funciones trigonomeétricas seno, coseno y tangente

La funcién seno
Su expresion mas sencilla es f (x) =sen x.

Caracteristicas fundamentales:

« Su dominio de definicion es R. Por tanto, x es un namero real; no es un angulo propiamente
dicho: si se quiere, es un angulo en radianes, no en grados.

« Los valores que toma el seno varian entre —1 y 1: su recorrido es el intervalo [-1, 1].

« Es periddica de periodo p = 2x. Esto es: sen x = sen(X + 2r), para cualquier valor de x.

« Es una funcion simétrica respecto del origen. Esto es, f(—x) =sen (—x) =—-sen x =—f(X).
« Su gréfica es la siguiente:

Nota: Las calculadoras trabajan esta funcion en el “modo” radianes: MODE RAD.

Otras funciones relacionadas con la funcion seno: La funcion f (x) =sen kx contrae o dilata la
funcion sen x. Si k > 1, se contrae; si k < 1, se dilata.

Ejemplo:
Parak =2y k = 1/2, se tendrian las funciones f(x)=sin2x y f(x) = sing las gréficas son las

siguientes.

Fix)=sin x f(x}=sin% F(x) = sin 27

El periodode f(x)=sen2xesp=m;elde f(x)= sen%x esp =4n.

La funcién coseno

Puede definir a partir del seno asi: f(x) =cosx = sen(x + %J . Por tanto, su gréfica serd idéntica a

la del seno pero con un desfase de n/2 (se traslada n/2 a la izquierda).

Flxi=rcosx Ffilxy=samn x
TN s o oG

Caracteristicas fundamentales:
« Su dominio de definicion es R. Por tanto, como en la funcion seno, x es un numero real
« Los valores que toma el coseno varian entre —1 y 1: su recorrido es el intervalo [-1, 1].

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano
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« Es periddica de periodo p = 2x. Esto es: cosx = cos(X + 2x) , para cualquier valor de x.
« Es una funcion simétrica respecto del eje OY. Esto es, f(—x) =cos (—x) =cosx = f(X).

Otras funciones relacionadas con la funcién coseno: La funcién f(x) =coskx contrae o dilata la
funcion cos x. Si k > 1, se contrae; si k < 1, se dilata.

Ejemplo:

Para k = 3, la funcion f (x)=cos3x es la que se MEDSGI} Jx) = cosx

representa en la figura adjunta. VVa tres veces mas rapida : A /\)’7"\\%
2 ARSI

que f(x)=cosx.Superiodoes p= 3

La funcion tangente

La funcion f (x) = tag x se define como: f(x)=tagx = Sen X :
COS X
Caracteristicas fundamentales:
« Su dominio de definicion es R — {E+ kn} , pues
2 F(x) = tan

T .
para X =+—+ kr se anula el denominador:

cos(iﬁ+ knj =0.
2

« Toma valores que varian entre —oo y +oo: su
recorrido es todo R.

« Es periddica de periodo p = m. Esto es:

tag x = tag (x + ), para cualquier valor de su
dominio.

. Tiene por asintotas verticales las rectas 5

[
=
%]

X:iE+kn.
2

Otras funciones relacionadas con la funcion tangente: La funcion f (x) = tag kx contrae o dilata la
funcion cos x. Si k > 1, se contrae; si k < 1, se dilata.

Ejemplo:
Para k = 1/2, la funcion f(x) = tag g es la que se representa en la figura anterior. Va la mitad de

rapida que f(x) =tag x: su periodo es p = 2.
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Ecuaciones e inecuaciones ligadas a distintas funciones
Si la expresion y = f(x) designa una funcion, la expresion y, = f(x) es una ecuacion, siendo Yy,
una constante. La solucion de esa ecuacion coincide con la imagen inversa del valor yqo del recorrido
de la funcion f; estoes f*(y,) = {x € R| f(x)= yo}: los oo
valores de x cuya imagen vale yo. Si la ecuacion y, = f(x) no T
tiene solucion significara que yo no es del recorrido de f.

Asi, en la figura adjunta, dada la funcion y = f (x) se pueden /Fu
plantear las ecuaciones: f(x)=Yy, y f(xX)=y;.

Las soluciones de la primera son X1, X2, X3 Y X4, que son las 0
abscisas de los puntos de corte de la grafica de y = f(x) con 1 o B
la recta horizontal y =y, .

La ecuacion f(x) =y, no tiene soluciones, pues la grafica de
la funcion no se corta con la recta horizontal y =y, .

Las soluciones de la ecuacion f(x) =0 dan los puntos de

corte de la funcion con ele je de abscisas.
Nota: La manera usual de definir lo que es solucién de una ecuacidn es: “solucion de una ecuacion
es cada uno de los valores de la variable x que verifica la igualdad.

¥1

» Para cada tipo de funcidn se obtiene una ecuacion asociada, que reciben los nombres de
polindmicas, racionales, exponenciales, logaritmicas, trigonométricas...

» Cada tipo de ecuacion tiene unos métodos de resolucion apropiados, que obviamente conviene
manejar con soltura. Esos métodos se estudian en los cursos de Secundaria y Bachillerato. Un
resumen de esos métodos puede encontrarse en: http://www.matematicasimmm.com/desde0

Inecuaciones
Si lo que interesa es conocer cuando una funcion toma valores mayores 0 menores a un nimero se
tiene una inecuacion. Las inecuaciones son expresiones como las siguientes:
f(X)> Yo f(x) <o f(x) <y, f(x) =y,
Las soluciones de una inecuacion son cada uno de los valores de la variable x que cumplen la
desigualdad. Una inecuacién puede tener un conjunto infinito de soluciones, que suele darse en
forma de intervalo.
Flxde 3

Ejemplo: y=3
Si y = f(x) designa una funcion, las soluciones de
f (x) >y, seran los valores de x que tengan un valor de -

la imagen mayor que y, . Si la funcion fuese

Fix1a 3

f (x) = x? + 2x, las soluciones de la inecuacion

x? + 2x > 3 son los valores de x tales que f(x) >3, los , —0
que tienen una imagen por encima de la recta y = 3. TN
Estos valores, como puede verse observando la figura 19
adjunta, son x € (—o0,-3) U (1, + ).

. Pararesolver inecuaciones es imprescindible conocer el manejo de las desigualdades. Una buena
coleccidn de inecuaciones puede encontrarse en: http://www.matematicasimmm.com/desde0
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