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Tema 4. DERIVADAS

Derivada de una funcion en un punto

Una funcién f (x) es derivable en el punto x = a si tmg&m‘}” = ;;me

existe el limite: lim fla+h)-f(a) |t e+ h)- f2)
. "0 h JOR I L - |

Este limite se denota por f“(a), y existe cuando resulta 4 |

un ndmero real finito. A ) !

La derivada es el limite de un cociente de dos cantidades / a 0 (_*h a+h

infinitesimales. El numerador mide la variacion de la
variable dependiente (la f (x)) cuando la variable dependiente (la x) pasa de a a a + h. El cociente
mide la tasa de variacion media de una variable respecto a la otra. Cuando se impone que la variable
independiente varie una cantidad infinitesimal (eso indica que h — 0), lo que se esta calculando es
la tasa de variacion instantanea de la funcion f(x) en un punto determinado. Esto es, qué le pasa a

f (x) cuando varia x en los alrededores de un punto a.

Ejemplo:
Dada la funcion f(x) = —x? +4x, su derivada en el punto x = 3 es
f,(3)=“,mf(3+h)—f(3)' 4-
h—0 h
Como f(3+h)=—B+h)*+4@B+h)=-h*-2h+3 y f(3) =3, setendra: |
£(3) = lim h®—-2h+3 3=I|’m h 2h=
h—0 h h—0 h 0
_imMEN=2) i Chooy 0 2 3 4%
-l e -2) =2 / \

Luego, f"(3) =-2. (Este nimero indica que en el punto x = 3, la funcion esta decreciendo en la
proporcién 2 a 1: la razon que expresa la relacion entre ambas variables vale —2.)

Interpretacion geométrica de la derivada
La derivada, f"(a), es un nimero que da el valor de la pendiente de

la recta tangente a la curva f(x) enel punto P(a, f (a)).
La ecuacion de dicha recta tangente sera:

y-f(a)=f@x-a)

Observaciones: 1. La tangente a una curva en un punto es la recta que
mejor aproxima a la curva en ese punto concreto. La derivada indica a x
lo que variaria la funcion si se comportara linealmente (como la recta
tangente) en un entorno de ese punto.

2. La derivada, como la recta tangente, va cambiando segln cambia el punto de referencia.
3. Se recordara que la pendiente de una recta indica lo que la recta aumenta (si es positiva) o
disminuye (si es negativa) por cada incremento unitario de la variable x.

Ejemplo:
La recta tangente a la funcion f (x) = —x? + 4x en el punto de abscisa x = 3, sera:

y- @) =fFE)(x-3).
Ycomo f(3)=3y f'(3)=-2,seobtiene: y—-3=-2(x-3) = y=-2x+9.
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Derivabilidad, continuidad y derivadas laterales.

Para que una funcion sea derivable en un punto son precisas dos condiciones:
1. Que la funcion sea continua en dicho punto.
2. Que las derivadas laterales existan y coincidan en ese punto.

Derivadas laterales

Izquierda: f'(a”) = lim T@+N-1@)  perecha: f'@") = lim fla+h)-f(@)
h—0~ h h—0* h

La derivada, f'(a), existe cuando f'(a”)=f"(a").

Geomeétricamente significa que la tangente a la curva en el punto (a, f(a)) esla
misma tanto si se traza por la izquierda como por la derecha.

Las derivadas laterales no coinciden en los puntos angulosos, en los picos de las
funciones. Por tanto, en esos puntos no existe la derivada. —

——
o

« Esta condicion es particularmente importante en las funciones definidas a trozos. Para esas
funciones resulta obligado estudiar las derivadas laterales en los puntos de separacion de los
distintos trozos.

Continuidad y derivabilidad
La relacion entre derivabilidad y continuidad es la siguiente:
“si f(x) esderivableenx=a = f(x) escontinuaenx=a”

El reciproco no es cierto. Esto es, f(x) escontinuaenx=a > f(x) es derivable en x = a.

Ejemplo:
2 Flx)=—x+4x
. —X“+4x, x<3 . .
a) La funcién f(x) = es continua y derivable en el
—-2X+9 x>3
punto donde se unen las funciones a trozos, en x = 3. Esto implica que se  ,_ y=-2x+d

puede pasar de una funcion a otra sin cambios bruscos. (Recuerda que
y =-2x+9 es larectatangente a f(x)=-x*+4x enx=3.)

., 241, 0 . 5 A \
b) Lafuncion f(x)=4° "™ =% escontinuaen x = 0, pero no es fo 2 3 a4
Xx+1 x>0

derivable en ese punto. (En el punto x = 0, la funcion hace un cambio
brusco.)

Funcioén derivada

La funcion derivada de una funcion f(x) es una nueva funcion que F @ =xt1
asocia a cada numero real su derivada. Se denota por f"(x). Su definicion
es la siguiente: 0
f,(X):h,mf(x+h)—f(x). 5 0 5
h—0 h
Si y= f(x), seescribe y'= f"(x). También es frecuente escribir f(x) = ar ey 0y= gy

dx dx
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Reglas de derivacion para las operaciones con funciones
1. Derivada de una constante por una funcién:

F(x)=k-f(x) — (F(x)): (k-f (x)): k-f7(x)
2. Derivada de una suma o diferencia de funciones:
FO)=f()£9(x) — (FO)J=(f()=g(x))= () *g()
3. Derivada de un producto de funciones:
F(x)=(f-0))¥) = F(x)-90) — (F(X))=(f()-g(x))= (g0 + f (x)g"(x)

4. Derivada de la opuesta de una funcion:

B l _L N _ l , — - f,(X)
F(x)—(fj(x)— ) (FeJ (f(x)] (f(x)?

5. Derivada de un cociente de funciones:

() 10 09— F(x)gK)
Fo) =% (Fx))= =
M =ge ~ FOJ (g(x)J (9(0)

6. Derivada de la funcién compuesta:

F(x)=f(g(x) — (FO)J=(f(a(®)) = £ (@(x)-g"(x)

TABLA DE FUNCIONES DERIVADAS
Funcion simple Derivada Funcion compuesta | Derivada
y=c y=0
y=X y=1
y=x",¥VneR y'=nx"" y=(fO)", ¥n y=n(f(x))"* ()
y=+x v y=y109 = f()(?()
y=a*,a>0 y=a*Ina y=a'® a>0 y=f(x)a'™lna
y = e y=e* y=ef® y= 1 (e ®
y =log, x y’=%|ogae y =log, f(x) y= 1;((:)) log, e
! ()
y=Inx y:; y =1In f(x) yzm
y =sen x y'= COoS X y =sen f(X) y'= f"(x)cos f(x)
y = COS X y'= —sen x y = cos f(X) y'=—f"(x)sen f(x)
y = tag x y'=1+tag?x y = tag f(x) y'= £ (x)(1L+tag? f (x))
y = arcsen X y= L y = arcsen f (x) y= S T
1-x? V1= (f(x)?
y = arccos x y=—— y = arccos f (x) y=— )
1-x° V1-(f(x)?
y = arctag x y'= 1+lx 5 y =arctag f (x) y'= ﬁ

En esta tabla: ¢, n, a y e son nimeros; x designa la variable independiente e y o f representan
funciones de x.
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Ejemplos:
1 f(X)=—x*+4x = f'(x) =-2x+4.
2. f(x)= (— x? + 4x)-(x3 - 2x) = f(x)=(-2x+ 4)-(x3 - 2x)+ (— x* + 4x)-(3x2 - 2).

2 _ . _ 2
3. F(x) = 3X :>f’(x):3(x 5)—3x-2x _—3x"-15

x* -5 (x2 —5)2 B (x2 —5)2

4. £(x)=(2x>-5x+3)* = ' (x) =4(2x® -5x+3)*:(6x* -5)

. f(X)=vx*-x*+1 < f(x):(x3—x2+1)1/2:>

1 -1/2 3x? —2x
= ) ==(x—x*+1)""Bx2 —2x) = —— 8
2 20%% —x% +1
4 — 45x* 5 20 5
6. y=2-7x+—-5Jx = y=-73x*+ - = y=-21x" - - ——.
y NG y 10 2\/; y x© 2\/;
7. y=10"* = y=10*In10.
8. y=3"*"% = y=(2x-4)3"*In3
9. y:eZ><3—3x = y= (6X2_3)e2x3—3x
10. y =27 1 @0 — y'=(=3x? +2)27"* In2 0,58
8x* -3
11. y=In(2x* =3x) = y'= :
y =In( ) y 2x* —3x
12. y =log(3x* -5x+2) = y=——"——1loge
y=log( )= V=50 a2
2 2x -1

13. y=|n((2x—1)(x —x)) = In2x-1) +In(x" —x) = y= 2x—1+ S

14. y:sin1 = y= —izcosl.
X X X
15. y =sen’x = y'=2sen X-CoSX.

sen x? . 2XC0S X2
5 5

16. y

17. y:sen§+30055x—tag x> = y':%cosg—ﬁsen 5x — (1+ tag x*)-2X.
18. y =cos?®(x® —2x) = y'=-2cos(x* —2x)-sin(x* - 2x)-(3x* - 2)
19. y=Incosx = y’:i-(—sin X) = —tan x
COS X
1 1

\/1—(x—1)2 ) V2x— X2
2X —(—2x)

J1- (X% —1)? ) J1-(1—x2)? )
2X

20. y=arcsen(x-1) = y=

21. y =arcsen (x> —1) —arccos(l— x*) = y'=

2X B
1+(1+x2)*  2+42x2+x*
Observacion: Para practicar con mas ejercicios, puede verse:
https://static.squarespace.com/static/526e85b4e4b09c47421bd159/t/52f687ebe4b0430a9908b8b0/1

391888363138/ T0O8MPRM2.pdf
http://iescomplutense.es/wp-content/uploads/2010/10/Tema-16-Ejercicios-de-derivadas-Solsl.pdf

22. y=arctag (1+x°) = y'=
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Una aplicacion econdmica de la derivada: Marginales

En Economia la derivada tiene multiples aplicaciones; aqui se aplicara a un caso concreto: al calculo de
costes, ingresos y beneficios marginales.

Si las funciones C(x), 1(x) y B(x), designan, respectivamente, el coste, los ingresos y el beneficio

que se obtienen por la produccion y venta de x unidades de un bien, a sus derivadas,C" (x), 1'(x) y
B"(x) se les Ilama coste marginal, ingreso marginal y beneficio marginal.

El coste marginal coincide, aproximadamente, con el coste adicional necesario para producir una
unidad mas de x. Esto es: C'(x) ~ C(x+1) — C(x) . (Recuérdese que la derivada de cualquier funcion,

f (x), indica, aproximadamente, la variacion de f cuando x aumenta una unidad.)

Ejemplos:
a) Si C(x) = x? +40x+10000 (en euros), siendo x el nimero de unidades producidas de un
determinado bien, se tendra que C(100) = 24000 y C(101) = 24241. Por tanto, el coste adicional de
la unidad 101 es C(101) — C(100) = 24241 — 24000 = 241 €.

Derivando, C"(x) =2x+40; luego C"(L00) = 240 €, que es una cantidad aproximada a 241 €.

b) Si cada unidad de ese bien se vende por 350 €, la funcidn de ingresos sera 1(x) = 350x .

En este caso, el ingreso marginal por la venta de una unidad mas es siempre de 350 €; lo que
coincide con su derivada: 1"(x) =350.

Puede observarse que cuando se producen 100 unidades, el ingreso marginal es 109 € mayor que el
coste marginal; en consecuencia, resulta rentable producir una unidad mas, la 101: el beneficio
marginal que se obtiene es de 109 €. ; Pero eso seguira asi cuando se fabriquen, por ejemplo, 140,
150 o0 160 unidades? ¢Hasta qué nimero conviene aumentar la produccion?

¢) La funcién de beneficios es B(x) = I(x) —C(x) . En este caso B(x) = —x? +310x —10000.

El beneficio marginal es B"(x) = -2x+310.

Para x = 100, B"(100) = -200+ 310 =110 €, cantidad proxima a los 109 € reales.

Si x =140, B'(140) = -280+ 310 =30 €. Para x = 150, B"(150) = —-300+310 =10 €. Pero si x =
160, B"(160) = —320 + 310 = —10 €; el beneficio marginal es negativo: fabricar la unidad 161 es
mas costoso que los ingresos que se obtienen por su venta: no resulta rentable.

Es evidente que conviene aumentar la produccion siempre que el beneficio marginal sea positivo;
esto es, siempre que B'(x) = -2x+310>0.

La solucidn de esta inecuacion es x <155 = No resulta rentable producir mas de 155 unidades.
Notas:

1. Si el beneficio marginal es positivo (B"(x) > 0) significa que los beneficios estan aumentando al
aumentar la produccion. Si es negativo, B'(x) <0, significa que los beneficios estan disminuyendo
al aumentar la produccion.

Parece légico aceptar que conviene producir hasta que B'(x) =0. En ese
nivel de produccion se obtendra el maximo beneficio.

2. Que B’(x) <0 no implica que la empresa entre en pérdidas. La
empresa perdera cuando B(x) < 0; para este ejemplo, cuando

B(x) = —x? +310x —10000 < 0: si la produccién es inferior a 37

unidades o superior a 273.

3. Para el ejemplo estudiado es facil dar una interpretacion geométrica,
pues como la funcion beneficio es una parabola, su maximo se obtiene en
el vértice; crecen antes del vertice y decrecen despues de él. También
puede verse que B(x) > 0 (beneficios positivos) cuando x € (36,6, 273,4).
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Idea de diferencial de una funcion
y-flay=flaiiz-a) -

Como se indico anteriormente, la ecuacién de la recta tangente a la p ﬁ,__#__x_:.’.'.#f- A
curva y = f(x), enel punto P (a, f (a)), viene dada por ) ’

y—f(a)=f'(@)(x-a). %
Esta recta, cuya pendiente es f“(a), es la funcion lineal que mejor
aproximaa f(x) en un entorno del punto a. a

. Se llama diferencial de f (x) en el punto x = a al producto

f'(a)-dx . Esto es, dy = df (a) = f"(a)dx. F-FA=5@-ad - g

En general, si y = f(x) — dy = df (x) = f"(x)dx fat iy ===t g
&) ===~ Py —

Ejemplos: )% i

a) Para y = x° +3x* —=5x = dy = (3x* + 6x —5)dXx. |

b) Si y=Inx :>dy:1dx.
X

¢) Si x =cost = dx =-sintdt.

Cuantitativamente, la diferencial da la diferencia de los valores que toma la recta tangente en los
puntos ay a + h =a + dx (en general, puntos: x y x + dx).

Geométricamente, la diferencial es el incremento sobre la recta FHOE (- ﬁ}
tangente, como puede verse en el tridngulo PQR, de la figura @ *+#-fla) - |
L, RQ dy .. . | 2
adjunta: tanao=—=—=f"(a) = dy= f"(a)dx | I
PQ dx | !
a altk

. Parece evidente que si dx = h es un valor pequefio, también sera pequefio el valor de dy, y mas
pequefia aun, la diferencia entre el valor sobre la curva f(x) y el valor sobre la recta tangente. (En

la figura se indica esa diferencia con el nombre de error.).

Esto permite concluir que, en un entorno del punto a, la funcién y = f (x) y la recta tangente,
y = f(a)+ f'(a)(x—a) , toman valores aproximados: [y = f(x)] = [y = f(a) + f"(a)(x - a)]
Esto es, haciendo x=a-+h: f(a+h)~ f(a)+ f'(a)h, para h pequefio.

Ejemplo: 14
Para hallar la ecuacion de la tangente a la curva y = Jx enel punto de
abscisa x = 1, se procede asi: o
y:\/;—>y':%:>six:1,y(1):1,y'(1):1/2 e :
1 1 1 -1
Luego, latangentees: y—1= E(X -1) > y= §x+§

. . 1 1 .
Por tanto, en el punto x = 1, la funcion y = Jx puede aproximarse por larecta y = EX +§ . Asi, la

raiz cuadrada de 1,1, /11 ~ %-1,1+%: 1,05.

Observacion: Lo que se hace es utilizar una funcion lineal, facil de manejar, para calcular una raiz
cuadrada.
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Derivacion implicita

Una funcion esté definida implicitamente cuando la variable dependiente no esté despejada. Asi, la
expresion y> +x—3=0, conx<3ey >0, define ay como funcion de x de forma implicita. En este
caso, puede despejarse facilmente, pues

y2+x-3=0 = y*=3-Xx = y=+4/3-x & f(x):m

Pares de esta funcion son, por ejemplo, (2, 1), (-1, 2) o (-6, 3).

La expresion y° —y® + 2y — x* — x = 0 también define y como funcién de x, pero a diferencia del

caso anterior, no puede despejarse y.
(Pares de esta funcion son, por ejemplo, (0, 0) o (1, 1)).

En el primer caso, la obtencién de la derivada de y es muy féacil:

= f'(x =
N L RN
También podria calcularse la derivada sin necesidad de despejar, pues si y = f(x), la expresion
y2+x-3=0 < (f(x))’ +x-3=0.
Si se deriva, miembro a miembro, aplicando la regla de la cadena, se tiene:

-1
20f(x)f' () +1=0 = f° (X)"E?FZ_S

Normalmente no se sustituye y por f(x), pudiendo derivar directamente asi:

y2+x-3=0 = 2yy+1=0 = y’=—i

2y
Con esto, la derivada en el punto (2, 1) vale y'= 11 ; yen el punto (-6, 3), y= 1
' ’ YRS y= 23 6

Aplicando el mismo procedimiento a la expresion  y° —y® + 2y —x®> —x =0, se tiene:

5y*'y -3y’y+y-2x-1=0 = y(5y* -3y? +1)-2x-1=0 y':#
5y" -3y +1
. 1+21 3
Luego, el valor de la derivada en el punto (1, 1)sera y=——-—=—=1
g punto (1, 1) sera ¥ = o 311~ 3

Ejemplo:

Si y es una funcion de x, derivable, que verifica la ecuacion 2x* +6xy + y> —18=0, halla y por
derivacion implicita. Comprueba que el punto (1, 2) pertenece a la gréafica de la ecuacion y halla y’
en ese punto.

— Derivando directamente en la expresion 2x* +6xy + y> —18 =0 se tiene:

2X +3y

3X+Yy

Observa que el sumando 6xy se deriva implicitamente como un producto: (6xy): 6y +6xy
El punto (1, 2) es de la curva, pues 21° +61-2+2° -18=0.

21+32 8

3142 5

4X+6y+6Xy+2yy=0 = 2y (3x+Yy)=-2(2x+3y) = y=-—

La derivada en ese punto valdra: y'(, 2) =-
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Propiedades de las funciones derivables. Teoremas de Rolle y del valor medio.

Teorema del méaximo. Teorema de Rolle

« Sedice que f(x) tiene un maximo local (o relativo) en un punto

X, st f(x)> f(x), paratodo x de un entorno de x;.
« Sedice que f(x) tiene un minimo local (o relativo) en un punto S j’?xj
xssi f(x,) < f(x), para todo x de un entorno de x. N
P P
Teorema del maximo
Sea f(x) una funcion definida en un intervalo abierto (a, b). Si x; es un
Fx=a

maximo de f(x) en dicho intervaloysi f’(x,) existe, entonces

f'(x,)=0.

« El reciproco del teorema no es cierto. Esto es, que la derivada sea 0 no
asegura que el punto sea maximo. También basta con observar la figura ;
adjunta, en la que se dibuja la grafica de f(x) = x*. Para esta funcion la _

derivada se anula en x = 0 y sin embargo en ese punto no hay maximo ni n
minimo.

Teorema de Rolle (Francés, 1652/1719)
Si f(x) es una funcién continua en el intervalo [a, b] y derivable en (a, b), ysi f(a) = f(b),

entonces existe algun punto ¢ € (a, b) tal que f’(c) =0.

Geometricamente la comprobacion es evidente: existe un punto —al menos— de ese intervalo, en el
que la tangente a la curva es horizontal.

e

T | Pt

¢ h |.:1 .:".'E: |.:: ¢ h I.:: c B

En ese punto ¢ se da el maximo o el minimo de f (x) en ese intervalo.

(En el tercer dibujo todos los puntos del intervalo cumplen en teorema; en el cuarto dibujo hay un
minimo y un méximo en el intervalo dado).

Ejemplos:

a) La funcién f(x) = x? + x + 2 verifica las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [-2, 1],
pues:

. escontinua y derivable en todo R; en particular en el intervalo [-2, 1].

. f(-2)=4y f(1)=4.Estoes, toma el mismo valor en los extremos del intervalo.

En consecuencia, existe un punto ¢ € (-2, 1) en el que su derivada vale 0:
f'(x)=2x+1=0 = x=-1/2.
El valor ¢ = -1/2 es el que asegura el teorema: f°(-1/2)=0.

b) La funcion f(x)=1- |x| no satisface las condiciones del teorema de Rolle /Ti\

en el intervalo [-1, 1], pues no es derivable en el punto x = 0 de ese intervalo.
Por eso, aunque tenga maximo en x = 0 no se cumple que f"(0) =0. 21 | 1~
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Teorema del valor medio de Lagrange (ltaliano, 1736/1813)
Si f(x) es una funcién continua en el intervalo [a, b] y derivable en (a, b), entonces existe algin

flo)-f(a) ..
=1

punto ¢ € (a, b) tal que

. Interpretacion geométrica: existe un punto perteneciente al
intervalo en el que la tangente a f(x) es paralela a la secante que

pasa por los puntos de abscisaay b.

De otro modo: existe un punto del intervalo en el que la tasa de
variacion instantanea coincide con la tasa de variacion media de
todo el intervalo. Recuerda que la tasa de variacion media de una
funcion en un intervalo viene dada por la expresion:

TVM[a,b] = M

. Interpretacion fisica: si se realiza un trayecto a velocidad media v, en algun instante de ese
trayecto se ha llevado esa velocidad v.

Ejemplo:
La funcién f (x) = x> —6x es continua y derivable en el intervalo [-2, 1] = 3 ¢, -2 <c < 1 tal que
f@)-f(-2) ey

1-(-2)

En efecto: =3x>-6=> -3=3x>-6=>x’=1=>x=-1,x=1.

El valor que cumple el teorema es x = —1, el nimero que pertenece a (-2, 1).

Una aplicacion. Con las mismas hipétesis, si x € (a, b), puede escribirse:

%= f'c) = f(x)=f(a)+ f(c)(x—a),conc e (a x)

Y sisetoma x=a+ h,setendrd: f(x)=f(a)+h-f'(a+6h),0<0<1, c e (aX).
Cuando h es suficientemente pequefio puede aceptarse la aproximacion f(x) ~ f(a)+h-f'(a).

Ejemplo:
Aplicando lo anterior puede darse un valor aproximado de 4102 sin necesidad de hacer la raiz.

En efecto, si se considera la funcion f (x) = Jx, que es continua y derivable para x > 0, y se hace x
=102,a=100y h =2, se tiene:

1 1
f(102) = f(100) +2:-f (100 + 20) < /102 =+/100 + 2——+———, pues f " (X) = —=
(102) = f(100) ( ) 2100+29p ()2&
1 1 1 ) )
Como f" (100+ 20) = > =—=0,05, el valor aproximado pedido sera:
( ) 24/100+20 24100 20 P P
/102 =+/100 + Z;z 10+2-0,05=10,1

24100 + 26

Notas:
1. El valor obtenido con la calculadora es: +/102 =10,0995... La aproximacion es muy buena.
2. Puede observarse que aplicando la diferencial (véase) se llega al mismo resultado.
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Teorema de Cauchy (Francés, 1789/1857)
Si f(x) y g(x) son continuas en [a, b] y derivables en (a, b), ysi g(b) =g(a),y f'(x) y g"(x) no

son ceros a la vez, entonces, existe un punto ¢ € (a, b) tal que
f(b)-f(a) _ ()
gb)-g(@) g'(c)
Con las mismas hipdtesis, si tomamos a < x < b, existird un punto ¢ € (a, x) tal que

f(x)-f(a) () B L ) ,
10—a@ g ° - f@e=lx-@]re)

Aplicacion al célculo de limites. Regla de L"Hopital (Francés, 1661/1704)

Indeterminaciones:
En el calculo de limites pueden aparecer siete expresiones (formas) indeterminadas. Son:

o] o] oA e e o

Hasta ahora, cuando se presentaba alguna de esas indeterminaciones, se resolvian, si era posible,
mediante transformaciones algebraicas. Sirva como recordatorio el siguiente ejemplo:
2

mml;i_{qzm_ﬁﬁﬂ_ﬂmgL_i=4

o1 —=3x+2 |[0] »1(x=-1)(x-2) x»1x-2 -1
A partir de ahora podremos emplear otro procedimiento mas eficaz y que, ademas, puede utilizarse
para una mayor variedad de funciones. Este procedimiento se sirve de las derivadas y recibe el
nombre de regla de L"Hbpital.

Regla de L"Hdpital para resolver la indeterminacion [%}

En el caso de que lim——= F(x)

0 [8} ydeque f(x) y g(x) sean funciones derivables en un entorno
X—a g X

de a, se cumple:

Silimf(x)=0y I|m g(x) =0, siendo g(x) = 0 en un entorno de a, entonces, si existe lim f EX; :
X—a X—a g X
entonces también existe lim——= f(x) y se cumple que lim F(x )—Il'm )

=2 g(X) ag(x) x-agi(x)
(Esto es valido si a se sustituye por a*, a”, +oo, 0 —0.)

. Estoes, “el limite de un cociente del tipo [0/0] es igual al limite del cociente de las derivadas”

Ejemplos:
2) lim sin x [O} (L'H) = Iim cosx_l_ll
x>0 X 0 x>0 1 1
ERROR: lim sinx = [9} = lim COS XX — X-Sin X =(?) > OJO: NO se hace la derivada del cociente.
x>0 X 0 x—0 G

b) La regla también se puede aplicar a funciones racionales. Asi:

2_
lim—*—* - [O}—)(LH)—I ax=1 1 _
-1 x?-3x+2 |0 -12x—3 -1
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Observacion: La regla de L"Hopital puede reiterarse. Asi, en el ejemplo:

— 2 1
0 II,ml cos>2(+x :[9} SR _yim SiN X+2X:P}—>(L’H):Iim COS X + 2 :é.
x—0 2X 0 x—0 4x 0 x—0 4 4

Regla de L"Hdpital para resolver la indeterminacion {f}

o0
En el caso de que I|'mM = [E} se cumple:
X—a g(x) 00
. . . . (x) - : . f(x)
Si lim f(x) =00 y lim g(x) = o, entonces, si existe lim——=, entonces también existe lim——=
x—>a x—a x—>a g"(X) x>a (x)

y se cumple que lim f(x) =lim f,(x)
x>a g(X) x-ag(x)
(Esto es valido si a se sustituye por a*, a”, +oo, 0 —0.)

Ejemplos:
a) lim = =| 2|5 (LUH) = lim — =1 —o
x—+o [N X 00 x>0 1/X 0
2
b) Iim X—X:{E}A(L'H): lim 2_1‘{2}: lim %:320_
X—>+00 e o0 X—>+00 e o0 X—>+00 e o0

c) También se puede aplicar para funciones racionales:

2 _
lim X =3XHL 1)y < gim X3 2 (= tim 222
x>+0 4X° +5X -2 | © x>+08X+5 | o0 x>0 8 4

Resolucion de las formas [0 - ] e [0 — o]

Para resolver las indeterminaciones del tipo [0 - o] e [o0 — 0] hay que transformarlas, operando

. 0 00 . L . .
previamente, en alguna de las formas [6 0 | — |. Si ese propdsito se consigue, entonces se aplica
o0

la regla de L"Hopital.

Ejemplos:

a) Il'rrg((l— cos x) cotagx) = [0-0]. (Recuerda que cotag 0 = 1/tag 0 = 1/0 = o)
Sustituyendo cotag x por 1/tag x se tiene:

Il’ng((l—cos x) cot agx ) = [0-00] = lim1=C0SX _ P} — (U'H) = lim ™ _ 90

x>0 tagx 0 01+tag?x 1
b) Iim( ! _lj:[oo_oo].

Iim( 1 _l]: |imLX+1:[9}: (L'H) = |imi:{9}: (L'H) =

x-0 (e* —=1)x |0 x-0e*x+e* -1 [0

. —e* 1
= lim—=-=.
x—0 g% x + 2e* 2
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Resolucién de las formas [17], [0°] y [°]
Si al intentar calcular lim f (x) aparece alguna de estas formas (esto es: lim f (x) = [1°°] 0
X—a X—a

lim f(x) = [00], o lim f(x) = [ooo]) se calculard, si se puede, el limite lim(In(f (x))). Con esto, la
X—a X—a X—a

indeterminacion inicial se transforma en otra del tipo [0 - «], que se resolvera como se ha indicado
antes.

Una vez resuelto, si lim(In(f (x)))= L, se tiene que el limite buscado vale lim f(x) =e".
X—a

X—a
Recuerda:
1. Los limites cumplen la siguiente propiedad: lim In[f (x)]= In[lim f(x)}.
X—a X—a

2. Por definicion: INnA=L < A=¢";
y también: In(Bp): p-InB.

Ejemplos:
a) Iim(1+£j = [1*] - Aplicando logaritmos: |im|n(1+1j — Iim Xln(1+£]:[oo-0] =
X—>00 X X—>00 X X—>0 X
-1
x*
= (transformando) = lim % = {—} = (L'H) =lim—X = lim — =1.
X—>00 - X—>00 _72 X—)oo1+7
X X X
] (R
Por tanto, lim|1+—=| =e =e.
X—00 X
NOTA: Este resultado suele tomarse como definicion de e.
b) lim x* =[0°] — Aplicando logaritmos: lim Inx* = Iim xInx = [0-(~0)] =
x—0* x—0" x—0*
= (transformando) = lim In_x: ®= (L'H) = lim 1/X2 = lim(-x) =0.
x—0" 1/ X 0 x—>0" —1/ X x—0*
Por tanto, lim x* =e° =1.
x—0*
C) Iim(x2 +4)1/InX = [ooo] — Aplicando logaritmos:
2
limIn(x + 4™ = lim = In(x? + 4)= i 0C+4)_[en] oy
X—>0 x—» |n X X—>0 In X 00
2 2
= 1im 2D iy X1 sy = im X,
X—>® 1/ x x—o X + 4 00 x>0 2X
Por tanto, Iim(x® + 4" =e?.

Observacion: Mas ejercicios en:
https://static.squarespace.com/static/526e85b4e4b09c47421bd159/t/53b81d64e4b087906dff2ae2/14
04575076965/TO8CALDERPR.pdf. (Problemas 51 a 64).
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