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PRODUCTO VECTORIAL DE VECTORES EN EL ESPACIO: APLICACIONES

Definicién de producto vectorial de vectores en R®
Dados dos vectores V = (a;,b;,c;) y W=(a,,b,,c,) su producto vectorial es el vector:

l_j]. UZ US
a, b, ¢,

b, ¢, a, G

siendo {d,,d,, U, } los vectores de la base candnica.

Nota: Se escribe la expresion mediante un “determinante” por su facilidad de retencion, pero en
modo alguno es un determinante, ya que el determinante de una matriz es un nUmero, mientras que
el producto vectorial es un vector. En este caso solo tiene sentido si se desarrolla por la primera fila.

Ejemplo:
ljl UZ US
Siv=(11-1)yw=(1,20),vxw=|1 1 -U4=20,-0,+U0;=(2,-11).
1 2 0
. Algunas propiedades del producto vectorial son:
1. Vxw=-WxV.
2. k(Vvxw) = (kv)xw =V x (kw)), siendo k un escalar, un nimero.
3. Elvector vV xw es perpendicular a los vectores v .y w.
4. El valor del médulo del producto vectorial vale: [V x W| = [V|{W|{sen(V, W), .
5
6

. SiVvxWw=0 < V y W son paralelos (proporcionales, linealmente dependientes).
. Si V y W son linealmente independientes = {V, W,V x W} forman base de R>.

Ejemplo:
Se ha visto mas arribaquesi V. = (1,1, -1) y w=(1, 2,0) = Vxw = (2, -1, 1). Para ver que V x W
es perpendicular a vV y a w, basta con multiplicar escalarmente. Asi: F i

(VxwW =(2,-1,1)-(1,1,-1)=2-1-1=0;

(Vxwyw =(2,-1,1)- (1,2,00=2-2+0=0.
— Esta propiedad permite obtener un vector perpendicular a dos vectores dados,
entre otras aplicaciones. Hay infinitos vectores perpendiculares, alavez,a v .y w.
Todos son de la forma k(v x W).

Aplicacidon del producto vectorial: areas
El médulo del vector axb, es igual al area del paralelogramo determinado por los vectores a y b .
Esto es: ‘é X 6‘ = area del paralelogramo OAPB.

Justificacion: El area de un paralelogramo se halla multiplicando la longitud
una de sus bases por la altura sobre ella. En la figura,

S =|alh= |é|-‘5‘-sen o, pUes sen o = ﬁ

Por la propiedad 4 se sabe que |V x W| = [V|{W|{sen(V, W)|, luego, S = ‘é X 5‘ .
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. U A .
— Como consecuencia de lo anterior, E‘a X b‘ = area del tridngulo OAB,

determinado por los vectores & y b .

Ejemplos:
a) El 4rea del paralelogramo determinado por & = (1, 2, 3) y b = (2, -1, 1) es el médulo del vector
l_jl UZ US
axb=|1 2 3:%55;5)Fhrmmasuémaﬂéxﬂ:«MS+25+25=5J§u?
2 -1 1
c
b) Dados los puntos A(1, 0, 1), B(2, 0, -1) y C(0, 1, 4), el area del triangulo que - /;
determinan, ABC, viene dada por %‘ﬁ xﬁ‘. -
Como AB=(2,0,-1)—(1,0,1) =(1,0,-2) y AC=(0, 1,4) - (1,0, 1) = (-1, 1, 3), 4 E-ap
l_jl l_'I’Z l]3
se deduce que ABxAC=1 0 -2 =(2, -1, 1).
-1 1 3

_6

Luego, el area del tridngulo ABC = %«/4 +1+1= i

c) Para determinar el &rea de un cuadrilatero (no necesariamente paralelogramo) se puede
descomponer en dos triangulos. Asi, si los vértices de un cuadrilatero son los

anteriores A, B, Cy D(2, -1, 1), su &rea es la suma de las reas de los tridngulos __,.;_B
ABC y ACD. 4 ,&
Area del cuadrilatero ABCD = %‘ﬁ x E‘ +%‘E x AD|. \ e
'
— Para ver que el cuadrilatero no es un paralelogramo basta con ver que los “x_
vectores AB y DC no son iguales. vD

Pequenios retos
1. Dados los vectores d=(-1, 2, 4), b=(3, -1, 2) yc=(2, -

a) dxb y axc. b) Compruebaque axb es perpendiculara d ya
c) ¢Por qué axc=0?

—8), halla:
b.

2. Dados los puntos A(1, -2, 1), B(2, 1, -1), C(0, 1, 2) y D(-1, -2, 4), halla:
a) El area de los triangulos ABC y ACD.
b) ¢Es el cuadrilatero de vértices A, B, C y D un paralelogramo?

Soluciones:

1.a) axb =(4,-5,-6); axc = (0, 0, 0). b) Hay que ver que (axB)-a:o y (axB)B:O.
c) Son vectores linealmente dependientes.

2. a) Tienen la misma area = %\/118 .b) Si, pues AB=DC=(1, 3, -2).
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