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TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Teorema del valor medio de Lagrange (Italiano, 1736/1813)
Si f(x) esuna funcién continua en el intervalo [a, b] y derivable en (a, b), entonces existe algin

f(bt))—f(a):f,(c)_

punto ¢ € (a, b) tal que

. Interpretacién geométrica: existe un punto perteneciente al
intervalo en el que la tangente a f(x) es paralela a la secante que
pasa por los puntos de abscisa a y b.

De otro modo: existe un punto del intervalo en el que la tasa de
variacion instantanea coincide con la tasa de variacion media de
todo el intervalo. Recuerda que la tasa de variacion media de una
funcién en un intervalo viene dada por la expresion:

TVM[a,b] = w

. Interpretacion fisica: si se realiza un trayecto a velocidad media v, en algun instante de ese
trayecto se ha llevado esa velocidad v.

Ejemplos:
La funcion f (x) = x® —6x es continua y derivable en el intervalo [-2, 1] = 3 ¢, -2 < ¢ < 1, tal que
f@- f(-2) _ (o)

1-(-2) '

—4 =3x?-6= -3=3x>-6 = x’=1=>x=-1,x=1.

En efecto:

El valor que cumple el teorema es x = —1, el nimero que pertenece a (-2, 1).

Ejercicio 1
¢Puede aplicarse, en el intervalo [0, 1], el teorema del valor medio a la funcion f(x) = ZL? En
—X

caso afirmativo calcula el punto al que hace referencia el teorema.
Solucién:

En el intervalo [0, 1], la funcién f(x) = ZL es continua y derivable (s6lo es discontinua en x = 2,

gue no pertenece a ese intervalo).
f@Q-f(-2 ~(x)

Hay que buscar el valor de x que cumple: 1 (2)

Como f(1)=1, f(O):l y f'(x)=;2, debe cumplirse que:
2 (2-x)

1
1_i -2 _
2__ 1 2:>£:;2:>2:(2—x)2:>x2—4x+2:0:> x=2 \/E
1-0 (2-x) 2 (2-x) X=2++/2

La respuesta valida es x=2 ~J2, que es el punto que pertenece al intervalo (0, 1)
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Observacién:
La verificacion del teorema no exige hacer la derivada para encontrar el punto ¢ € (a, b) tal que
f(b)-f(a) _

. = f’(c). Basta con comprobar que la funcion en cuestion cumple las hipétesis exigidas
-a
en el intervalo dado. Asi se pone de manifiesto en el siguiente ejercicio (propuesto en la
selectividad de 2014 en Navarra).
Ejercicio 2
Dada la funcién f (x) = tan [l+l)+

12 6x) \17-2x-3x’

T T 1
tal que f(a)=1. = Ayuda: tan| — |=1tan| — |=—.
fue 1) 4 (4) (6) N
Solucioén:

La funcién dada cumple el teorema de Lagrange, pues:
. Es continua en el intervalo [1, 2]. Basta con ver que la raiz cuadrada que aparece no se anula en

: +4/(-2)? —4-(-3)17 2+ -2,74
ese intervalo: x = 2 ) _2t 208z{207 '

, demuestra que existe un valor a € (1, 2)

2:(-3) —6
También es derivable (basicamente por lo mismo). Aunque no es necesario hacerla, su derivada es:

f'(x):[1+tanz(£+ij}(-T;j+ 2+ 6x
12 6x))\ 6x \/(17_2)(_3)(2)3

Por tanto, en el intervalo [1, 2], se cumple que % =f(a),conl<a<2

Como:

T T 2 T 2 1
f@Q=tan| —+— |+—==tan| — |+ —==1+—;
W (12 6) 12 (4) 23 J3

f(2) =tan LN 2 =tan Ej+2:i+2
12 12 6

Entonces:

1 1
f@-f0) 3 - 1+3J
2-1 1

= % =1= f"(a), que es lo que se queria probar.

Pequenios retos
1. Para f(x) = x®—2x-1, halla el punto del intervalo [0, 3] que satisface el teorema del valor
medio.

2. Aplica el teorema del valor medio a la funcion f(x)=1Inx, en el intervalo [1, €], determinando
el valor de ¢, 1 < ¢ < €%, para el que se verifica dicho teorema.

Soluciones:
1. x =4/3.
2
2 x=2 _1.
2
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