2° Bachillerato CT 1

EXAMEN DE MATEMATICAS II BACHILLERATO
EXAMEN FINAL

kx +2z=0
1. (1,5 puntos) Discute, segun los valores del parametro k, el sistema ky—z=k .
X+3y+z2=5

1

2. Se consideran las matrices A= (_2 ) y B=A-kl, donde k es una constante e | es la matriz

identidad de orden 2.
a) (0,5 puntos) Determina los valores de k para los que B no tiene inversa.
b) (0,5 puntos) Calcula B parak = —1.

3. a) (0,5 puntos) Halla la recta r que pasa por el punto P(1, -1, —2) y es perpendicular al plano
T=X+2y+32+6=0.

b) (0,5 puntos) Halla las ecuaciones paramétricas de la recta s que pasa por los puntos

A(1, 0, 0) y B(-1, -3, —4).

¢) (0,8 puntos) Estudia la posicion relativa de r y s. Si se cortan, calcula el punto de corte.

d) (0,7 puntos) Calcula la distancia del punto A(1, 0, 0) al plano ©" que pasa por el punto

P(1, -1, -2) y es paralelo a m.

4. (0,8 puntos) Halla la ecuacion de la parabola y = x> +bx + ¢ que es tangente a larecta y = x en
el punto (1, 1).

- f ... 8Y—X—CO0SX
5. (0,7 puntos) Halla el siguiente limite: Im%.
x>0 sin® x

” 1-x?
6. Dada la funcion f(x) =

a) (0,7 puntos) Determina su dominio y sus asintotas. Justifica las respuestas.

b) (0,5 puntos) Halla sus intervalos de crecimiento y decrecimiento. ¢ Tiene algin punto de
inflexion?

b) (0,3 puntos) Haz un esbozo de su gréfica.

7. (1 punto) Halla el area del recinto limitado por las curvas de ecuacion y=x’e y = |x| .

8. a) (0,5 puntos) De una urna gque contiene tres bolas blancas y dos bolas rojas extraemos,
sucesivamente y sin reemplazamiento, dos bolas. Calcula razonadamente la probabilidad de que la
segunda bola extraida sea blanca.

b) (0,5 puntos) El tiempo de duracion de las llamadas telefonicas a cierta centralita se distribuye
segun una distribucion normal de media 5 minutos y varianza 4. Calcula razonadamente la
probabilidad de que una llamada dure menos de 4,5 minutos.

Alcala de Henares, 14 de mayo de 2018.
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EXAMEN DE MATEMATICAS I BACHILLERATO
EXAMEN DE ANALISIS (DERIVADAS E INTEGRALES) Y DE PROBABILIDAD

1. (4). (1 punto) Halla la ecuacion de la parabola y = x* +bx + ¢ que es tangente a larecta y = x en
el punto (1, 1).

X
2. (5). (1 punto) Halla el siguiente limite: Iimw.
x>0 sin® X

1-x%

3. (6). (2 puntos) Dada la funcién f(x) =

a) (0,8 puntos) Determina su dominio y sus asintotas. Justifica las respuestas.

b) (0,8 puntos) Halla sus intervalos de crecimiento y decrecimiento. ¢ Tiene algin punto de
inflexion?

b) (0,4 puntos) Haz un esbozo de su gréafica.

4. (7). (1 punto) Halla el &rea del recinto limitado por las curvas de ecuacion y=x’e y = |x| .

5. (1 punto) Determina las medidas de los lados de un rectangulo de area 1, de modo que la suma de
las longitudes de tres de sus lados sea minima.

6. (2 puntos) Calcula las siguientes integrales:

a) (0,5 puntos) j3X(4—5X3)dX. b) (0,3 puntos) Icos 2x—1

dx.

¢) (1,2 puntos) J e®* cos x dx.

7. Sean Ay B dos sucesos con P(A) =0,7; P(B)=0,6y P(Au B) =0,9.
a) (0,5 puntos) ¢Son Ay B sucesos independientes? Justifica la respuesta.
b) (0,5 puntos) Calcula P(A- B) y P(A/@). (Nota: B denota el suceso complementario de B).

8. (8). a) (0,5 puntos) De una urna que contiene tres bolas blancas y dos bolas rojas extraemos,
sucesivamente y sin reemplazamiento, dos bolas. Calcula razonadamente la probabilidad de que la
segunda bola extraida sea blanca.

b) (0,5 puntos) El tiempo de duracién de las llamadas telefonicas a cierta centralita se distribuye
segun una distribucion normal de media 5 minutos y varianza 4. Calcula razonadamente la
probabilidad de que una llamada dure menos de 4,5 minutos.

Alcala de Henares, 14 de mayo de 2018
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EXAMEN DE MATEMATICAS II BACHILLERATO
EXAMEN DE PROBABILIDAD

1. (7). Sean Ay B dos sucesos con P(A) =0,7; P(B)=0,6y P(AUB)=0,9.
a) (0,6 puntos) ¢Son Ay B sucesos independientes? Justifica la respuesta.
b) (1,4 puntos) Calcula P(A— B) y P(A/§). (Nota: B denota el suceso complementario de B).

2. (8). a) De una urna que contiene tres bolas blancas y dos bolas rojas extraemos, sucesivamente y
sin reemplazamiento, dos bolas. Calcula razonadamente la probabilidad de:

al) Que la segunda bola extraida sea blanca. (0,5 puntos)

a2) Si la segunda bola extraida ha sido blanca, que la primera fuera roja. (0,5 puntos)

b) El tiempo de duraciéon de las llamadas telefdnicas a cierta centralita se distribuye segun una
distribucion normal de media 5 minutos y varianza 4. Calcula razonadamente:

b1) La probabilidad de que una Ilamada dure menos de 4,5 minutos. (0,5 puntos)

b2) El tiempo de duracién que no es superado por el 33% de las llamadas. (0,5 puntos)

3. Para una distribucién normal N(60, 5), determina el valor de k que cumple:
a) (0,5 puntos) P(X <k)=0,90

b) (0,5 puntos) P(X >k)=0,95
c) (1 punto) P(60—k < X <60+k)=0,9544

4. Supongamos que la estatura de los jovenes de 20 afios de una determinada regién sigue una
distribucion normal de media 175 cm. Si se sabe ademas que los jévenes que miden méas de 190 cm
representan el 6,68 % del total, calcula:

a) (1 punto) La desviacion tipica de la poblacién considerada.

b) (0,5 puntos) El porcentaje de jévenes con estatura superior a 165 cm.

5. Un examen consta de 8 preguntas con 3 posibles respuestas cada una, de las que sélo una de ellas
es correcta. Si un estudiante responde al azar marcando las respuestas aleatoriamente, calcula la
probabilidad de que:

a) (0,5 puntos) No acierte ninguna respuesta correcta.

b) (1 punto) Acierte 6 0 mas preguntas.

6. (1,5 puntos) Un examen de respuesta maltiple consta de 80 preguntas, cada una con 4 opciones,
una de ellas correcta y erroneas las otras tres. Si un estudiante contesta al azar, ;cual es la
probabilidad de que acierte 25 0 méas preguntas? ;Y menos de 10?

Alcala de Henares, 14 de mayo de 2018.
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SOLUCIONES EXAMEN FINAL

kx +2z=0
1. (1,5 puntos) Discute, segun los valores del parametro k, el sistema ky—z=k .
X+3y+2=5
Solucioén:
k 0 210
Las matrices de coeficientes y ampliadason: A=|0 k -1| k|=M.
1 3 1|5
k 0 2
A=[0 k -L=k(k+3)-2k=k*+k=k(k+1) = [A=0sik=00k=-1
1 3 1
Por tanto:
« Sik#0,-1, el r(A) =3y el sistema serd compatible determinado.
« Sik=0, setiene:
00 210
A={0 0 -1|0|=M,siendo r(A) =2 =r(M), pues C1, C2y C4 son proporcionales. El
1 3 115
sistema sera compatible indeterminado.
« Sik=-1, setiene:
-1 0 2|0 0 2 O
A=l 0 -1 -1|-1|=M,conr(A)=2yr(M)=3, puesel menor -1 -1 -1=4.
1 3 1]5 3 1 5

Luego, el sistema sera incompatible.

2. Se consideran las matrices A= ( )

1
J y B = A—kl, donde k es una constante e | es la matriz

identidad de orden 2.

a) (0,5 puntos) Determina los valores de k para los que B no tiene inversa.
b) (0,5 puntos) Calcula B™ parak = 1.

Solucién:

a)B:A—kI:[_B 1j_k(1 Oj:(_B_k 1 j
2 -1 0 1 2 -1-k

La matriz no tendré inversa cuando su determinante valga O.
-3-k 1

, m =(-3-k)(-1-k)-2=0=k?+4k+1=0 = k=—-2+3 0 k=—2-+/3

-2 1
b) Si k =—1, la matrizes B :( ) Oj; que tiene inversa, pues |B|=-2.

0 -1 0 1/2
Suinversaes B = 1 - .
2\ -2 2 1 1
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3. a) (0,5 puntos) Halla la recta r que pasa por el punto P(1, -1, —2) y es perpendicular al plano
T=X+2y+32+6=0.

b) (0,5 puntos) Halla las ecuaciones paramétricas de la recta s que pasa por los puntos
A(1,0,0) yB(-1, -3, -4).

¢) (0,8 puntos) Estudia la posicion relativa de r y s. Si se cortan, calcula el punto de corte.

d) (0,7 puntos) Calcula la distancia del punto A(1, 0, 0) al plano n" que pasa por el punto

P(1, -1, -2) y es paralelo a m.

Solucioén:

a) La recta r queda definida por P(1, -1, -2) y el vector vV = (1, 2, 3), normal al plano .

X=1+t
Su ecuaciones: r:qy=-1+2t.
z2=-2+3t

b) La recta s esta determinada por el punto A(1, 0, 0) y por el vector AB = (-1, -3, -4) — (1,0, 0) =
(-2, -3, -4).

Xx=1-2h
Su ecuaciones: s:qy= —3h.
z= —4h

c) Para determinar la posicién relativa de ambas rectas hay que estudiar la dependencia lineal de
los vectores:

v, =(1,2,3), V,=(-2,-3,-4) y AP=(1,-1,-2) - (1,0, 0) = (0, -1, -2).

1 2 3
Como |-2 -3 -—-4{=2+2-(-1)=0 [J los vectores son linealmente dependientes; lo que indica
0o -1 -2

que las rectas se cortan.
X=1+t Xx=1-2h
Para hallar el punto de corte se resuelve el sistema: r:<y=-1+2t = y=-3h ::s.
z=-2+3t Z =—4h

1+t=1-2h .
-1+2t=-3h = {h—_ ) — Punto de corte: C(3, 3, 4).
—2+3t=-4h -

d) El plano n” estd determinado por el vector normal a ¢él, que es V. = (1, 2, 3), y por el punto P(1,
-1, -2).
Suecuaciones: t=(X—-1)+2(y+1)+3(z+2)=0 = t=x+2y+3z+7=0.
La distanciade A an’ es:
| 1+7 |

_‘ 12 +2% 4+ 32 ‘ v
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4. (0,8 puntos) Halla la ecuacion de la parabola y = x* +bx + ¢ que es tangente a la recta y = x en
el punto (1, 1).

Solucioén:

La parabola debe pasar por el punto (1, 1) = 1=1+b+c = c=-h.

La derivada en el punto de abscisa x = 1 debe valer 1, que es el valor de la pendiente de la recta
tangente.

Como y=2x+b = 2+b=1=b=-1—>c=1.

La parabola buscada es y = x* —x +1.

5. (0,7 puntos) Halla el siguiente limite: Iximex_sj(n—_ziw

Solucidn:
i © A - m = (LR = lim S m =(L'H) =
= lim e* +cos X :gzl.

x>0 2C0S XCOS X—2Sin Xsin x 2

1-x?

6. Dada la funcion f(x) =

a) (0,7 puntos) Determina su dominio y sus asintotas. Justifica las respuestas.

b) (0,5 puntos) Halla sus intervalos de crecimiento y decrecimiento. ¢ Tiene algin punto de
inflexion?

b) (0,3 puntos) Haz un esbozo de su gréafica.

Solucién:

a) Dominio = R — {0}. Es evidente que en x = 0 tiene una asintota vertical.

1 . .
— Como f(x)=—-x, larecta y=—x es una asintota oblicua.
X

También puede obtenerse aplicando limites:

2
lim M= lim ! ;( =—1=m y lim(f(x)-mx)= lim l=O=n
X—o X X—=0 X X—>0 X—0 X
b) Derivando: &1
, ~1-x? .
f'(x)= >— < 0 para todo x de su dominio.
X

Es decreciente en todo su dominio.

f7(x)= x_23 # 0 para todo x de su dominio.

No tiene puntos de inflexion.

— Aunque no se pide, podria verse que:
f~" <0six<0:concava (n); T >0 six>0: convexa (V).

c) Teniendo en cuenta sus asintotas y que siempre es decreciente
puede trazarse la grafica adjunta. Algunos puntos:
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7. (1 punto) Halla el &rea del recinto limitado por las curvas de ecuacion y=xe y = |x| :
Solucién:
Las curvas se cortan cuando x* =|x|.

Sus soluciones sonx=0,x=-1yx=1.
Sus graficas son las adjuntas; pueden representarse dando valores: 1
(_1; _1)1 (0! 0)’ (11 1)
Por tanto:

! 2
S =2J‘(x—x2)dx=(x2 ——x3j
0 3

8. a) (0,5 puntos) De una urna gque contiene tres bolas blancas y dos bolas rojas extraemos,
sucesivamente y sin reemplazamiento, dos bolas. Calcula razonadamente la probabilidad de que la
segunda bola extraida sea blanca.

b) (0,5 puntos) El tiempo de duracién de las llamadas telefénicas a cierta centralita se distribuye
segun una distribucion normal de media 5 minutos y varianza 4. Calcula razonadamente la
probabilidad de que una Ilamada dure menos de 4,5 minutos.

Solucion:

1

1 . T
Y -1 0 1
o 3

A
a) La secuencia y las respectivas probabilidades son las que 214~ 2B

se indican en el diagrama de arbol adjunto. s 1B <
. e 24~ R

Por la probabilidad total: -
P(22B) = P(12B)-P(22 B/12 B) + P(1*R)-P(22B/1R) = S~ 34+ B
232,23 123 R

54 54 20 5 -

b) Si la varianza es 4 = o = 2. La distribucion es una normal N(5, 2) — Se tipifica haciendo el

cambio Z =¥.

Por tanto:

P(X <4,5)= P(Z <455

2

j: P(Z <0, 25) =1- P(Z <0, 25) =1-0,5987 =0,4013.
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SOLUCIONES EXAMEN DE ANALISIS Y DE PROBABILIDAD

Ya hechas: 1. (4); 2. (5); 3. (6); 4. (7); 8. (8).

5. (1 punto) Determina las medidas de los lados de un rectangulo de area 1, de modo que la suma de
las longitudes de tres de sus lados sea minima.

Solucion:

Sean x e y los lados del rectangulo.

Se desea que lasuma S =x+Xx+Yy=2x+Y seaminima, con la condicion de que

A=xy=1.

Despejando y sustituyendo: y = 1 - S(x) = 2x+1 .
X X

Para que S sea minima: S"=0,S” > 0.

S'(x):2—i2:0 = x:i
X

V2

Como S”(x) = 33 cumple que S(ij >0, para ese valor se da el minimo buscado.
X

2

Por tanto, las medidas de los lados seran: x =

1
— ey=42.
V2
6. (2 puntos) Calcula las siguientes integrales:

a) (0,5 puntos) .[SX(4—5x3)dx b) (0,3 puntos) Icos 2x-1

dx

¢) (1,2 puntos) J e®* cos x dx.
Solucion:
Las dos primeras son inmediatas: basta con ajustar constantes.

a) IBX(4—5X3)dX = I(le—15x4)dx=6x2—3x5+c.

2x-1 32 2x-1 3. 2x-1
dx = — | =cos dx =—=sin
3 2J 3 3 2

b) Icos

¢) Laintegral j e®* cos x dx hay que hacerla por partes.

Si se toma:
u=e>y cosxdx = dv, se tiene: du = 2e”*dx; v =sinx =

= I e* cosx dx= e*sin x—jZezxsinx dx .

La segunda integral, IZeZX sin x dx, también debe hacerse por el método de partes.

Tomando:
u=2e"ysinxdx=dv = du=4e”dx y —cosx=V.
Luego,
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Jezx cos X dx = e**sin x —(—Ze2X COS X + .[4er COS X dx) =

] 1 ]
- SJ‘e2X cosx dx = e** sinx+2e®* cosx = Iezx cosx dx = g(e2X sin x + 2e* cosx)+c

7. (Galicia, septiembre 17)

Sean Ay B dos sucesos con P(A)=0,7;P(B)=0,6y P(AUB)=0,9.

a) (0,5 puntos) ¢Son Ay B sucesos independientes? Justifica la respuesta.

b) (0,5 puntos) Calcula P(A— B) y P(A/E). (Nota: B denota el suceso complementario de B).

Solucion:
a) Los sucesos A y B son independientes si se cumple que P(ANB)=P(A)P(B).

Como P(AuUB)=P(A)+P(B)-P(AnB), sustituyendo los datos del problema se tiene:
0,9=0,7+0,6—-P(AnB) = P(AnB)=0,4.
Como P(A)-P(B) =0,6-0,7=0,42 # 0,4, los sucesos no son independientes.

b) P(A-B)=P(A)-P(AnB) = P(A-B) =0,7-0,4=0,3,

Puede observarse que P(A-B)= P(AmE) .

Por la probabilidad condicionada:

P(Aﬁg) .03 3

P(B) 04 4

En este caso conviene hacer un diagrama de Venn.

P(A/B)=
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Soluciones Probabilidad

1. (7). Yavista.

2. (8). Castilla—La Mancha, septiembre 17

a) De una urna que contiene tres bolas blancas y dos bolas rojas extraemos, sucesivamente y sin
reemplazamiento, dos bolas. Calcula razonadamente la probabilidad de:

al) Que la segunda bola extraida sea blanca. (0,5 puntos)

a2) Si la segunda bola extraida ha sido blanca, que la primera fuera roja. (0,5 puntos)

b) El tiempo de duracion de las llamadas telefonicas a cierta centralita se distribuye segin una
distribucion normal de media 5 minutos y varianza 4. Calcula razonadamente:

b1) La probabilidad de que una llamada dure menos de 4,5 minutos. (0,5 puntos)

b2) El tiempo de duracién que no es superado por el 33% de las llamadas. (0,5 puntos)
Solucioén:

a) La secuenciay las respectivas probabilidades son las que se indican en el siguiente diagrama de
arbol.

al) P(2:B) = P(1*B)-P(2¢B/12B) + P(1*R)-P(22B/12R) = 2 - 7B
32 23 12 3 .
STt T o AT ! - -
54 54 20 5 35 -
23 - Vi 7R
ap). a a e e, ) a
2) PeR/2:8) = CERIPEBIR) 541 ~_ 34_- 2B
P(Z B) ? 2 25 T h
14~ 2R

b) Si la varianza es 4 = o = 2. La distribucion es una normal

N(5, 2) — Se tipifica haciendo el cambio Z = %

bl) P(X <4,5)= P(Z <#]= P(Z <-0,25) = 1-P(Z <0,25) = 1-0,5987 = 0,4013.

b2) Sea m el nimero de minutos buscado.

P(X<m)=0,33 = P(Z < m_sj:0,33 = m7_5:—0,44 = m = 4,12 minutos.

Observacion:

En la tabla normal usual no aparecen valores de probabilidad inferiores a 0,5. Los valores de Z
correspondientes a probabilidades inferiores a 0,5 hay que calcularlos atendiendo a la simetria de la
curva normal. Asi, por ejemplo:

—Como P(Z <0,58)=0,7190 = P(Z <-0,58)=1-P(Z <0,58)=1-0,7190 =0, 2810.
—Como P(Z <z,)=0,7190 = z,=0,58, se tendré que el valor de 7 tal que

P(Z >z,)=1-0,7190=0,2810 ser4 el mismo z, =0,58. Y el valor de 7 tal que

P(Z <z,)=0,2810 sera z, =-0,58.

En el problema que nos interesa, para encontrar P(X <m)=0,33 se busca P(Z <z,)=0,33, que

como sabemos no aparece en la tabla.
El valor que debe buscarse es P(Z <z,)=0,67; se obtiene z, =0,44. Por tanto, el valor de z tal

que P(Z <z,)=0,33 serd z,=-0,44.
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3. Para una distribucion normal N(60, 5), determina el valor de k que cumple:
a) (0,5 puntos) P(X <k)=0,90

b) (0,5 puntos) P(X >k)=0,95
c) (1 punto) P(60—k < X <60+k)=0,9544

Solucion:
L : X —60
En todos los casos hay que tipificar la variable: Z = — Con esto:
a) P(X <k)=0,90 = P(Z < k_6oj=0,90:>%=1,28:> k =66,4.

=0,95:>?=—1,645:>k=51,775.

b) P(X >k)=o,95@P(Z>k_60] k=60

Recordar que P(Z >z,)=P(Z <-2,)=0,95=-7,=1,645.

c) P(60—k <X <60+ k) =0,9544 = la probabilidad que cae fuera

de ese intervalo es 1 —0,9544 = 0,0456; la mitad (0,0228) en la cola 00288 _ 0.0288
de la izquierda de la campana, la otra mitad en la cola derecha. DE?“

Por tanto, P(X <60-+k)=0,9544+0,0288=0,9772. 60—k 60 60+k
Luego:

=O,9772:>§=2:>k=10.

P(X <60+k)=0,9772 < P(Z <Mj

Esto es, en el intervalo (50, 70) = (60 —2c, 60 + 25) caen el 95,44% de los valores de X, N(60, 5).

4. Supongamos que la estatura de los jovenes de 20 afios de una determinada regién sigue una
distribucion normal de media 175 cm. Si se sabe ademas que los jévenes que miden méas de 190 cm
representan el 6,68 % del total, calcula:

a) (1 punto) La desviacion tipica de la poblacién considerada.

b) (0,5 puntos) El porcentaje de jévenes con estatura superior a 165 cm.

Solucién:
. - : : X =175
a) Se trata de una poblacion N(175, o). Se tipifica haciendo el cambio Z = .
(6}
Se sabe que
P(X >190)=0,0668 = P(Z >190ﬂj=0,0668<:> P(Z >Ej=0,0668 =
(¢) (e}

= P(Z < E] =1-0,0668 =0,9322 — (por la tabla normal) = 15 =15=0=10
(e} (e}

Por tanto la distribucion es N(175, 10). Luego:

= P(Z >—1): P(Z <1)=0,8413.

b) P(X >165)= P[z >1651#j

Esta probabilidad equivale al 84,13%.
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5. Un examen consta de 8 preguntas con 3 posibles respuestas cada una, de las que sélo una de ellas
es correcta. Si un estudiante responde al azar marcando las respuestas aleatoriamente, calcula la
probabilidad de que:

a) (0,5 puntos) No acierte ninguna respuesta correcta.

b) (1 punto) Acierte 6 0 méas preguntas.

Solucioén:

Si se contesta al azar, la probabilidad de acertar p :é ; la de fallar, q = % .

Se trata de una distribucion de probabilidad binomial, 8(8, %)

8 0 8
2) P(X =0)= (Ej (Ej _ 56 030.
0)\3) \3 6561
b) P(X>6)=P(X =6)+P(X =7)+P(X =8) =
8 6 2 8 1 8 8 0
6)\3) 3 7)03)\3 8)\3)\3 6561 6561 6561 6561
6. (1,5 puntos) Un examen de respuesta multiple consta de 80 preguntas, cada una con 4 opciones,
una de ellas correcta y erroneas las otras tres. Si un estudiante contesta al azar, ;cual es la
probabilidad de que acierte 25 o méas preguntas? ;Y menos de 10?
Solucion:
El experimento es de tipo binomial, con P(éxito) = p = 0,25y q = 0,75. Para n = 80, sera B(80,
0,25).
La binomial B(80, 0,25) puede aproximare mediante la normal de media n=80-0,25=20y

6 =1/800,250,75 = /15 =3,87 — N(20, 3,87).

Con esto, haciendo la correccion de continuidad y tipificando:

>Mj= P(Z>116)=1-P(Z <116) =

— P(X >25)=P(X">24,5)= P(Z

=1-0,8770 =0,1230.

9,5-20
3,87

— P(X <10)=P(X'<9,5)= P(Z < j: P(Z<-2,71)=1-P(Z<2,71) =

=1-0,9966 = 0,0034.

Alcala de Henares, 14 de mayo de 2018.
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