EXAMEN DE MATEMATICAS 11 BACHILLERATO
(Examen Final, Recuperacion de Analisis e Integrales)

EXAMEN FINAL

1. (RMJ15)
a) (1,5 puntos) Discute el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:

X+y+az=1
X+ay+z=a
ax+y+z=1
b) (1 punto) Si es posible, resuélvelo para el valor de a = 2.

2. (3 puntos: 0,75 puntos cada apartado)

a) Halla la recta r que pasa por el punto P(1, -1, —2) y es perpendicular al plano
T=X+2y+32+6=0.

b) Halla la ecuacion de la recta s que pasa por los puntos A(1, 0, 0) y B(-1, -3, —4).

c) Estudia la posicion relativa de r y s. Si se cortan, calcula el punto de corte.

d) Calcula la distancia del punto A(1, 0, 0) al plano ©~ que pasa por el punto P(1, -1, -2) y es

paralelo a .

3. (1 punto) Halla la ecuacion de la parabola y = x* +bx + ¢ que es tangente a la recta y = x
en el punto (1, 1).

4. (1 punto) Halla el siguiente limite: Iime_?(—_zcosx.
x>0 sin?x
e ., 3x* +1
5. (1,5 puntos) Esboza la gréfica de la funcion f(x) = VR
X

(Determina: dominio; asintotas; crecimiento y decrecimiento; concavidad y convexidad).
e

6. (1 punto) Calcula la integral I In(x*)dx.
1
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EXAMEN DE ANALISIS (DERIVADAS E INTEGRALES)

Recuperacion del Bloque de Analisis

7. (1 punto) Halla la ecuacion de la pardbola y = x* + bx + ¢ que es tangente a la recta y = x
en el punto (1, 1).

8. Halla los siguientes limites:

a) (1 punto) IimL_zCOSX b) (1 punto) lim (cos x —2sin x)"**
x—0 SIN” X x—0
- - 3x* +1
9. (2 puntos) Esboza la grafica de la funcion f(x) = o
X

(Determina: dominio; asintotas; crecimiento y decrecimiento; concavidad y convexidad).

10. (CBS14) (1,5 puntos) Se quiere vallar una finca rectangular que esta junto a un camino. La
valla del lado del camino cuesta 125 euros el metro, y la de los otros tres lados cuesta 25 euros
el metro. Halla el area del terreno de mayor superficie que podemos vallar con 3000 euros.

11. Calcula;

a) (0,7 puntos) 146(1 b) (0,8 puntos) Jeln(xz)dx

12. (Propuesto en Selectividad, Extremadura)
a) (0,5 puntos) Calcula los puntos de corte de larecta 2y —x =3 y de larecta y =1 con la

rama hiperbolica xy =2, x> 0.
b) (0,5 puntos) Dibuja el recinto plano limitado por las tres curvas del apartado anterior.
¢) (1 punto) Calcula el area de dicho recinto.

Alumnos con el calculo de derivadas aprobado.

13. Calcula las siguientes integrales:

a) (0,5 puntos) I X(4 - 4x2)dx b) (0,6 puntos) Icos(3x - 2)dx
1

c) (0.7 puntos)j xe > *dx d) (1,2 puntos) '[ de
0

2
14. (1,5 puntos) Sea | = J.—dx
3+4/%
a) Expresa | aplicando el cambio de variable x =t?.
b) Calcular el valor de 1.

15. Calcula:
a) (1 punto) JEX4_26dx b) (1,5 puntos)j In(x*)dx
X"+ X— 1

16. Se considera la curva de ecuacion y = x* —2x* + x.

a) (0,5 puntos) Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de esa curva en el origen.
b) (1 punto) Dibuja un esquema del recinto limitado por la gréafica de la curvay la recta
hallada.
¢) (1,5 puntos) Calcula el area de ese recinto.

Alcala de Henares. Mayo de 2016.

2 Www.matematicasimmm.com



http://www.matematicasjmmm.com/�

SOLUCIONES

1. (RMJ15)

a) (1,5 puntos) Discute el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:
X+y+az=1
X+ay+z=a
ax+y+z=1

b) (1 punto) Si es posible, resuélvelo para el valor de a = 2.

Solucion:

Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada. El sistema sera compatible
determinado cuando el rango de ambas matrices sea 3, que es el nimero de incognitas; sera
compatible indeterminado si tienen el mismo rango, pero menor 3; y serd incompatible
cuando el rango de A sea menor que el rango de M.

1 1 a 1
Las matricesson: A=|1 a 1 al=M
a1l 1 1

Como la columna de los téerminos independientes es igual a la de los coeficientes de la
incognita y, el sistema siempre sera compatible, pues el rango de M no puede ser mayor que el
de A.

1 1 a
El determinante de A, |A|=|1 a 1|=-a’+3a-2= —(a—l)z-(a+ 2)
a 1l 1
Este determinante vale0sia=10a=-2.
Con esto:
« Siazly-2 = r(A)=3=r(M). El sistema sera compatible determinado.
1111
« Sia=lsetendrd&: A=|1 1 1 | 1|=M =r(A) =r(M) = 1. El sistema sera compatible
1111

indeterminado con dos grados de indeterminacion.
1 1 -2 1

. Sia=-2setendra: A=| 1 -2 1 -2 =M =r(A) =r(M) = 2. El sistema sera
-2 1 1 1

compatible indeterminado con un grado de indeterminacion.

b) En este caso, a = -2, el sistema queda:

X+y-2z=1
X+y—-2z=1 X+y=1+2z2 X+y=1+2z
X=2y+1=-2& < = =
X=2y+z2=-2 X—2y=-2-12 E2-El1|-3y=-3-3z
—-2X+y+z=1
x=t
X+y=1+2z
=>Jy=1+t
y=1+z
z=t
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2. (3 puntos: 0,75 puntos cada apartado)

a) Halla la recta r que pasa por el punto P(1, -1, —2) y es perpendicular al plano
T=X+2y+32+6=0.

b) Halla la ecuacion de la recta s que pasa por los puntos A(1, 0, 0) y B(-1, -3, —4).

c) Estudia la posicion relativa de r y s. Si se cortan, calcula el punto de corte.

d) Calcula la distancia del punto A(1, 0, 0) al plano &~ que pasa por el punto P(1, -1, -2) y es
paralelo a 7.

Solucion:

a) La recta r queda definida por P(1, -1, —2) y el vector vV = (1, 2, 3), normal al plano .

X=1+1
Su ecuaciones: r:sy=-1+2t.
z2=-2+3t

b) La recta s esta determinada por el punto A(1, 0, 0) y por el vector AB = (-1, -3, —4) — (1, 0,
0) = (-2, -3, -4).

x=1-2h
Su ecuaciénes: s:<y= —3h.
z= —4h

c) Para determinar la posicion relativa de ambas rectas hay que estudiar la dependencia lineal
de los vectores:
vV, =(1,2,3), v,=(-2,-3,-4) y AP=(1,-1,-2) - (1,0,0) = (0, -1, -2).

1 2 3
Como -2 -3 -4 =2+2-(-1) =0 = los vectores son linealmente dependientes; lo que
0o -1 -2

indica que las rectas se cortan.
X=1+t x=1-2h
Para hallar el punto de corte se resuelve el sistema: r:qy=-1+2t = y=-3h ;:s.
z7=-2+3t z=-4h

1+t=1-2h (=2
-1+2t=-3h = { __ 1 — Punto de corte: C(3, 3, 4).
—2+3t = —4h -

d) El plano =" esta determinado por el vector normal a él, que es V. = (1, 2, 3), y por el punto
P(1, -1, -2).
Suecuaciones: t=(Xx-1D)+2(y+1)+3(z+2)=0 => t=x+2y+3z+7=0.
La distanciade Aan” es:
| 147 |
\ 12 +2% 4+ 32 \ V14

.b
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3. Halla la ecuacion de la parabola y = x* + bx + ¢ que es tangente a larecta y = x en el
punto (1, 1).

Solucién:

La pardbola debe pasar por el punto (1,1) = 1=1+b+c¢ = c=-h.

La derivada en el punto de abscisa x = 1 debe valer 1, que es el valor de la pendiente de la
recta tangente.

Como y=2x+b = 2+b=1=b=-1—>c=1.

La parabola buscada es y = x* —x +1.

. oo €Y —X—COSX
4. Halla el siguiente limite: Im%
x>0 sin® X
Solucion:
|im—e _?(_ZCOSX = 9 :(L'H): |im—e -—1+S|nX = 9 :(L'H):
x>0 sin“ X 0 x=>0 25in X COS X 0
. e* +Ccos X _g:l.

x>0 2 COS XCOS X — 2Sin Xsinx 2

3x* +1
2%
(Determina: dominio; asintotas; crecimiento y decrecimiento; concavidad y convexidad).
Solucion:
Dom(f) = R - {0}.
Asintotas.

5. (1,5 puntos) Esboza la gréfica de la funcion f(x) =

x‘+1 3. 1

Dividiendo: f(x)= = + )
() 2x3 22X

4
i . . . 3XT+1 . 1

La funcidn tiene una asintota vertical en x = 0, pues lim 3 -: =lim §X+—3 =
x>0 2X x—>0\ 2 2X

o 3 ] . : : 3 ..
También tiene larecta y = EX como asintota oblicua, pues la diferencia f (x) _EX tiendea 0

4
cuando x tiende a infinito. Esto es: Iim[s); +1—§xj = Iim(ij =0.

X—>00 X3 2 X—>00 2)(3
Crecimiento.
Derivando:
4 12x32x3 —(3x* +1)6x> 4_
(0= 2 - (6 ) _6x' -6
2X 4x 4x 44
La derivada se anulasi 6x*—-6=0 = x = +1.
. Six<-lox>1, f(x) >0= f(x) crece. ‘] K
. Sixe(-1,1)-{0}, f(x) <O0= f(x) decrece. Ly
. 3 -2 o 2
como () =22X 8 _ tr@_1250; £(n=-12<0. o
16X X
Por tanto, en x = 1 se tiene un minimo; en x = =1, un Maximo;
« Six<0, f7(x) <0= f(x) concava (M).

« Six>0, f7(x) >0= f(x) convexa (V).
Su gréfica es la adjunta.
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6. (1 punto) Calcula la integral J- In(x?)dx..
1
Solucién:
Aplicando una de las propiedades de los logaritmos I In(x*)dx = I 2In(x)dx.
1 1

Una primitiva de esa funcion puede calcularse por el método de partes.

Tomando: u=Inx = du=ldx; dv=dx = v=x

X
Luego:

Zjln xdx:Z(xIn x—jdxj:Z(xln X—X)
Por tanto:

IEZInxdx:Z[xlnx—x]f =2[elne—e—(lIn1-1)]=2.
1

EXAMEN DE ANALISIS (DERIVADAS E INTEGRALES)

7. (1 punto) Halla la ecuacion de la parabola y = x> +bx + ¢ que es tangente a la recta y = x
en el punto (1, 1).

Solucion:

La parabola debe pasar por el punto (1,1) > 1=1+b+c¢ = c=-h.

La derivada en el punto de abscisa x = 1 debe valer 1, que es el valor de la pendiente de la
recta tangente.

Como y=2x+b = 2+b=1=b=-1->c=1.

La parabola buscada es y = x*> — x +1.

8. Halla los siguientes limites:

a) (1 punto) Ixiirgex_si(n% b) (1 punto) lim (cosx - 2sin x)"*"

Solucion:

0 S [ = i I - 8] -
~ lim " +Cos X —E=1.

x>0 2C0S XCOS X —2sin Xsinx 2

b) Es una forma indeterminada: lim (cosx - 2sin x)"=[17].
Aplicando logaritmos se tiene:

In(lirrg(cosx—Zsin x)”zx) =lim In((cos X—2sin x)”zx) = Iimiln(cosx—ZSin X) =

x>0 2%
—sin x—2cos X
= Jim IN(COSX=28INX) | 01 2 licando L Hopital) =lim-S0SX=2sinx___
x—0 2X 0 X0 2
Por tanto,
lim (cos x — 2sin x)l/2X =e?,
x—0
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3 +1

9. (2 puntos) Esboza la grafica de la funcion f(x) = ™
X

(Determina: dominio; asintotas; crecimiento y decrecimiento; concavidad y convexidad).
Solucion:
Dom(f) = R - {0}.
Asintotas.
4
Dividiendo: f(x)= 3 :1 = §x+i3 :
2X 2 2X

3

L . . - 3x'+1 . (3
La funcidn tiene una asintota vertical en x = 0, pues lim =lim| =x+— |=.
x—>0  2X x—0

También tiene larecta y = % X como asintota oblicua, pues la diferencia f (x) —gx tiendea 0

4
cuando x tiende a infinito. Esto es: Iim{sx +1—§x] = Iim(i) =0.

X—>0 2)(3 2 X—>o0 2X3
Crecimiento.
Derivando:
4 12x32x3 —(3x* +1)6x° 4_
(0= - (6 ) _6x'-6.
2X 4x 4x 4-
La derivada se anula si 6x*—6=0 = x = +1.
. Six<-1ox>1, f'(x) >0= f(x) crece. 4] J
.« Sixe(-1,1)-{0}, f(x) <O0= f(x) decrece. Ly
-2 o 2
: 3 /
Como 7(x)="2X 0 _ trgy_1250; (1 =-12<0. o
16X X
Por tanto, en x = 1 se tiene un minimo; en X = =1, un Maximo;
« Six<0, f7(x) <0= f(x) concava (M).

.« Six>0, f7(x) >0= f(x) convexa (V).
Su gréfica es la adjunta.
c) Su gréfica es la adjunta.

10. (1,5 puntos) (CBS14) Se quiere vallar una finca rectangular que esta junto a un camino. La

valla del lado del camino cuesta 125 euros el metro, y la de los otros tres lados cuesta 25 euros

el metro. Halla el area del terreno de mayor superficie que podemos vallar con 3000 euros.

Solucion:

La situacién de la finca es como la que se muestra en la

figura adjunta.

Si las medidas de los lados son x e y, se sabe que v
125x +2-25y + 25x = 3000 = 150x + 50y = 3000

O lo que es lo mismo:
3X+Yy=60=y=60-3x
Se desea que la superficie, S = xy, del terreno sea méxima.
Sustituyendo:
S = x{(60-3x) = 60x —3x°
Derivando: S'=60-6x, que se anula cuando x = 10.
Como S”=-6<0, se deduce que la solucidn hallada es maxima.

Por tanto, las dimensiones de la finca deben ser de 10 m por 30 m. El lado del camino debe
ser el de 10 metros.
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11. Calcula:
a) (0,7 puntos) J'fx;zdx b) (0,8 puntos)I In(x?)dx
X“+X—6 1

Solucién:
a) El denominador: x*+x—6=(x—2)(x+3).
La descomposicidn que se hace es:

3x-2 _ A N B :A(x+3)+B(x—2)

X*+X-6 x—-2 Xx+3 (x—2)(x+3)
Luego:

3x—2=A(x+3)+B(x-2)
—>six=2: 4=5A = A=4/5
—>six=-3: -11=-5B = B=11/5
Por tanto:

4(:]23)(_2 X = .[(4_/54_%)(:])(:& LdX-I-E de =

X“+X-6 X—2 X+3 5J x-2 5J x+3

4 11

=—In(x-2)+=In(x+3)+cC

In(x-2)+ I (x+3)

b) Aplicando una de las propiedades de los logaritmos I In(xz)dx:I 2In(x)dx.
1 1

Una primitiva de esa funcion puede calcularse por el método de partes.

Tomando: u=Inx = du:ldx; dv=dx = v=x

X
Luego:
Zjln xdx:Z(xInx—J-dx):Z(xln X—X)
Por tanto:

IEZInxdx=2[xInx—x]f =2[elne—e—-(lIn1-1)]=2.
1

12. (Propuesto en Selectividad, Extremadura)
a) (0,5 puntos) Calcula los puntos de corte de larecta 2y —x =3 y de larecta y =1 con la
rama hiperbolica xy =2, x> 0.

b) (0,5 puntos) Dibuja el recinto plano limitado por las tres curvas del apartado anterior.
¢) (1 punto) Calcula el area de dicho recinto.

Solucién:

a) Los puntos de corte de la curva con cada una de las rectas se obtienen resolviendo los
sistemas:

{Zy—x:S

44

- (1,1 {Zyx;if > (L2

Xy =2
{ T L@ .
./ :
b) Su grafica es la adjunta. Para representar cada curva - T
basta con dar algunos valores. s
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¢) El recinto sombreado puede descomponerse en dos partes: el triangulo rectangulo de la
izquierda, cuya area vale 1 u% y el “triangulo” curvilineo de la derecha, cuya érea se calcula
por la integral definida

2
_[ (g—ljdx = Inx—xP =2In2-2-(2In1-1)=2In2 -1 v
1\ X

Por tanto, el area total del recinto vale 2In2 u?.

ANALISIS: INTEGRALES

13. Calcula las siguientes integrales:

b) (0.5 puntos) J' X(4— 4x2)dx b) (0,6 puntos) j cos(3x — 2)dx
1

c) (0,7 puntos)j xe " dx d) (1,2 puntos) J‘Md
0

Solucion:

Todas son inmediatas.

a) .x(4—4x2)dx = J(4x—4x3)dx=2x2—x4+c.

b) .cos(3x—2)dx = %IBCOS(BX—Z)dx = %sin(Bx—2)+c

el 1 1
o) | xe ¥ *dx = —Ej (-6)xe > *dx = {—ie‘” *1} _ L —(—lelj = l(e—e‘z)
Jo 6 , 6 6 ) 6

d) x+2x 2 J‘x+1+2x 3 zj‘l 2)2( 3dx XJ‘ 3 X =
J x+1 x2+1 x+1 x?+1

X +1
= x+|n(x +1)—3arctanx+c.

2
14. (1,5 puntos) Sea | J.mdx
a) Expresa | aplicando el cambio de variable x =t?.
b) Calcular el valor de I.
Solucion:
x=t> = Jx =t; dx = 2tdt.
Sustituyendo en el integrando:

I_I—tht—I —dt_J‘Mdt=K4—£)dt .
3+t 3+t 3+t

= 4t-12In3+t)+¢ = 4y/x —12In3+ Vx )+ ¢

15. Calcula:

a) (1 punto) J‘fx;zdx b) (1,5 puntos)I In(x?)dx
X“+X—6 1

Solucién:

a) El denominador: x*+x—6=(x—2)(x+3).

La descomposicién que se hace es:
3x-2 A N B _A(x+3)+B(x-2)
X*+X—6 Xx—2 X+3 (x—=2)(x+3)
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Luego:

3Xx—2=A(x+3)+B(x-2)
—>six=2: 4=5A = A=4/5
—>six=-3: -11=-5B = B=11/5

Por tanto:
J‘ 3x 2 J‘ 4/5 11/5 dx=i 1 dx+£ 1 dx =
X2+ X — 6 x+3 5J x-2 5J x+3

:gln(x—2)+1€ln(x+3)+c

b) Aplicando una de las propiedades de los logaritmos I In(x?)dx = I 2In(x)dx.
1 1

Una primitiva de esa funcion puede calcularse por el método de partes.

Tomando: u=Inx = du:idx; dv=dx = v=x

X
Luego:

ZIIn xdx:Z(xIn x—jdx):Z(xln x—x)
Por tanto:

I 2Inxdx =2[xInx-x] =2[elne—e—(lIn1-1)]=2
1

16. Se considera la curva de ecuacion y = x* —2x* + x.

a) (0,5 puntos) Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de esa curva en el origen.
b) (1 punto) Dibuja un esquema del recinto limitado por la gréafica de la curva y la recta
hallada.

¢) (1,5 puntos) Calcula el area de ese recinto.

Solucion:

Q) y=x}-2x+x = y=3x"-4x+1 - y(0)=0; y(0) =1.

Tangente en (0, 0): y=Xx.

b) La derivada se anula, 3x* —4x+1=0, cuando x =

4+16-12 {1/3
6 1

Como y'=6x—-4 = y'@/3)<0; y"@) >0. Luego, en x =1/3 se

tiene un maximo y en x = 1, un minimo.

La recta tangente corta a la curva cuando x* —2x* +x=x = ]

x=0yx=2.

Algunos puntos de la gréfica de la curva son:

(-1, -4); (0, 0); (1/3, 4/27), méaximo; (1, 0), minimo; (2, 2).

¢) El recinto comprendido entre la recta y la curva es el sombreadoen -1 0 4 2
la figura adjunta. Como en el intervalo [0, 2] la recta va por encima de
la curva, el &rea pedida viene determinada por la integral

_ 2 (V3 9y2? _ 2_3 2 -
A_L(x (x 2X +x) dx_L( X +2x)dx

xt 2x3 16 4
= -2 120 | 4 =2 A
0 3 3

'
[}
M

4 3
Alcala de Henares. Mayo de 2016. JoseMMM
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