2° Bachillerato CT 1
L.E.S. COMPLUTENSE
Alcala de Henares (Madrid)
Fecha: 13 -5-2019
EXAMEN FINAL DE MATEMATICAS DE 22 BACHILLERATO
1 k 1
1) Dado el numero real k se considera la matrizA=|1-k 1 2
k k¥ -1
a) Obtén los valores del nimero real k para los que la matriz A tiene inversa.
(0,7 p.)
b) Calcula, si es posible, la matriz inversa de A cuando k = 0. (0,8 p.)
2) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales segun los valores de m.
mx+7y+5z=0
X+my+z=3 (1,5p.)
y+z=-2
x=1-2t
3) Dadoelplanom=2x-y+2z+3=0ylarectar=<y=2-2t
z=1+t
a) Estudia la posicidn relativade myr. (0,5p.)
b) Calcula la distancia entre ry m. (0,5p.)
c) Calcula el punto P’ simétrico de P(3, 2, 1) respecto del plano 1. (1p.)
1-2x—e”* +serB
4) Calcula justificadamente Iirz;. X ez Semx (0,7 p.)
X—> X
X3
5) Se considera la funcion f(x) = — ]
X —_—
a) Indica el dominio de definicidn y halla sus asintotas, si existen. (0,8 p.)
b) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los maximos y minimos relativos, si
existen. (1p.)
6) Calcula J'ersx dx (0,7 p.)
7) Determina el drea del recinto encerrado por las funciones f(x) = —x? + 3 y g(x) = 1.
(0,8p.)
8) En una urna hay 10 bolas blancas y 3 negras. Se extrae una bola al azar, y sin verla ni
reemplazarla, se extrae una segunda bola.
a) ¢Cual es la probabilidad de que la segunda bola extraida sea negra? (0,5p.)
Sabiendo que la segunda bola ha sido negra, calcula la probabilidad de que la primera bola
extraida fuera negra también. (0,5p.)
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I.E.S. “COMPLUTENSE” Departamento de Matemdticas
Alcala de Henares (Madrid

SOLUCIONES DEL EXAMEN

1 k 1
1) A=|1-k 1 2
k k¥ -1
a) Lainversade A existe cuando |A| # 0
1 k 1
Al=f1-k 1 2|=-1+2kK*+K-K—(k+2k®-k+k)=-k’-1
k k-1

+*-1=0=k=-1 = k=-1
k#-1 = |A| #0. Por tanto, A tiene inversa cuando k # 1.

1 0 1

b) k=0 = A=|1 1 2 |ylA=-1 Alzﬁ-(Aij)t
0 0 -1
-1 1 0 -1 0 -1 1 0 1
(Aj))=| 0 -1 0 :A*lzi-(Aij)t:i 1 -1 -1|=||-1 1 1
-1 -1 1 A o o 1 0o 0 -1
mx+7y+5z2=0
2) X+my+z=3
y+z=-2
m 7 5/ 0
Las matrices asociadas al sistemasonA=|{1 m 1| 3 |[=M
0O 1 1|-2
|A|=m2-m-2 m’-m-2==m=-1y m=2
Segln los valores de m se tienen los siguientes casos:
em=-1
-1 7 5|0
A={1 -1 1|3 |=M
o 1 1/-2
|A|=0 =rangode A <2
El menor | =—6#0 =rangoA=2
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-1 7 0
El menor M,|=|1 -1 3|=15#0 =rangoM=3
o 1 -2

rango A # rango M = El sistema es incompatible. No tiene solucién.

em=2
2 7 5|0
A=|1 2 1| 3 |=M
01 1|-2

Como F1=2F, + 3F3, elrangode A=rangode M <2.

El menor

7
5 =-3#0 =rango A =2 =rango M < n? de incégnitas =

= El sistema es compatible indeterminado. Tiene infinitas soluciones.

em#z-1y m#2
En este caso,

A| # 0 =rango A =3 =rango de M = n2 de incégnitas =
= El sistema es compatible determinado. Tiene solucidn Unica.

x=1-2t
3) m=2x-y+2z+3=0 r=qy=2-2t
z=1+t

a) Sustituyendo las ecuaciones de r en el plano mt:
2(1-2t)—(2—-2t)+2(1+t)+3 =0 =5=0, lo cual es absurdo.
Esto significa que la recta y el plano son paralelos.

b) Como la recta r es paralela al plano m, la distancia entre r y m es igual a la distancia de
cualquier punto de r a m. Dado que P(1, 2, 1) €r, tenemos que:

2:1-2+2-1+3] |5

=|—-u

J22 + (=12 +2° |13

d(r, ®) =d(P, m) =

c) Sillamamos P’(a, b, c) al punto simétrico del P(3, 2, 1) respecto del plano T,
sabemos que ambos puntos estan en la recta s, perpendicular a 1t por el punto P.
También sabemos que el punto Q, corte de la - rectay el
plano, tiene que ser el punto mediode Py P’.
P ¥
x=3+2t T :
V.=V _=(2,-1,2) =>s:qy=2—t 1
2=1+2t / £ /
Pi
Haciendo s, tenemos que: 2(3 + 2t) — (2 — t) + 2(1 +
2t)+3=0=>

= 9t+9=0=>t=-1.
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Por tanto, sustituyendo t = -1 en s, tenemos que Q(1, 3, -1).

3+a 2+b 1+c
Q es el punto medioentre Py P = (1, 3,-1) = ( , , j

2 2 2
3+a 2+b 1+c
—=1=a=-1, —=3=b=4, —=-1=c=-3
2 2 2
Por tanto, P’(-1, 4, -3).
1-2x—e* +seBx |0 ol . —2—e" +3cos3x 0 Al
4) lim 5 =[—} =[L'Hopital]=lim =[—} =[L'Hbpital]= =
x—0 X 0 x—0 2X 0
I —e —serBx _| 1
x—0 - 2
3
X
5) f(x) =
x> —1
a) x¥*-1=0 =>x=+1 = Dom f(x) =R - {1}.
3 3
lim — =—o0 y lim— =00 = Larecta x = -1 es asintota vertical.
x>-1" x%2 —1 x>-1" x° —1
3 3
lim— =—o0 y lim =00 = Larecta x =1 es asintota vertical.
x—=1" x° —1 x—=1" x° —1

Dado que f(x) es una funcién racional en la que el grado del numerador es una unidad

mayor que el grado del denominador, sabemos que tiene una asintota oblicua: y = mx + n.
f(x) x> X

m=lim = lim— = lim—; =1
x—om X xaoo(x _l)x X—0 ¥ —

3 3 3
X X" =X +X X
n= limf(x)—mx)=li X [= lim —————[= i =0 =
x—>rI( ) X—)Z(XZ -1 j xa’l{ X2 -1 J XJI(XZ _1)

= Larecta y = x es asintota oblicua.

3x*(x? —1)—2x-x>  x*—3x> x*—3x°

DT ey beoay
£ (x) = x* —3x* _ 4 2_ 2(y2 _ _ _
X)=0 < 222 =0 = x*-3x2=0 = x2(x2=3)=0 = x=0 y x= ++/3
O —1f

Los valores x =0y x = +4/3 junto con x = £1 que no pertenecen al dominio, dividen a la
recta real en seis intervalos: (— OO,—\/§), (— \/5,—1), (-1, 0), (0, 1), (1,\/5) y (\/g,oo). Vamos
a estudiar el signo de f’(x) en cada uno de ellos. Dado que el crecimiento o decrecimiento
serd permanente en todo el intervalo, bastara comprobar la variaciédn en un punto
cualquiera.
f'(-2) =4/9>0 = f(x) es creciente en (— oo,_ﬁ)
f(-1,5)=-1,08 <0 = f(x) es decreciente en (— \/§,—1)
f(-0,5)=-1,22<0 = f(x) es decreciente en (-1, 0)
f(0,5)=-1,22<0 = f(x) es decreciente en (0, 1)
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f(1,5)=-1,08<0 = f(x) es decreciente en
f(2) =4/9>0 = f(x) es creciente en (\/§,oo

NG
)

Como la funcidn crece a la izquierda de x = -3 y decrece a su derecha, en

hay un méaximo relativo. Dado que f(—+/3)

A(—\/E,

V3 . :
5 es un maximo relativo.

Como la funcion decrece a la izquierda de x =3 y crece a su derecha, en

5
x= -3
3.3
= ———, el punto
2
x=\/§hay

343
un minimo relativo. Dado que f(\/§) = ?, el punto B(x/g,T\/_J es un minimo relativo.

6) a) Veamos los puntos de corte de f(x) = 2x3 — 3x?>con el X.
2x3-3x>=0 = x=0yx=3/2.
Derivando: f'(x) = 6x2— 6x = 6x(x— 1) —> se anulaenx=0yenx = 1.
f(x)=12x—6 — f*(0) =— 6 <0, maximo; f’(1) = 6 > 0, minimo.
Puntos: (-1, =5); (0, 0); (1, —-1); (3/2, 0); (2, 4).

b) Como f(x) < 0 en el intervalo [0, 3/2], el area pedida es:

i _{81/16_2}
0 2 8

4

—r/z(ZX3 —3x*)dx = —{X——
0 2
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7) f(x)= —x2+3vyg(x)=1.
Si se trazan las graficas, dando valores, se obtiene la
adjunta.
Puntos de corte entre las curvas:
2
{y——x T 3ol m2ox=12 / _1
y=1 /{ 1

Los puntos de corte son: (— \/5,1) y (\/5,1)

1]

-
-

1 2

fix)=-x*-3

Entre x = —+/2 y X= V2 1a grafica de f(x) = —x2 + 3 siempre estd por encima de la de g(x) = 1.

Por la simetria del recinto, tenemos que el area es:

N
B T RS [ 22 |82
s=2[ (-x*+3-1)ix= 2" (-x +2)dx—2{—?+2xl _2£—T+2\/5 i
8) N =sacar bola negra b =sacar bola blanca
?,{B" B a) P(22N)=P(12B)-P(22N/12B) + P(12N)-P(22N/12N) =
B 10 3 3 2 36
10/13 ;}?2-‘” =—=. -4+ . =2 =-""-3/13
13 12 13 12 156
10/12 » B 3 2
/13 N 12N)-p(22N/12R) 13 12

212 p(22N)
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