2° Bachillerato CT 1

EXAMEN DE MATEMATICAS (2° DE BACHILLERATO)

Recuperacion. ANALISIS (DERIVADAS)

1. (ARJ16).

(1,5 puntos) Determine: lim [(In(xz))( )§+1 D
X—>+00 X +3

2. (PAJL6).

(1,5 puntos) En un concurso se da a cada participante un alambre de dos metros de longitud para
que doblandolo convenientemente hagan con el mismo un cuadrilatero con los cuatro angulos
rectos. Aquellos que lo logren reciben como premio tantos euros como decimetros cuadrados tenga
de superficie el cuadrilatero construido. Calcule razonadamente la cuantia del maximo premio que
se puede obtener en este concurso.

3. (ICJ16).
X—Xx? si0<x<1
(x=1)In*(x) sil<x<2’

a) (1,2 puntos) Estudiar la continuidad y la derivabilidad de f (x) en x =1
b) (0,8 puntos) Hallar la ecuacion de la recta tangente a la curva y = f (x) en el punto de abscisa x

= 3/4.

Dada la funcion f(x) = {

x> +2x°
xX2—4
1) (0,6 puntos) Determine el dominio y la continuidad de g.
i) (1,2 puntos) Halle las asintotas de la grafica de g.
iii) (1,5 puntos) Determine los extremos relativos y estudie la monotonia de g.
iv) (0,7 puntos) Dibuje la grafica de g destacando los elementos hallados anteriormente.

4. (LRJ16). (4 puntos) Sea g(x) =

Elige una de las dos preguntas que siguen:
5. (1 punto) Enuncia el teorema de Rolle. ;Verifica la funcion f(x) = x> —2x+ 3 el teorema de
Rolle en el intervalo [-1, 3]? En caso afirmativo halla el punto que afirma el teorema.

6. (1 punto) Comprueba que la ecuacion x = xsin x +cos x tiene alguna solucién real en el intervalo
[-m, 7] . Justifica tu respuesta indicando la propiedad que se emplea.

Para subir nota

Ejercicio n® 2 de arriba. (Sube un maximo de 1 punto).
Ejercicio n® 3 de arriba. (Sube un maximo de 1 punto).
Ejercicio n® 4 de arriba. (Sube un maximo de 1,5 puntos).

7. (MAJ13) (1 punto) Dada la funcién f (x)=2cos” x, se pide:

Determina los extremos absolutos de f(x) en {_—; E}.
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Alcala de Henares, 19 de abril de 2017.
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EXAMEN DE MATEMATICAS. ANALISIS (DERIVADAS) Soluciones

1. (ARJ16).

(1,5 puntos) Determine: Xllrpw[(ln(xz))(x);izj]

Solucioén:

i (m0)[ 575 | = e 0= tim 80D tim Z% 2] (A picando L it =

X—>+00 X—>400 X2 43 x>0 )(2 +3 00
X+1 X+1

2 2

X ) 2(x+1) , )
5 = lim — > =0 — el numerador tiene menor grado que el denominador.

X4 XT 42X =3 xore X7+ 2X° —3X
2

(x+1)

También puede reiterarse L"Hopital dos veces mas.

2. (PAJ16).

(1,5 puntos) En un concurso se da a cada participante un alambre de dos metros de longitud para
que doblandolo convenientemente hagan con el mismo un cuadrilatero con los cuatro angulos
rectos. Aquellos que lo logren reciben como premio tantos euros como decimetros cuadrados tenga
de superficie el cuadrilatero construido. Calcule razonadamente la cuantia del maximo premio que
se puede obtener en este concurso.

Solucion:

Se pide construir un rectangulo de perimetro 2 m con superficie

méaxima.

Sixeslabaseeylaaltura, setiene que 2x +2y =2 = x+y=1. v

Se desea que la superficie, S = xy, sea méxima.

Como y=1-x, sustituyendoen S=xy = S=x(1-x)=x-x".
El maximo de S se obtiene en la solucion de S'= 0 que hace negativaa S”™".
Derivando:

S=1-2x=0=> x:%

Como S”=-2<0, para ese valor se obtiene el maximo buscado.
Se trata de un cuadrado de lado 0,5 m y superficie 0,25 m? = 25 dm?.
El precio maximo que se puede obtener es de 25 €.

3. (ICJ16).
X—X° si0<x<1
(x=1)In*(x) sil<x<2’
a) (1,2 puntos) Estudiar la continuidad y la derivabilidad de f (x) en x =1

b) (0,8 puntos) Hallar la ecuacion de la recta tangente a la curva y = f (x) en el punto de abscisa x
= 3/4.
Solucion:
a) Continuidad: deben coincidir los limites laterales en x = 1.
lim f (x) = lim (x—x*)=0; lim f (x) = !Lrp(x—l)lnz(x) =00=0

x—1" x—1"

Por tanto, es continua.

Dada la funcion f(x) = {
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Derivabilidad: deben coincidir las derivadas laterales en x = 1.
1-2x si0<x<l

Salvoenx=1, f(x)=1 , 1 .
IN“(X)+2(x=DIn(x)— sil<x<2
X

Derivada por la izquierda: lim f'(x) = lim (1-2x) =-1;
x—1"

x—1"
Por la derecha: lim f"(x) = lim (Inz(x) + 2(x—1)|n(x)ij =0+0=0.
x—1* x—1* X

Como no coinciden, la funcion no es derivable en x = 1.

b) La ecuacion de la tangente a la curva y = f(x) en el punto de abscisa x = 3/4 es:

N

Como f 3 :E—i:i y f(é :1—2-§=—1,Iaecuaci()n de la recta tangente es:
4) 4 16 16 4 4 2
y—i:—l- x—E = y=—lxjLi < 8x+16y-9=0.
16 2 4 2 16
x> +2x°
4. (LRJ16). (4 puntos) Sea g(x) =—; 4
X j—

1) (0,6 puntos) Determine el dominio y la continuidad de g.

i) (1,2 puntos) Halle las asintotas de la grafica de g.

iii) (1,5 puntos) Determine los extremos relativos y estudie la monotonia de g.

iv) (0,7 puntos) Dibuje la grafica de g destacando los elementos hallados anteriormente.
Solucién:

i) La funcion no esta definida cuando x* —4=0 = x = 2.

Por tanto, Dom(g) = R - {-2, 2} = En x =-2 y en x = 2 la funcion no es continua, por no estar
definida.

ii) La funcion puede tener asintotas verticales en los puntos x = -2y x = 2.

Enx=-2:
3 2 2
lim =X 2+2X = 91 (L'H) = lim X +4x :i:—l — En x =-2 no hay asintota vertical. La
x>-2 X°—4 0 x>-2  2X —4
discontinuidad en ese punto es evitable.
Enx=2:
3 2
Iirr21 X :2: = % =o0 = Larecta x = 2 es una asintota vertical.
X—> X —

La funcion tiene también una asintota oblicua: las funciones racionales tiene asintotas oblicuas
cuando el grado del numerador supera en 1 al grado del denominador. Esta asintota puede hallarse
aplicando limites o dividiendo la expresion.

Mediante limites:

3 2
m = 1im 3% _ jim X H2X _

; L
X—o X x>0 X° —4X
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. (X +2%° [ 2x%* +4x
n=Ilim(g(x)—mx)=Ilim —X|=lim —— [=2.
x—>w(g( ) ) x—m[ X2_4 J x—m( X2_4 ]

Laasintotaes larecta y =x+2.

3 2 3 , 5
Si se hace la division —; se obtiene: X +2X X2 —4
X -4 —x®  +4x X+2
3 2 2 4 —2
g(X)=X 2+ X =X+2+ Z(+8 2X° +4X
R -4 X =4 _oy? +8
La ecuacion de la asintotaes y=x+2. T 4x+8

iii) Derivando:
(3x2 +4x)(x2 —4)—(x3 +2x? )-2x x4 —12x% —16x
(x* -4) (x* -4
Descomponiendo el numerador en factores se obtiene:
x* —12x* —16x = x(x3 —12x—16) = x(x+2)(x2 —2x—8) =x(x+2)(x+2)(x—4).

Luego, la derivada se anula en los puntos x = 0 y x = 4. El punto x = -2 no puede considerarse, la
funcidn no esta definida en él.
X(x—4)

(x-2)
Para determinar el crecimiento y decrecimiento también hay que tener en cuenta que en los puntos x
= -2y x =2 la funcion no esta definida. Por tanto hay que estudiar el signo de la derivada en los
intervalos: (-, —2); (=2, 0); (0, 2); (2, 4); (4, +x)

e Six<-2, g(x) >0= g(x) es creciente.

e Si-2<x<0, g(x) >0= g(x) es creciente.

e Si0<x<2, g(x) <0= g(x) esdecreciente.

Por tanto, en x = 0 hay un maximo relativo.

g(x)=

Podria escribirse que: g'(x) =

— simplemente se ha simplificado.

e Si2<x<4, g(x) <0= g(x) esdecreciente. 144 |
e Six>4, g'(x) >0= g(x) es creciente. 1214 1
En consecuencia, en x = 4 hay un minimo relativo. 101 :
8
’
iv) Para representar esta funcion, ademas de lo ya visto, puede 51 1,
estudiarse la posicidn de la curva respecto a las asintotas, 4 '/ JI’
concluyendo que: g, |
Six— 27, g(x) — —o0; ysix— 2", g(x) — +oo. T _'/4/2 P+ 68 10
. 4x+8 . . :
Six— -0, g(X)=X+2+—; 2 va por debajo de la asintota, P 2l
X — |
_6 B
, . 4x+8 . ~ I
pues el termino ——— es negativo. 81
X°—4 104 |
1

Sucede al revés cuando X — + oo.

Pueden darse algunos valores:
(0, 0), méaximo; (-4, —8/3); el punto (-2, —1) debe dejarse en blanco: g(x) no esta definida;
(1,-1); (3, 9); (4, 8), minimo; (6, 9).
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Elige una de las dos preguntas que siguen:

5. (1 punto) Enuncia el teorema de Rolle. ¢ Verifica la funcion f(x) = x> —2x+ 3 el teorema de
Rolle en el intervalo [-1, 3]? En caso afirmativo halla el punto que afirma el teorema.

Solucién:

Es obvio que la funcion es continua y derivable en el intervalo dado; ademaés, f(-1) =6y
f(3)=6.

Por tanto, verifica el teorema de Rolle y, en consecuencia, existe un punto ¢ € (-1, 3) tal que
f'(c)=0.

Efectivamente, derivando f'(xX)=2x—-2=0 = x=1.Estoes,c=1.

Observacion: Como la funcion dada es una parabola, la abscisa hallada es la del vértice.

6. (1 punto) Comprueba que la ecuacion x = xsin x +cos x tiene alguna solucién real en el intervalo
[-m, 7] . Justifica tu respuesta indicando la propiedad que se emplea.

Solucion:
La funcion f (x) = xsinx+cosx—x es continua en [—=, 1t].

Ademaés: f(-n)=-1+n>0y f(n)=-1-n<0

Por tanto, aplicando el teorema de Bolzano se deduce que existe un punto ¢ € (— T, n) tal que
f(c)=0.

Ese valor de c sera la raiz de la ecuacion x = xsin x +cos x, pues cumple que
f(c)=csinc+cosc—c=0 < c=csinc+cosc.

Para subir nota

7. (MAJ13) (1 punto) Dada la funcién f (x)=2cos” x, se pide:

Determina los extremos absolutos de f(x) en {_—; ﬂ

Solucion:
a) Derivando:

f(x)=2cos’x = f(x)=2-2cosx{-sinx)=—-2sin(2x).
f'(x)=0 = —2sin(2x)=0 = x =0, x = /2, X = —1/2.

Derivando otra vez: f*"(x) = —4cos(2x).

Como f"(0) =-4cos0=-4 = enx =0 se da un maximo de la funcion.

Como f(x)=2cos®x >0 para todo X, y se cumple que f(rn/2)=2cos?(n/2)=0, y lo mismo para
—m/2, en esos dos puntos la funcion tiene sendos minimos.

Alcala de Henares, 19 de abril de 2017.
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