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EXAMEN DE MATEMATICAS II GEOMETRIA

Recuperacion

1. (Andalucia, junio 2012) De un paralelogramo ABCD conocemos tres vértices consecutivos:
A(2,-1,0),B(-2,1,0)y C(0, 1, 2).

a) (1,2 punto) Calcula la ecuacion de la recta que pasa por el centro del paralelogramo y es

perpendicular al plano que lo contiene.

b) (0,8 puntos) Halla el area de dicho paralelogramo.

¢) (0,5 puntos) Calcula el vertice D.

L. X+y+z=0
2. (Catalufia, junio 2012) Dados el plano w:x—y+2z—-5=0 ylarecta r: .
2X—-y+1z=10
a) (1 punto) Calcula el punto de interseccion entre el plano y la recta.
b) (1,5 puntos) Calcula la ecuacién de la recta s que esta contenida en el plano =, es perpendicular a

larectary cortalarectar.

3. (Madrid, junio 2012) Dados los puntos P1(1, 3, —1), P2(a, 2, 0), P3(1, 5, 4) y P4(2, 0, 2), se pide:
a) (1,5 puntos) Halla los valores de a para que el tetraedro con vértices en P1, P2, P3, P4 tenga
volumen igual a 7.

b) (1 punto) Halla la ecuacion del plano cuyos puntos equidistan de Py y de Ps.

(Nota: Ese plano se Ilama mediador y pasa por el punto medio del segmento que determinan los
puntos dados).

4. a) (0,5 puntos) Halla la ecuacion general del plano que pasa por el punto P(1, -3, 5) y es
Xx=1+3t

perpendicular alarecta r <y =-3+t.
Z=5-2t
b) (0,5 puntos) Halla la ecuacién del plano que contiene al punto P(1, -1, 7) y es paralelo al plano
m:3X+5y—-z2+2=0.
5. (0,8 puntos) Halla el simétrico del punto P(1, —1, 0) respecto del plano n:3x+y—2z+7 =0.

6. (0,7 puntos) Halla la posicion relativa de las rectas r = g =y= 27_1 ys

Y2
3

N | X
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Soluciones:

1. (Andalucia, junio 2012) De un paralelogramo ABCD conocemos tres vértices consecutivos:
A(2,-1,0),B(-2,1,0)y C(0, 1, 2).

a) (1,2 punto) Calcula la ecuaciéon de la recta que pasa por el centro del paralelogramo y es

perpendicular al plano que lo contiene.

b) (0,8 puntos) Halla el area de dicho paralelogramo.

¢) (0,5 puntos) Calcula el vértice D.

Solucién:
a) El centro del paralelogramo es el punto de corte de sus diagonales; coincide con el punto medio
de una de ellas, por ejemplo la diagonal AC. ’Vl
M — 2+O, —1+l’ 0+2 - (1,0,1). 2 c
2 2 2
Un vector director de la recta, es el normal del plano que ﬁ(
contiene al paralelogramo, que es AB x AC. y 5
AB=(-2,1,0)— (2 -1, 0) = (-4, 2, 0); |
AC=BC=(0,1,2)-(-2,1,0)=(2,0, 2).
u, U, U, x=1+t
Como ABxAC =|-4 2 0(=(4,8 -4)~(1,2,-1), larectaes: r=4 y=2t .
-2 2 2 z=1-t

Nota: También se podria calcular el plano determinado por los puntos A, B y C. Su vector normal es
el de direccion de la recta pedida.

b) El area del paralelogramo = ‘Exﬁ :‘ﬁxﬁ .
AB=(-2,1,0)-(2,-1,0)=(4,2,0; AD=BC=(0,1,2)-(-2,1,0)= (2,0, 2).

U U, U
Por tanto: ‘ABxAD =|-4 2 0|=(48 -4) > Area=16+64+16 = 4/6 12,
—2 2 2

c) Vértice D:
OD=0OA+AD=0A+BC=(2,-1,00+(0,1,2)-(-2,1,0)=(4, -1, 2).
De otra forma:
SiD=(a, b,c),comoAB=DC=(-4,2,0)=(-a,1-b,2-¢c) >D=(4,-1,2).

Y. X+y+z=0
2. (Cataluiia, junio 2012) Dados el plano n:x—y+2z—-5=0 ylarecta r: :
2X—-y+2=10

a) (1 punto) Calcula el punto de interseccion entre el plano y la recta.
b) (1,5 puntos) Calcula la ecuacion de la recta s que esta contenida en el plano n y corta
perpendicularmente a la rectar.

Solucioén:
a) El punto de corte es la solucion del sistema:
X+y+z=0 X+y+z=0

2X-y+2=10 > E2-2E1<{-3y-2z=10 > E3+E2: -5y=15>y=-3;z=—-1,x=4.
X—y+22=5 E3—-El |-2y+2z=5
Punto P(4, -3, —1).
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b) Ecuaciones paramétricas de r.
X+y+z=0 X+y=-2 X+Yy=-2
r: =r: =r: =
2X—-y+1z=10 2x—-y=10-z E2+E1|3x=10-2z
10 ZX

X =
3 3

= r=iy=-T-31 >V =(-2, -1 3).
Z=\

x=10+ 2t X=2A
Otras formas de la ecuacion de larecta: r = y=—-t ;r= y=—5+%x.

z=-10-3t 3
YA =5—E7\,

El vector de direccion de la recta pedida, que debe ser perpendicular v, ya v_ = (1, -1, 2), viene
dado por el producto vectorial de ambos vectores. -
u, Uu, U X=4+t .
V,=V. xV =|-2 -1 3|=(1,7,3) > s={y=-3+Tt. "
1 -1 2 z=-1+3t il T

3. (Madrid, junio 2012) Dados los puntos P1(1, 3, —1), P2(a, 2, 0), P3(1, 5, 4) y P4(2, 0, 2), se pide:
a) (1,5 puntos) Halla los valores de a para que el tetraedro con vértices en P1, P2, P3, P4 tenga
volumen igual a 7.
b) (1 punto) Halla la ecuacion del plano cuyos puntos equidistan de P1 y de Ps.
(Nota: Ese plano se Ilama mediador y pasa por el punto medio del segmento que determinan los
puntos dados).
Solucion:
a) El volumen del tetraedro es un sexto del producto mixto de los vectores P1P2, P1P3y P1P4, que
son:
PiP2=(a,2,0)-(1,3,-1)=(a-1,-1,1); P1P3=(1,54) - (1,3, -1)=(0, 2,5)
PiP4=(2,0,2)- (1,3, -1)=(1,-3, 3).

a-1 -1 1
v =E[P1P2,P1P3,P1P4 =g (])- 23 5 =E|21a—21—7|=g|21a—28|=7 us.

Hay dos soluciones:
l(21a—28)=7 = a=10_10 o pien = 1(—21a+28):7 a-_8__2
6 21 3 6 21 3

b) Se trata del plano mediador: pasa por el punto medio del segmento P1P3y
es perpendicular al vector P1Ps.

Como P1P3 = (0, 2, 5) y el punto M = (1+1 3+5 —1+4

2 2 2

j = (1, 4, 3/2), el

plano pedido sera:
n:2y+52+d=0>8+152+d=0 = d=-312=
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= n:4y+10z-31=0.

De otra forma:
Si X =(X, Y, z) es un punto genérico de ese plano, como d(X, P1) =d(X, P3), debe cumplirse que:

Jx=1 +(y =37 +(z+17 =(x=1)* +(y=5)* +(z -4} — n:4y+10z-31=0.

4. a) (0,5 puntos) Halla la ecuacion general del plano que pasa por el punto P(1, -3, 5) y es
Xx=1+3t
perpendicular alarecta r <y =-3+t.
z=5-2t
b) (0,5 puntos) Halla la ecuacién del plano que contiene al punto P(1, -1, 7) y es paralelo al plano
m:3X+5y—-z+2=0.
Solucion:
a) El plano perpendicular a r que pasa por el punto P(xo, Yo, Zo) €s:
m:3(X— %o )+ (Y —Yo)—2(z—2,)=0 — Su vector caracteristico V. = V.,
Para P(1, -3, 5) el plano es:
m:3(x-1)+(y+3)-2(z-5)=0 < n:3x+y—-2z+10=0

b) Los vectores caracteristicos de dos planos paralelos son iguales (proporcionales). Por tanto, el
plano pedido sera:
7:3X+5y—z+d =0 — el valor de d se obtiene sustituyendo P en =".

n:31+5(-)-7+d=0=d =9.
El plano pedido es: «:3x+5y—-z+9=0.

5. (0,8 puntos) Halla el simétrico del punto P(1, -1, 0) respecto del plano ©:3x+y—-2z+7=0.
Solucién:

x=1+3t
1) Se halla la recta perpendicular m que contienea P — r:qy =-1+t.
z=-2t

2) Se halla el corte entre r y =.
m:30+3t)+(-1+t)-2(-2t)+7=0 = t=-9/14.

Por tanto, el punto P'= (—E _2 QJ

14" 14’ 14

3) El punto P” sera el punto medio entre P(1, -1, 0) y su simétrico P"".
Si P”"= (Xo, Yo, Zo), el punto medio entre Py P”" sera:

P':(1+X0 —1+Y Z_O]:(_E _é Ej:

2 2 2 14" 14’ 14
13 1+X, 20 23 -1+y, 16 18 7z, 18
—-—= S X = = D Y=, o= D I, =—.
14 2 7' 14 2 714 2 7
Por tanto, P —@,—E,@ .
7 77
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6. (0,8 puntos) Halla la posicion relativa de las rectas r = X_ y= 27_1 ys

2

N | X

Solucién:
Hay que determinar la relacion “lineal” de los vectores de direccion de las rectas dadas (V,, V) y

RS, siendo R y S puntos de r y s, respectivamente. Si esos vectores son linealmente independientes
las rectas se cruzan; en caso contrario, se cortan. (El paralelismo es evidente, pues en este caso V, y

V, serian proporcionales).
Esos vectores son:

V. =(2,1,2),v,=(2,3,1)yRS=(0,1,0)- (0,0, 1) = (0, 1, -1),
donde R=(0,0, 1) esunpuntoderyS = (0, 1, 0) un punto de s.

2 1 2
Como|2 3 1|=-8+6=-2=0, losvectores son linealmente independientes. En consecuencia,
01 -

las rectas r y s se cruzan.
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