2° Bachillerato CT 1

EXAMEN DE MATEMATICAS 11 GEOMETRIA
1. (Castilla'y Ledn, junio 16).
Se consideran las rectas r == — yzz—_l y sE§=y—_1=z.

2 2 2 3

a) (1 punto). Comprueba que las rectas r y s se cruzan.
b) (2 puntos). Halla la ecuacion de la recta que pasa por el origen de coordenadas y corta a las rectas
rys.

2. (Castilla La Mancha, junio 16).

Sea r la recta determinada por el punto P(1, 0, 1) y el vector v = (1, -1, 0).
a) (1,5 puntos). Calcula el punto de r més cercano al punto Q(0, 0, 1).

b) (1 punto). Calcula el punto simétrico de Q respecto ar.

3. (Canarias, junio 16).

Dadas las rectas r, = x—1:y—_1:ZL2 yr= X*5_y-3_z+4
-1 2 4 -2

a) (1 punto). Demuestra que se encuentran en un mismo plano.

b) (1 punto). Halla la ecuacion general del plano que determinan.

Solucion:

, Se pide

4. (Madrid, junio 2012).

Dados los puntos P1(1, 3, —1), P2(a, 2, 0), P3(1, 5, 4) y P4(2, 0, 2), se pide:

a) (1 punto) Halla los valores de a para que el tetraedro con vértices en Py, P2, P3, P4 tenga volumen
igual a 7.

b) (1 punto) Halla la ecuacion del plano cuyos puntos equidistan de P; y de Ps.

5. (Aragon, junio 16)
a) (0,5 puntos). Si los vectores W y § verifican que || =|5|=2, y el &ngulo que forman W y § es
60 grados, determine: W{(W-5)

b) (0,5 puntos) Si el producto escalar del vector G +V por si mismo es 25 y el producto escalar de
U —V por si mismo es 9. ¢ Cuanto vale el producto escalar de U por v ?

Alcala de Henares, 30 de enero de 2017
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Soluciones:

1. (Castilla'y Ledn, junio 16).

Se consideran las rectas r == — y=z—_l y SE§=y—_1= Z.
2 2 2 3

a) (1 punto). Comprueba que las rectas r y s se cruzan.

b) (2 puntos). Halla la ecuacion de la recta que pasa por el origen de coordenadas y corta a las rectas
rys.

Solucion:

a) Hay que comprobar que los vectores Vv, , V, y AB son linealmente independientes.

vV, =(2,1,2),v.,=(2,3,1) y AB=(0,1,0)-(0,0,1) = (0, 1, -1),
donde A=(0,0,1) esunpuntoderyB=(0, 1, 0)un punto de s.

2 1 2
Como |2 3 1|=-8+6=-2=0, losvectores son linealmente independientes. En consecuencia,
01 -

las rectas r y s se cruzan.

b) La recta pedida se obtiene por interseccion de los planos «;, que contiene a r y pasa por el origen,
Yy s, que contiene a sy pasa por el origen.

Plano =

Determinado por O(0, 0, 0) y por los vectores OA = (0,0, 1) y V, =(2, 1, 2); el punto A(0, 0, 1)
pertenece a larectar.

Su ecuacién es:

x 2 0
.|y 1 0/=0=m :x-2y=0
z 21
Plano r:
Determinado por O(0, 0, 0) y por los vectores OB = (0, 1, 0) y V, =(2, 3, 1); el punto B(0, 1, 0)

pertenece a la recta s.
Su ecuacion es:

x 2 0
.|y 3 1=0= n,:-x+2z=0
z 10
X=2A
x—2y=0 L. y=x/2
Por tanto, t: . En parametricas: t: >t y=A.
-X+22=0 z=x/2 A\
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De otra forma: la recta buscada pasa por un punto de S € sy otro punto P e r alineados con O. Esto
es, de manera que los vectores OS y OR tengan la misma direccion.

El vector OR =(2u,,1+2u), mientras que OS = (2h,1+3h,h).

. 2 1+2
Como sus coordenadas deben ser proporcionales: Bt

2h 1+3h  h
DeZ—M:L:h:—l = 0S = (-1,-1/2,-1/2);
2h  1+3h 2
deZ—H:ﬂ:p:—l:>OR:(—2,—1,—1)E(2,1,1).
2h h
X =2\
Luego, larecta pedidaes t:5 y=2A
Z=A

2. (Castilla La Mancha, junio 16).

Sea r la recta determinada por el punto P(1, 0, 1) y el vector v = (1, -1, 0).
a) (1,5 puntos). Calcula el punto de r més cercano al punto Q(0, 0, 1).

b) (1 punto). Calcula el punto simétrico de Q respecto ar.

Solucioén:
a) El punto pedido es el de corte de la recta r con del plano perpendicular a r por el punto Q.
x=1+t
Larectaes: r=< y=—t .
z=1

Como V = (1, -1, 0), el plano perpendicular a r por el punto Q es:
n=X—-y+d=0— porconteneraQ: n=0+0+d=0=d =0.
Luego: t=x—-y=0
Corte de r con m: se sustituyen las ecuaciones de r =(1+t, —t, 1) en x, obteniéndose

n=l+t+t=0=>t=-1/2
Parat =-1/2 se obtiene P = (1/2, 1/2, 1).

b) Sea Q"= (Xo, Yo, Zo) €S punto simétrico de Q respecto de .

. .o (X Yo 1+2
Punto medio de i A Ul e iy
QyQ (2 > >
ComoP(1/2,1/2,1)= [ X, Yo 1tZo)
2 2 2
1 X 1 vy, 1+2z,
—=— > X =1, —=—= = y,=1; 1= o =1
5" 0 575 Yo 0

Por tanto, Q" = (1, 1, 1).

3. (Canarias, junio 16).

Dadas las rectas r, = x—1:y—_1=ZL2 yr, X*5_y-3_z+4
-1 2 4 -2

a) (1 punto). Demuestra que se encuentran en un mismo plano.

b) (1 punto). Halla la ecuacion general del plano que determinan.

Solucion:

, Se pide
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a) Hay que estudiar la dependencia lineal de los vectores:
v,=(1,-1,2),v,=(4,-2,3) y AB=(-5,3,-4)-(1,1,-2) = (-6, 2,-2)
donde A es un punto de r y B un punto de s.

1 -1 2
Como |4 -2 3|=-2+10-8=0, los vectores son linealmente dependientes. En consecuencia,
-6 2 -2

estan en el mismo plano. (Como no son paralelas, se cortaran).

b) El plano pedido viene determinado por los vectores v, y V., Yy por cualquier punto de alguna de

las rectas; por ejemplo A(1, 1, -2).
Su ecuacion sera:

x-1 1 4
n:|ly-1 -1 -2|=0=n:x-1+5(y-1)+2(z+2)=0=n:x+5y+2z-2=0.
z+2 2 3

4. (Madrid, junio 2012).
Dados los puntos P1(1, 3, —1), P2(a, 2, 0), P3(1, 5, 4) y P4(2, 0, 2), se pide:
a) (1 punto) Halla los valores de a para que el tetraedro con vértices en Py, P2, P3, P4 tenga volumen
igual a 7.
b) (1 punto) Halla la ecuacion del plano cuyos puntos equidistan de P; y de Ps.
Solucion:
a) (1 punto) El volumen del tetraedro es un sexto del producto mixto de los vectores P;P,, P1P3y
P1Pg, que son:
PiP2=(a,2,0)-(1,3,-1)=(a-1,-1,1); P1.P3=(1,5,4)-(1,3,-1)=(0, 2,5)
P1P4 = (2, 0, 2) - (1 3, —1) = (1 -3, 3)
-1 -1 1

[plpz, PP, ] 1 =%|21a—21—7|=%|21a—28| =
-3 3
Dos soluciones:
1(21a—28)=7 =N a:7—0:9; o bien, 1(—21a+28) 7oa--2__2
6 21 3 6 21 3

b) (1 punto) Se trata del plano mediador: pasa por el punto medio del
segmento P;P3 y es perpendicular al vector P1Ps.

l+1’ 3+5’ —1+4j = (1.4,3/2). el

Como P1P3= (0, 2,5) yel punto M =

1P3 = ( )yelp (2 > >

plano pedido sera:
n:2y+52+d=0—>8+152+d=0 = d=-312=

n:4y+10z-31=0

De otra forma:
Si X=(x,y, ) esun punto genérico de ese plano, como d(X P;) =d(X P3), debe cumplirse que:

Jx=17 +(y =37 +(z+1) =/(x=1)* +(y =5 +(z-4) — n:4y+10z-31=0.
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5. (Aragon, junio 16)
a) (0,5 puntos). Si los vectores W y § verifican que || =|5| =2, y el angulo que forman W y § es
60 grados, determine: W{(W-S)

b) (0,5 puntos) Si el producto escalar del vector G +V por si mismo es 25y el producto escalar de
U —V por si mismo es 9. ¢ Cuanto vale el producto escalar de G por v ?
Solucion:

La expresion del producto escalar de los vectores 0 por V es: G-V = |UH\7|-COS(U,\7).

=

a) Como W(W—5§)=WW—-W-5 = W(W-5)=4-4c0s60°=4-4==2.

N| -

b) Si (G+V)(0+V)=25= [ +|v[" +2[a|{v| = 25;
si (U-V}(U-V)=9= | +|v[ —2a}{v|=9.

Restando ambas expresiones: 4[i|{v|=16 = |u|{v|=4.
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