2° Bachillerato CT 1

EXAMEN DE MATEMATICAS i GEOMETRIA

1. Los puntos A(2, -1, 0), B(-2, 1, 0) y C(0, 1, 2) son vértices consecutivos de un paralelogramo
ABCD.

a) (1 punto) Calcula la ecuacién de la recta que pasa por el centro del paralelogramo y es
perpendicular al plano que lo contiene.

b) (0,8 puntos) Halla el area de dicho paralelogramo.

¢) (0,7 puntos) Calcula el veértice D.

2. (MAJ12) Dados los puntos P (1, 3, —1), P»(a, 2, 0), P3(1, 5, 4) y P4(2, 0, 2), se pide:

a) (1 punto) Halla los valores de a para que el tetraedro con vértices en Py, P,, P3, P4 tenga
volumen igual a 7.

b) (1 punto) Halla la ecuacion del plano cuyos puntos equidistan de Py y de Ps.

3. (2,5 puntos) Considera la recta y el plano siguientes:
o XZl_y¥s_z+3 n:2x+4y+4z=5
2 -5 4
a) (1 punto) Comprueba que la recta r y el plano r son paralelos.
b) (0,5 puntos) Calcula la distancia entre el plano = y la recta r.

c) (1 punto) Calcula la ecuacién implicita del plano " que es perpendicular a = y contiene a r.

4. (RMJ12) (1 puntos) Calcula el angulo que forman la recta r y el plano =, siendo:
;- x+1 y-1 z-2
S 2 -1

ym:ix—2y—-z=4

5. (2 puntos) Dado el punto P(5, 2, 3) y el plano n=3x+4z =-23, halla la ecuacion de una esfera
que contenga al punto y sea tangente al plano.

Para subir nota.
6. Halla la ecuacidn de la superficie esférica que pasa por los puntos A(4, 1, -3) y B(3, 2, 1) y tiene
Xx—4 y-1 z+2

1 -1

su centroen larecta s:
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Soluciones:
1. a) (1 punto) El centro del paralelogramo es el punto de corte de sus diagonales; coincide con el
punto medio de una de ellas, por ejemplo la diagonal AC. .
M:(2+0, —1+1’ O+2j:(1’0'1) s J c
2 2 2

Un vector director de la recta, es el normal del plano que %
contiene al paralelogramo, que es AB x AC.

AB = (=2, 1, 0) — (2, -1, 0) = (-4, 2, 0): . 2
AC=(0,1,2)~(-2,1,0)= (2,0, 2).
u, Uu, U X=1+t
Como ABxAC =|-4 2 0 =(4, 8, —4)z(1, 2,-1), larectaes: r=< y=2t
2 2 2 7=1-t

b) (0,8 puntos) El area del paralelogramo = ‘ﬁ x AD| = |ABx BC|.
AB=(-2,1,00-(2,-1,0)=(-4,2,0); AD=BC=(0,1,2) - (-2,1,0)= (2,0, 2).

u, U, 0
Por tanto: ‘ABXAD =4 2 0|=(4,8 —4) > Area=+16+64+16 =161/6
2 2 2

¢) (0,7 puntos) Vértice D:

OD=0A+AD=0A+BC=(2,-1,0)+(0,1,2)— (-2, 1,0) = (4, -1, 2).
De otra forma:
SiD=(a,b,c),comoAB=DC = (-4,2,0)=(-a,1-b,2-c) >D=(4,-1,2).

2. a) (1 punto) El volumen del tetraedro es un sexto del producto mixto de los vectores P1P,, P1P3
y P1P4, que son:
PiP,=(@,2,0)-(1,3,-1)=(-1,1,1); P.P3=(1,54)-(1,3,-1)=(0, 2,5)
PiP4=(2,0,2)-(1,3,-1)=(1,-3,3).

. N .
V:E[PlPZ,PlPS,PlP4 =5 (1) _23 Z=E|21a—21—7|:g|21a—28|=7

Dos soluciones:

1 70 10 14 2

. 1
~(21a-28)=7 => a=—=—;0bien,=> =(-21a+28)=7 => a=-"-=——
6 21 3 6 21 3

b) (1 punto) Se trata del plano mediador: pasa por el punto medio del
segmento P1P3 y es perpendicular al vector P;Ps3.

Como P,P3 = (0, 2,5) yel punto M = (1;1, 3;5

, _12+4j = (1,4, 3/2), el

plano pedido sera:

n:2y+52+d=0—>8+152+d=0 = d=-31/2= n:4y+10z-31=0
De otra forma:

Si X =(x,y,z) esun punto genérico de ese plano, como d(X, P1) =d(X P3),
debe cumplirse que:

Jx=1) +(y =30 + (2 +1) =/(x=17 +(y-5/ +(z-4) — n:4y+102-31=0.
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3. a) (1 punto) El vector de direccion de larecta es: V, = (2, -5, 4).
El vector caracteristico del plano: V. = (2, 4, 4).
Ambos vectores son perpendiculares, pues V, - V. =(2,-5,4) - (2, 4,4) =0.

Ademas, el punto P(1, -5, —3) e r no pertenece al plano, pues:
2-1+4.(-5)+4-(-3)=-30=5.
En consecuencia, la recta es paralela al plano.

b) (0,5 puntos) La distancia de w a r es igual a la distancia del punto P de r al plano.

2-20-12-5_ 35
d(P, 1) = d(P(L-5,-3),m: 2x + 4y + 47 ~5=0) =[S 2227 = >3
( ) V22442447 6

c) (1 punto) El plano pedido viene determinado por el punto P y los vectores v, y V_.
Su ecuacion seré:

X=1+2A+2u x-1 2 2

y=-5-51+4u < |y+5 -5 4/=0= 2x-z-5=0.

z=-3+41+4p z+3 4 4

4. (1 punto) Su valor es complementario del &ngulo formado por el vector de direccion de la recta 'y
el vector caracteristico del plano.

Esto es, angulo (r, ©) = 90° — angulo (V. Vv,)
En consecuencia, sen (r, w) = cos(V,, V, ) = _v” \7_r .
Vel ¥
2+2-1 1
Como vV, =(2, -1 1);v. =1, -2, -1) = cos(V_, V, )=——=——=-=—= = a = 60. Por tanto, el
=172 -2 ) oo 7)- 22k

angulo que forman la recta y el plano es 30°.

5. (2 puntos) Hay infinitas esferas que siendo tangentes al plano contengan al punto dado. La més
facil de determinar (de manera concreta) es la que tiene por diametro la distancia del punto al plano:

_[5+12+23] _ 50

[ ew | v

El centro de la esfera, O, sera el intermedio entre P y eI
plano. Para hallarlo hay que determinar el punto Q, de
tangencia de la esfera con el plano. Ese punto es el de corte
de la recta perpendicular al plano que contiene al punto con
el plano .

Su vector de direccion serd: V, =V_=(3, 0, 4); como pasa
X=5+3t

porP: rxy=2
z=3+4t

El punto de corte se obtiene sustituyendo las ecuaciones de la recta en la del plano:
3(5+3t)+4(3+4t)+23=0=25t+50=0=>t=-2.

d(P(52,3),m:3x+4z+23=0) —10 = radio =5
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Por tanto: Q(-1, 2, -5).
El centro de la esfera es el punto medio del segmento PQ:
M 5—1, 2+2’ 3-5) _ 2.2, -1).
2 2 2
Luego, la ecuacion de la esfera es:

(x—2)2+(y—2)2 +(z+1)2 =25

X=4+2t
6. La ecuacion de la recta en forma paramétricaes s:Jy =1+t
z=-2-t
Sea el punto genérico de larecta, O(4+2t, 1+t, —2-t), sucentro. Como el centro debe estar a
la misma distancia de los puntos dados, se cumplird que d(A,O) =d(B,0).
Luego,
J@)Z +12 4 (1=1)% =@+ 2t)% + (-1+1)2 +(-3-1)2 = 10t+10=0 = t=—1.
El centro sera O(2, 0, -1). Su radio d(A,0) =3.
La ecuacion de la esfera buscada es (x—2)% + y? +(z+1)? =9.
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