2° Bachillerato Ciencias 1

EXAMEN DE MATEMATICAS I ALGEBRA

(Recuperacion)

1. (Valencia, junio 2008)
17 29

10
Sean | y A las matrices cuadradas siguientes: | = , A=
0 -10 -17

L j . Se pide calcular,

escribiendo explicitamente las ogeraciones necesarias:
a) (1 punto) Las matrices A? y A,

b) (1 punto) Los numeros reales a. y 3 para los que se verifica (I - A)3 =al +BA.

01 2 0 1 2 3
2. Sean las matrices A=|{1 0 2|yB=|1 0 2 2|.
1 a1l 1 110
a) Estudia, en funcion de a, el rango de la matriz A. (0,7 puntos)

b) Calcula, para a = -1, la matriz X que verifica A-X =B. (1,3 puntos)

AX+2z2=0
3. Dado el sistema de ecuaciones lineales < Ay—z=A , dependiente del pardmetro real A, se pide:
X+3y+z=5

a) Estudia la compatibilidad del sistema en funcion de los valores de A. (2 puntos)
b) Halla su solucion (en funcién de L) cuando sea compatible determinado. (1 punto)
c) Halla su solucion cuando sea compatible indeterminado. (0,5 puntos)

4. (Madrid, modelo 2017)

Se dispone de tres aleaciones A, B y C que contienen, entre otros Oro (%) | Plata (%)
metales, oro y plata en las proporciones indicadas en la tabla adjunta. Al 100 0
Se quiere obtener un lingote de 25 gramos, con una proporcion del 72% g 75 15
de oro y una proporcion del 16 % de plata, tomando x gramos de A, y C 60 22

gramos de B y z gramos de C. Determinense las cantidades x, y, z.
(Puntuacién: Planeamiento, 1,5 puntos; resolucion, 1 punto).

Alcalé de Henares, 20 de noviembre de 2018

www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

2° Bachillerato Ciencias 2

Peguntas para subir nota (Puede subirse un maximo de 3 puntos sobre la nota del primer examen)

Pregunta 4 de la Recuperacion. (Sube hasta 1 punto)

5. (Baleares, septiembre 2007) (Sube hasta 1 punto)
a

A cada matriz A= (
C

determinante de A. Diremos que p(x) es el polinomio caracteristico de la matriz A. Se pide:

a) Encontrar una matriz que tenga como polinomio caracteristico p(x) = x> + x+1. ¢Cuantas
matrices hay con ese mismo polinomio caracteristico?
b) Si A tiene inversa, demostrar que el polinomio caracteristico de la inversa, A™, es
a+d 1
2
p(x) = x° — W X+ W

b
dj se le asocia el polinomio p(x) = x* —(a+d)x+|A[, donde |A| indica el

1 0 0
6. (Sube hasta 1 punto) Sea lamatriz A=| 1 -1 1].
-1 -1 0

a) Calculan las matrices: A?; A®; A*; A8,
b) Sin hacer otros calculos, ;cuél es la matriz A™?
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Soluciones

1. (Valencia, junio 2008)

17 29
1 -10 -17

escribiendo explicitamente las ogeraciones necesarias:
a) (1 punto) Las matrices A? y A,

b) (1 punto) Los numeros reales a. y B para los que se verifica (I + A)3 =al +BA.
Solucion:

2 A% 17 2917 29 (1747-2910 1729-2917 ) (-1 0) -
=10 -17)\-10 -17) (-1017+17140 -10-29+1747) (o0 =-1) '
s -1 0Y 17 29 ~117+0 —1.29 17 -29
AS = AZ.A= - = :
0 -1)\-10 -17) (-1(-10) (-1)-(-) 10 17
b) (1 +A) =(
= 2A{(1 + A

10
Sean | y A las matrices cuadradas siguientes: | = (0 ) A :( ] . Se pide calcular,

L+ AP (1+A)= (12 +21-A+ A2 J1 + A) = (1 +2A— 1)1 + A) =
)=(2A1 +2A%)=2A-21.

Luegoa=-2yp =2.

01 2 0 1 2 3
2. Sean las matrices A=|{1 0 2|yB=|1 0 2 2
1 a1l 1 -1 10
a) Estudia, en funcién de a, el rango de la matriz A. (0,7 puntos)

b) Calcula, para a = -1, la matriz X que verifica A-X =B. (1,3 puntos)

Solucion:

a) El rango de una matriz es el orden del mayor menor no nulo; también es igual al nimero de filas
o columnas que dicha matriz tiene linealmente independientes. Por tanto, el rango no puede ser
mayor que 3.

01
El rango es mayor o igual que 2, pues el menor 1 O‘ =-1+#0.
Para ver si puede ser 3 se hace su determinante.
01 2
|[A=1 0 2/=1+2a = |A| =0 cuandoa=-1/2.
1 a1l

Por tanto: si a #—1/2, el rango de A es 3; y si a = —1/2, su rango es 2.

0 1 2
b) Paraa=-1, A=|1 0 2|y |A =-1.Como |A| #0, la matriz A tiene inversa. En
1 -11

consecuencia: AX =B < X =A"B.
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t

La matriz inversa viene dada por A™ = % siendo (Aij )Ia matriz de los adjuntos de A, que

2 1 -1
essAj=|-3 -2 1

2 2 -1

-2 3 =2
Luego At=| -1 2 -2]|.
1 -1 1

Por tanto,
-2 3 -2Y0 1 2 3

1 000
X=-1 2 -2|1 0 2 2(={0 1 0 1].
1 -1 1)1 -1 10 0 011

AX+22=0
3. Dado el sistema de ecuaciones lineales  Ay—z =2 , dependiente del pardmetro real A, se pide:
X+3y+z=5

a) Estudia la compatibilidad del sistema en funcidon de los valores de A. (2 puntos)
b) Halla su solucion (en funcion de 1) cuando sea compatible determinado. (1 punto)
¢) Halla su solucién cuando sea compatible indeterminado. (0,5 puntos)

Solucioén:
a) Hay que estudiar los rangos de la matriz de coeficientes, A, y de la matriz ampliada, M.
A0 2 0
A=0 A -1 | A|=M
1 3 1 5
Hallamos el determinante de A:
A0 2
|A|=[0 A -1 =2A%+A.Este determinante vale 0siA =002 =-1.
1 3 1
00 2 |0
e Paral=0,setiene: A={0 0 -1 | O0|=M.Eneste caso r(A) =r(M) =2, pues las columnas
1 3 1 5
13, 22y 42 son proporcionales.
-1 0 2 0
e Paral=-1,setiene: A= 0 -1 -1 |-1|=M.
1 3 1 5
0 2 0
Comoelmenor M; =|-1 -1 -1=4=0,elrango de M es 3,mientras que el rango de A es 2.
3 1 5

En consecuencia:
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e SiA#0,-1,r(A)=3=r(M) = el sistema es compatible determinado.
e SiA=0,r(A)=r(M)=2 = elsistema es compatible indeterminado.
e SiA=-1r(A)=2yr(M)=3 = el sistema es incompatible.

b) Para A = 0y -1, la solucion del sistema, que hallamos por Cramer, es:

0 0 2 A0 2
AA - 0 A -1
x:5 3 1:—4k:—4_ y:1 5 1:x2+3k:k+3_
A A+ A+l A Ak A+l
A 00
0 A A
L 1 35 _ 202 _ 2
A A+ A+l
2z2=0 x=5-3t
c) Para A =0, el sistema queda —z=0 , cuyasolucion es: y=t
X+3y+z2=5 z=0

4. (Madrid, modelo 2017)

Se dispone de tres aleaciones A, B y C que contienen, entre otros Oro (%) | Plata (%)
metales, oro y plata en las proporciones indicadas en la tabla adjunta. Al 100 0

B 75 15
Se quiere obtener un lingote de 25 gramos, con una proporcion del 72% = 60 22

de oro y una proporcion del 16 % de plata, tomando x gramos de A, y
gramos de B y z gramos de C. Determinense las cantidades x, y, z.
(Puntuacién: Planeamiento, 1,5 puntos; resolucion, 1 punto).
Solucion:

En x gramos de A hay x gramos de oro (el 100 %).

Eny gramos de B hay 0,75y gramos de oro y 0,15y gramos de plata (75 % de oro; 15 % de plata).
En z gramos de C hay 0,60z gramos de oro y 0,22z gramos de plata (60 % de oro; 22 % de plata).

Ecuaciones:
X+Yy+z=25 — el lingote pesa 25 g.

x+0,75y+0,60z =0,72-25 — la suma de las proporciones de oro debe ser del 72 %.
0-x+0,15y+0,22z =0,16:25 — la suma de las proporciones de plata debe ser del 16 %.
Esto es:
X+y+2=25
Xx+0,75y+0,60z =18 — puede resolverse por Gauss.
0,15y +0,22z =4

X+y+2=25 X+y+z=25
x+0,75y+0,60z=18 = E2-E1{ -0,25y-0,40z2=-7 =
0,15y +0,22z = 4 0,15y +0,22z = 4
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X+y+2=25 X+12+10=25=x=3
= -0,25y-0,40z=-7 =< -0,25y-4=-7T=y=12
0,25E3+0,15E2 —-0,005z =-0,05 z=10 7T

Hay que tomar 3 gramos de A, 12 gde By 10 g de C.

Peguntas para subir nota (Puede subirse un méximo de 3 puntos sobre la nota del primer examen)

Pregunta 4 de la Recuperacion.

5. (Baleares, septiembre 2007)

a b
A cada matriz A:[C dJ se le asocia el polinomio p(x) = x* —(a+ d)x+|A|, donde |A| indica el

determinante de A. Diremos que p(x) es el polinomio caracteristico de la matriz A. Se pide:

b) Encontrar una matriz que tenga como polinomio caracteristico p(x) = x* + x+1. ¢Cuantas
matrices hay con ese mismo polinomio caracteristico? (1 punto)
c) Si A tiene inversa, demostrar que el polinomio caracteristico de la inversa, A™, es

p(x) = x* a|;|d |'1Al (1,5 puntos)
Solucion:
) ) a+d=-1 . o :
a)Si p(X)=x"+x+1= ad —be =1’ Este sistema tiene infinitas soluciones, pero por tanteo se

puede hallar una de ellas. Esel casode:a=1,d=-2,b=1yc=-3.

1 1
Por tanto, la matriz pedida es A :[ 3 2}.

b) Si A= a b tiene inversa, su inversaes A™" = — d -b = d/|A| _b/|AI.
c d | a —c/|A al|A

Por tanto, su polinomio caracteristico seré:

d 1
p(x) = x* — ( JX+A‘1— x2- 2ty =
A T
1 0 O
6. Sealamatriz A=| 1 -1 1].
-1 -1 0

a) Calculan las matrices: A?; A®; A*; A8,

b) Sin hacer otros calculos, ;cuél es la matriz A™?
Solucion:

1 0 0)y1 0 O 1 0 O
ay A= 1 -1 1441 -1 1|=/-1 0 -1{;
-1 -1 0){-1 -1 0 -2 1 -1
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1 0 01 O O 1 00
A=AA=|-1 0 -1y 1 -1 1|=(0 1 0|= A’=1I.
-2 1 -1)\-1 -1 0 0 01

1 0 O
A1 _ p2016+2 _ N\3ET202 _ (A3)672_A2 I AZ=A2=A2=| -1 0 -1l
-2 1 -1

b) Como A’=A%A=1=A'l=A%
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