2° Bachillerato Ciencias 1

EXAMEN DE MATEMATICAS i ALGEBRA

1. (CTJ16) Responde a las siguientes cuestiones:

1 0
a) (1 punto) Calcula todas las matrices de la forma A= [m 2) que satisfacen la igualdad

A? + A=21, donde I es la matriz identidad.
b) (1 punto) Justifica que si A es una matriz cuadrada que cumple la igualdad A2+ A= 21, entonces
A es invertible, y calcula la expresion de A™ en funcién de las matrices A e I.

2 2 3
2. (CMJ16) Sabiendoque [x 'y z|=10,dondex, Y,z a,byc e R, calculalos determinantes:
a 2b 3c
0 3x vy z
14 14 21
0 3 2b 3c
X+4 y+4 7+6 y
0 6 2 3
a G 5 0 0 O
5 5 5

indicando las propiedades que usas en cada caso para justificar tu respuesta. (1 punto cada
determinante).

a -1 -1
3. (PVJ16) Dada lamatriz A=| 1 a 1
a-2 2 2

a) (1 punto) Encuentra los valores del parametro a para que la matriz no sea inversible.
b) (1,5 puntos) En caso de existir, calcula la inversa de A paraa = 2.

4. (ARJ16) a) (2,5 puntos) Sea A un parametro real cualquiera, determina para qué valores de A el
sistema que aparece a continuacion es compatible determinado, compatible indeterminado o
incompatible:

—X+Ay+Az=4
AX+AYy+2=06
—AMX+AY+AZ=3+A

b) (0,75 puntos) Resuélvelo, si es posible, para A = 2.
¢) (0,75 puntos) Resuélvelo, si es posible, para A = 1.

Alcalé de Henares, 4 de noviembre de 2016
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2° Bachillerato Ciencias 2

Examen de Matematicas 11 (Algebra) Soluciones

1. (CTJ16) Responde a las siguientes cuestiones:

1 0
a) (1 punto) Calcula todas las matrices de la forma A:(m j que satisfacen la igualdad

A? + A=21, donde I es la matriz identidad.
b) (1 punto) Justifica que si A es una matriz cuadrada que cumple la igualdad A% + A =21, entonces

A es invertible, y calcula la expresion de A™ en funcién de las matrices A e I.
Solucion:

: (1 oj ) [1 Oj(l oj £1 oj
a)Si A= = A= : = =
m -2 m -2/lm =2 -m 4
:>A2+A=1 0+1 0=20=2|
-m 4) {m =2 0 2 '

1 0
Todas las matrices de la forma A= (m 2] satisfacen la igualdad A? + A =21 . No depende del

valor de m.

b) Si A>+A=21 = A(A+1)=2I.
Por tanto,

[A(A+1)|=[21] = |AJA+ 1] =2{I|=|AjA+1|=2 = |A]#0.
Luego, A es invertible. Su inversa serda A = 1(A+ I ) :

En efecto: AA™ = A-%(A+ I):%A(A+ |)=%-2| =1.

2 2 3
2. (CMJ16) Sabiendoque [x 'y z|=10,dondex, Y,z a,byc e R, calcula los determinantes:
a 2b 3c
0 3x y z
14 14 21
0 3a 2b 3c
X+4 y+4 7+6 y
0 6 2 3
a CuR 5 0 0 O
5 5 5

indicando las propiedades que usas en cada caso para justificar tu respuesta. (1 punto cada
determinante).

Solucion:

Se extrae “factor comun” de las filas 12 y 3% despues se resta a la 22 fila el doble de la 18

14 14 21 L 2 2 3 L 2 2 3 1
X+4 y+4 z+6|=7=|x+4 y+4 z+6|=7=|x y z|=7=10=14.
5 5 5
a 2 3 a 2b  3c a 2b 3c
5 5 5
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Se desarrolla el determinante por la 12 columna; después se intercambian las filas como se indica en
cada caso (cada cambio de filas implica un cambio de signo):

0 3x vy z
3X 'y 2z
0 3a 2b 3c
=-5[3a 2b 3c| =
0 6 2 3
6 2 3
5 0 0 O
Fl<->F3 |6 2 3 6 2 3 2 2 3
= +5(3a 2b 3c|= -5@8x y z|=-53{x y z|=-5310=-150.
3x y z| F3oF2 [3a 2b 3c a 2b 3c

— En el Gltimo paso se ha extraido el factor 3 de la primera columna.

a -1 -1
3. (PVJ16) Dada lamatriz A=| 1 a 1
a-2 2 2

a) (1 punto) Encuentra los valores del parametro a para que la matriz no sea inversible.
b) (1,5 puntos) En caso de existir, calcula la inversa de A paraa = 2.

Solucién:
a) Una matriz cuadrada es inversible cuando su determinante es distinto de 0.
a -1 -]
A=| 1 a 1|=a(2a-2)+2-(a-2)-(2-a(a-2))=3a"-5a+2
a-2 2 2
+/25- 1
|A|:3a2—5a+2=0:azﬂz .
6 2/3
La matriz A no es invertible cuandoa=10 a= %
2 -1 -1
b)Sia=2lamatrizes A=|1 2 1 |tieneinversa, pues |Al=32°-52+2=4.
0 2 2
. -1 1 . t
Suinversaes: A =WAdj(A) .
2 -2 2 2 0 1
La matriz adjuntaes Adj(A)={0 4 -4 |= A‘lz% -2 4 -3
1 -3 5 2 -4 5
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4. (ARJ16) a) (2,5 puntos) Sea A un parametro real cualquiera, determina para qué valores de A el
sistema que aparece a continuacion es compatible determinado, compatible indeterminado o
incompatible:
—X+Ay+Az=4
AX+AYy+2=06
“AX+AY+AZ=3+A

b) (0,75 puntos) Resuélvelo, si es posible, para A = 2.

¢) (0,75 puntos) Resuélvelo, si es posible, para A = 1.

Solucién:

a) Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada. El sistema sera compatible determinado
cuando el rango de ambas matrices sea 3, que es el nimero de incognitas; sera compatible
indeterminado si tienen el mismo rango, pero menor 3; y sera incompatible cuando el rango de A
sea menor que el rango de M.

-1 A A 4
Las matricesson: A= A A 1 6 =M
A A A | 3+A
-1 X A 4
Conviene transformar ambas matrices: A= A Lol 6 |=M
F3-F1{-A+1 0 0 | -1+A
-1 X A
El determinante de A, [Al=| % % 1|=(-A+1)(A-2%).
-A+1 0 O
Este determinante vale 0siA =10A =0.

Con esto:
« SiA#1y0= r(A)=3=r(M). El sistema serd compatible determinado.
« Si A =1 setendra, sustituyendo en la matriz transformada (aunque puede hacerse en la primera):

-1 111 4
A=|1 1 0 | 6[=M =r(A) =r(M) = 2. El sistema serd compatible indeterminado con un
0 001|O
grado de indeterminacion.
-1 00 4
« SiA=0setendra: A=l 0 0 1 6 =M =r(A) =2; r(M) = 3. El sistema sera
1 00| -1
incompatible.
-1 0 4
Enefecto: [M;|=/0 1 6|=1-3=-2=0.
1 0 -1
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b) Si A = 2 el sistema es compatible determinado, equivalente a:

—X+2y+2z2=4 —X+2y+2z2=4 —X+2y+2z2=4
2X+2y+2=6 = E2+2E1 6y+5z=14 = 4y+52=14 =
—2X+2y+2z=5 E3-2El -2y-2z=-3 3E3+E2 -2=5

-X+13-10=4—>x=-1
= 6y—-25=14—->y=13/2
z=-5

c¢) Si A =1 el sistema es compatible indeterminado, equivalente a:
-X+y+z=4
X+Yy+z=6 = (Seelimina la tercera ecuacion).
-X+y+z=4

—X+y+z=4 —X+y+z=4 -1+y+z=4
= =>Y=5-7z=>7y=5-t.

=
X+y+2=06 E2—E1{ 2X =2 x=1
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