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BAREM DE L'EXAMEN:

Cal elegir sols UNA de les dues OPCIONS, A o Bs’han de fer els tres problemes d’aquesta opcid.

Cada problema puntua fins a 10 punts.

La qualificacié de l'exercici és la suma de leslifjoacions de cada problema dividida entre 3,rioxpnada a les centésimes.
Es permet I'Gs de calculadores sempre que no sigiédigues o programables, i que no puguen reali@aul simbolic ni emmagatzemar text
férmules en memoria. S'use o no la calculadoragsigdtats analitics, numerics i grafics han dfestenpre degudament justificats.

BAREMO DEL EXAMEN:

Se elegira solamente UNA de las dos OPCIONES, A o¥Bse han de hacer los tres problemas de esa opcion.

Cada problema se puntuara hasta 10 puntos.

La calificacion del ejercicio sera la suma de Efficaciones de cada problema dividida entre prprmada a las centésimas.
Se permite el uso de calculadoras siempre quearogséficas o programables, y que no puedan realiteulo simbdlico ni almacenar texto p
férmulas en memoria. Se utilice o no la calculadlmsresultados analiticos, numéricos y graficeisedan estar siempre debidamente
justificados.

OPCIO A
1 0 a
Problema A.1.Es donen la matrid = -2 a+1 2], que depen del parametre raali una matriu
-3 a—1 a

quadradas d’ordre 3 tal qued? = § I — 2B, sentl la matriu identitat d’ordre 3.

Obtingueuraonadament, escrivint tots els passos del raonamteutilitzat:
a) Elrang de la matrid en funcié del parametre raal el determinant de la matrizd—?

quana = 1. (2 + punts)
x -1

b) Totes les solucions del sistema d’equaci«b<y> = | 2 |quana = —1. (Bunts)
z 0

c) La comprovacié qué és invertible, trobant i ntals queB~! = mB + nl. (Bunts)

. , . x—y+3=0 . z—2
Problema A.2. Considerem en l'espai les rec’tes{zx —yz +3=0 I ssx=y+1= 5
Obtingueuraonadament, escrivint tots els passos del raonamteutilitzat:
a) L’equacio del pla que conté les recteiss. (@unts)
b) La recta que passa per= (0,—1,2) i talla perpendicularment la reata @unts)
c) El valor que han de tenir els parametres realsb perqué la recta estiga continguda en el
plar: x — 2y +az = b. (3punts)

Problema A.3. Es considera la funcifi(x) = xe ",
Obtingueuraonadament, escrivint tots els passos del raonameutilitzat:
a) Les asimptotes, els intervals de creixement i deetbeement, aixi com els maxims

i minims relatius de la funci¢ (x). pBINts)
b) La representaci6 grafica de la cogba f(x). (Punts)
c) El valor del parametre realperquée es puga aplicar el teorema de Rolle erfiat

[0,1] a la funcibég(x) = f(x) + ax. flint)
d) El valor de les integrals indefinidés (x) dx, [ xe ™ dx. (4punts)




OPCIO B

x+y+ z = 4
Problema B.1. Es dona el sisten{sx +4y+ 5z = 5, o0na ésun parametre real.
7x+9y+11z = «

Obtingueuraonadament, escrivint tots els passos del raonamteutilitzat:
a) Els valors dex per als quals el sistema és compatible i els salex per als quals

el sistema és incompatible. (dunts)
b) Totes les solucions del sistema quan siga compatibl (4unts)
c) La discussio de la compatibilitat i determinacidmteu sistema deduit de I'anterior

en canviar el coeficient 11 per qualsevol altre exordiferent. (2punts)

Problema B.2 Siga r el pla d’equaci®x + 12y + 20z = 180.
Obtingueuraonadament, escrivint tots els passos del raonamteutilitzat:

a) Les equacions dels dos plans paral- letsjae disten 4 unitats de [¢ants)
b) Els puntsA, Bi C, interseccio del pla amb els eixos OX, OY i OZ i 'angle

que formen els vectodB i AC. (dunts)
c) Elvolum del tetraedre els vértexs del qual sérigan O de coordenades i els

puntsA Bi C. (Bunts)

Problema B.3.Les coordenades inicials dels mobils A i B s6rD{d, (250, 0), respectivament, i 1 km és la
distancia des de I'origen de coordenades fins astach dels punts (1, 0) i (O, 1).

El mobil A es desplaca sobre I'eix OY des de lagdsnicial fins al punt(o, 3775) amb una velocitat de 30

km/h i, simultaniament, el mobil B es desplaca edigix OX des de la seua posicio inicial fins @rigen de
coordenades amb una velocitat de 40 km/h.
Obtingueuraonadament, escrivint tots els passos del raonamteutilitzat:
a) La distancid(t) entre els mobils A i B durant el desplacamentfuacié del temps$
en hores des que van comencar a desplacar-se. [gants)
b) El tempsT que tarden els mobils en desplacar-se des dedapssicio inicial a la seua
posicio final, i els intervals de creixement i dekixement de la funcical llarg

del trajecte. pi4hts)
c) Els valors d¢ per als quals la distancia dels mobils és maximaima durant
el desplacament, i aquestes distancies maximaimain (4punts)




OPCION A

1 0 a
Problema A.1. Se dan la matrid = (—2 a+1 2) , que depende del pardmetro realy una matriz
-3 a—-1 a

cuadradaB de orden 3 tal quB? = % I — 2B, siendal la matriz identidad de orden 3.

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasdsl| razonamiento utilizado:
a) Elrango de la matria en funciéon del pardmetioy el determinante de la matda !

cuandoa = 1. (2+puntos)
X -1

b) Todas las soluciones del sistema de ecuaciA)(gs) = ( 2 ) cuandaa = —1. (Puntos)
Z 0

c) La comprobacion de quges invertible, encontranda y n tales queB~! = mB + nl. (3puntos)

4320 ysix=y+1 =

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasdsl razonamiento utilizado:

Problema A.2. Consideramos en el espacio las recta{szxx

a) La ecuacion del plano que contiene las rectas. (Puntos)
b) La recta que pasa pBr= (0,—1,2) y corta perpendicularmente a la recta (Buntos)
c) Elvalor que deben tener los pardmetros realgsb para que la rectaesté contenida en

el planorr: x — 2y + az = b. (3 puntos)

Problema A.3. Se considera la funcigf(x) = xe *".

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasdsl razonamiento utilizado:
a) Las asintotas, los intervalos de crecimiento yat@atimiento, asi como los maximos

y minimos relativos de la funciofi(x). (Rintos)
b) La representacién grafica de la cugva f(x). (Puntos)
c) El valor del parametra para que se pueda aplicar el teorema de Rolleiateelalo

[0,1] a la funcidng(x) = f(x) + ax. fLnto)
d) El valor de las integrales indefinidfs (x) dx, [ xe ™ dx. (4 puntos)




OPCION B

x+y+ z = 4
Problema B.1. Se da el sisterr{éx +4y+ 5z = 5 ,dondex es un parametro real.
7x+9y+11z = «a

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasdsl razonamiento utilizado:
a) Los valores der para los que el sistema es compatible y los valdee para los que

el sistema es incompatible. (Buntos)
b) Todas las soluciones del sistema cuando sea cdotgpati (4puntos)
c) La discusion de la compatibilidad y determinaciéhrtievo sistema deducido del

anterior al cambiar el coeficiente 11 por cualgoieo numero diferente. (2 puntos)

Problema B.2 Sear el plano de ecuacidix + 12y + 20z = 180.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasdsl razonamiento utilizado:

a) Las ecuaciones de los dos planos paralefog@e distan 4 unidades de (Buntos)
b) Los puntosA, By Cinterseccién del plano con los ejes OX, OY y OZ y el angulo

gue forman los vectoress yﬁ. (Buntos)
c) El volumen del tetraedro cuyos vértices son elarri@ de coordenadas y los

puntosA, By C. (Puntos)

Problema B.3.Las coordenadas iniciales de los moviles A 'y B(§o®) y (250, 0), respectivamente, siendo
1km la distancia del origen de coordenadas a cadae los puntos (1, 0) y (0, 1).

El movil A se desplaza sobre el eje OY desde sicidosinicial hasta el puntéo, SZLS) con velocidad de 30

km/h y, simultdneamente, el mévil B se desplazaesebeje OX desde su posicion inicial hasta gearide
coordenadas con velocidad de 40 km/h.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasdsl| razonamiento utilizado:
a) La distancid(t) entre los moviles A y B durante el desplazamigatofuncion del

tiempot en horas desde que comenzaron a desplazarse. (2intos)
b) El tiempoT que tardan los moviles en desplazarse desde stigosiicial a su posicion

final, y los intervalos de crecimiento y de deam@ento de la funciom a lo largo del

trayecto. (4puntos)
c) Los valores dé para los que la distancia de los méviles es mayiménima durante
su desplazamiento y dichas distancias maxima ynmaini (4puntos)
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OPCION A
1 0 a

Problema A.1. Se dan lamatriz A=|—-2 a+1 2].que depende del parametro real a, y una matriz
-3 a—1 a

cuadrada B de orden 3 tal que B? = i I — 2B, siendo [ la matriz identidad de orden 3.

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Elrango de la matriz A en funcién del parametro a y el determinante de la matriz 247!

cuando a = 1. (2+2 puntos)
x -1
b) Todas las soluciones del sistema de ecuaciones A (y) = ( 2 ) cuando a = —1. (3 puntos)
z 0
¢) La comprobacién de que B es invertible, encontrando m y n tales que B~ = mB + nl. (3 puntos)
Solucion:
a) El determinante de A vale
1 0 a
|A=|-2 a+l 2/=a’+a-2a+2+a(-2a+2+3a+3)=2a’+4a+2=2(a+1)".
-3 a-1 a
Este determinante vale 0 si a = 1.
Con esto:
« Sia#-1= r(A) =3: las tres filas (0 columnas) son linealmente independientes.
1 0 -1 0 2
. Sia=-1,lamatrizes: A=| -2 [0 2||.— Elrangode Aes 2: |AM|=‘ ) JJ;&O.
-3 -2 -1 o

—Sia=1= |A|=2(1+1)" =8.
Utilizando las propiedades del calculo de determinantes: |A-B|=|A{B| y [kA =k"|A], siendo
A'y B cuadradas del mismo orden n.

Como 1=|1] =|AA™ | =|Al{A™| =8|A7| = |7 =%.
Como [2A7|=2°|A™| = \2A—1\=23-%=1.
X -1 1 0 -1)«x -1 X—z=-1
b)Sia=-1, Ajy|=| 2 |=|-2 0 2|y|=|2|=>7 —-2X+22=2 — Este
z 0 -3 2 -1)\z 0 —-3x-2y-z=0

sistema es compatible indeterminado: tiene dos ecuaciones repetidas. Es equivalente a:
X—z=-1 X=-1+12 X=-1+12
= = =
-3x—-2y-2=0 -3x-2y-z=0 -32+3-2y-2=0
X=-1+t

X=-1+72
= =<:y=3/2-2t.
y=3/2-2z Lt

¢) Si Bzzél—ZB:S(BZ—ZB):I:>B(SB—6I)=I — las matrices By 3B—61 son

inversas, siendo B =3B -6 .

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

Comunidad Valenciana PAU, Mat I, junio19 2

Luego los valores de m y n pedidos son: m = 3; n = -6.

Problema A.2. Consideramos en el espacio las rectas r: {’x -y 3 =0 ysix=y+1= ﬁ
2x—z+3=0 2
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La ecuacion del plano que contiene las rectas r y s. (3 puntos)
b) Larecta que pasa por P = (0,—1,2) v corta perpendicularmente a la recta r. (4 puntos)
¢) Elwvalor que deben tener los pardmetros reales @ y b para que la recta s esté contenida en
el plano m: x — 2y + az = b. (3 puntos)
Solucion:
a) Las ecuaciones paramétricas de r y s son:
x=t
X-y+3=0 y=3+X ~
r: =r: =r:yy=3+t =V, =(112);ReresR=(0,3,3).
2x-2+3=0 Z=3+2X
2=3+2t
X=h
s:qy=-1+h =V, =(112);SesesS=(0,-1, 2).
z=2+2h

Resulta evidente que las dos rectas son paralelas. Por tanto, el plano que las contiene queda
determinado por el punto R y los vectores v, y RS = (0, -1, 2) - (0, 3, 3) = (0, 4, -1).
Su ecuacion sera:

x 1 0
y-3 1 4=0=7x+y-4z+9=0.
z-3 2 -1

b) La reta pedida queda determinada por los puntos P = (0, -1, 2) y
Q, punto de corte de la recta r con el plano o, perpendicular a r por
P.
El plano perpendicular es:
oa=X+Yy+2z+d=0
Por pasar por P: aa=0-1+4+d=0=d=-3 =
oa=X+y+2z-3=0
Corte de o conr:
t+3+t+2(3+2t)-3=0=>6t+6=0=>t=—1.
Luego: Q=(-1,2,1); PQ=(-1,2,1)-(0,-1, 2) = (-1, 3, -1).
X=-A
Larecta pedidaes: s y=-1+3A.
Z2=2-A

c) La recta s esta contenida en el plano t: x—2y+az =b cuando dos de sus puntos son de .
SeanP =(0,-1,2) yC=(1,0, 4) puntos de s; entonces:

Pen= 2+2a=b; Cen=l1l+4a=b > a:%,b=3.

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

Comunidad Valenciana PAU, Mat I, junio19 3

4 . . - el
Problema A.3. Se considera la funcién f(x) = xe ™*".
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Las asintotas. los intervalos de crecimiento v de decrecimiento. asi como los maximos

y minimos relativos de la funcion f(x). (3 puntos)
b) La representacion grafica de la curva y = f(x). (2 puntos)
¢) Elwvalor del parametro a para que se pueda aplicar el teorema de Rolle en el intervalo
[0,1] a la funcién g(x) = f(x) + ax. (1 punto)
d) Elvalor de las integrales indefinidas [ f(x) dx, [ xe ™ dx. (4 puntos)
Solucion:
a) Tiene una asintota horizontal, tanto hacia — como hacia +w, pues:
lim xe™ =[o00]= lim %:{ﬂ:(m): lim — {1}0.
X—>1o0 X—>to0 eX o0 X—>Foo 2X€X o0
La asintota es larectay = 0.
Derivando:

2

f)=xe™ = f'(x)=e* —2x2%* = (1-2¢%)e ™.

La derivada se anula cuando 1—-2x> =0=> x = J_ri.
J2
« Si x<—i, f'(x) <0 = f decrece.

N

« Si —i<x<i2, f’'(x) >0 = fcrece. En x:—i hay un minimo.

Np N

« Si x>i, f’(X) <0 = fdecrece. En x=i hay un maximo.

N 7z

b) Dando algunos valores y teniendo en cuenta lo visto en el apartado a) se obtiene la gréafica

siguiente.
Puntos:
(-1, —eY); _ L L) (20.707,-0,43 . (0, 0); L L e2)0(0,707,0,43):
] ] \/El \/E ~( y ] ] )i ) ] \/Ea\/i ~( ) y Yy )l
(1’ efl).

c) Teorema de Rolle: Si f(x) es una funcion continua en el intervalo [a, b] y derivable en el

intervalo (a, b), y ademas f (a) = f (b), entonces existe al menos, un punto ¢ € (a, b) tal que
f'(c)=0.

La funcion, g(x) = xe ™ +ax, es continua y derivable en el intervalo [0, 1]. Debe cumplir
que g(0)=9().
Como g(0)=0y g()=e'+a = e +a=0=a=e".

b) La primera integral es inmediata:
Ixe’xzdx = —EJ.(—erXZ )dx = —le’xz +cC.
2 2

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano
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La segunda integral, J-xe"‘dx debe hacerse por partes.

Se toma:
Uu=X = du=dx; dv=e’dx = V:J‘efxdx:_e*X
Por tanto:

I xe *dx = —xe ¥ + I e *dx=—xe*—e*+cC.

OPCION B
x+ y+ z = 4

Problema B.1. Se da el sistema {3?6 + 4y + 5z = 5. donde « esun parametro real.
Ix+9y+11z = «a

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Los valores de « para los que el sistema es compatible y los valores de & para los que
el sistema es incompatible. (4 puntos)
b) Todas las soluciones del sistema cuando sea compatible. (4 puntos)
¢) La discusion de la compatibilidad y determinacion del nuevo sistema deducido del
anterior al cambiar el coeficiente 11 por cualquier otro numero diferente. (2 puntos)

Solucion:
a) Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada.

11 14
A=13 4 5|5 |=M
7 9 11 a

Si r(A) =r(M) =3 — sistema compatible determinado: solucion unica.
Sir(A) =r(M) <3 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.
Sir(A) <r(M) — sistema incompatible: no tiene solucion

11 1
El determinante de A vale: [A|=|3 4 5|=-1+2-1=0 = El rango de Aes 2.
7 9 1

Tomamos otro menor de M:
1 1 4

IM,|=3 4 5|=40.-45-30.+35—-4=0—-14 — Si a # 14 el rango de M es 3.
7 9 a

Por tanto:
« Sia# 14, el sistema es incompatible: r(A) =2 < r(M) = 3.
« Si a =14, el sistema es compatible indeterminado: r(A) = r(M) = 2.

b) El sistema es compatible (indeterminado) solo cuando o = 14. En ese caso el sistema es:

X+y+z=4 X=11+t
X+y+z=4 X+y=4-1z
3X+4y+5z2=5 = = =>y=—-7-2t.
3X+4y+5z2=5 3x+4y=5-5z
7X+9y+11z2 =14 z=t

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano
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X+y+z=4
c) Si el coeficiente 11 se cambia por m, el sistema es: § 3x+4y+5z=5 .
7X+9y+mz =14
En este caso, el determinante de la matriz de coeficientes es:

111
|A|=|3 4 5|=4m-45-3m+35-1=m-11.
79 m

Ese determinante siempre es distinto de 0 (pues m # 11). Por tanto, el sistema siempre sera
compatible determinado.

Problema B.2. Sea m el plano de ecuacion 9x + 12y + 20z = 180.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Las ecuaciones de los dos planos paralelos a i que distan 4 unidades de . (4 puntos)
b) Los puntos 4. B v C interseccién del plano m con los ejes OX. OY y OZ v el angulo
que forman los vectores AB v AC. (4 puntos)
¢) Elvolumen del tetraedro cuyos vértices son el origen O de coordenadas vy los
puntos 4. By C. (2 puntos)
Solucién:

a) Todos los planos paralelos tienen el mismo vector caracteristico. Por tanto, los planos
paralelos a ©T=9x+12y+20z =180 son de la forma 7=9x+12y+20z+d =0.

Como se pide que disten 4 unidades de = debe cumplirse, para cualquier punto P € =, que:
d (P, Tc') =4,
ParaP=(0,0,9) € m:

d(P(QO’g),T{):9.0+12'0+20-9+d :4:>M=4 = ) | T,
92 +122 + 202 0.

180+d { 180+d =100 - d =-80
=4=

+25 180+d =-100 > d =-280
Los planos son:

m =9Xx+12y+202-80=0y m, =9x+12y+20z2-280=0.

\-T- _/-'Tl

b) Los puntos A, B 'y C son:
A =(20,0,0); B=(0, 15,0); C=(0,0,9).

Z
c Los vectores son:
"x\ AB =(-20,15,0); AC =(-20,0,9)
~_ B ¥ Como cos(ﬁ,ﬁ)=i8—"£- se tiene:
—> |AB|AC
A& COS(A_B, A_(f) = —20-(-20)
< /400 +225-/400 +81
= cos(ﬁ,ﬁ): 16 0,7205..

\481

Luego (E E) =arccos(0, 7295...) = 43,15°.

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

Comunidad Valenciana PAU, Mat I, junio19 6

c) El volumen del tetraedro viene dado por V; :%‘ [EA OB, Cf} ‘

En consecuencia:

120 0 0 .
V,==|0 15 0| ==-2700=450 v’
0 0 9

Problema B.3. Las coordenadas iniciales de los moviles A ¥ B son (0. 0) y (250. 0). respectivamente. siendo
1km la distancia del origen de coordenadas a cada uno de los puntos (1. 0) v (0. 1).

El moévil A se desplaza sobre el eje OY desde su posicion inicial hasta el punto (U, S—ZS) con velocidad de 30

kmv/h y. simultaneamente, el movil B se desplaza sobre el eje OX desde su posicion inicial hasta el origen de
coordenadas con velocidad de 40 km/h.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La distancia f{7) entre los mdviles A y B durante el desplazamiento. en funcion del

tiempo 7 en horas desde que comenzaron a desplazarse. (2 puntos)
b) Eltiempo T que tardan los moviles en desplazarse desde su posicion inicial a su posicién

final. v los intervalos de crecimiento v de decrecimiento de la funcion f a lo largo del

trayecto. (4 puntos)
¢) Los valores de 7 para los que la distancia de los moviles es maxima y minima durante
su desplazamiento v dichas distancias maxima y minima. (4 puntos)
Solucion:

Un esquema de la situacién planteda se da en la figura adjunta.
En el instante t, el movil A, que lleva 37512
una velocidad de 30 km/t, habra
recorrido 30t km. Estara en el punto

Py =(0, 30t).

En ese mismo instante t, el movil B, que

Ileva una velocidad de 40 km/t (hacia la
izquierda), habréa recorrido 40t km. Py
Estara en el punto By =(250-40t, 0). ,, —30 —
La distancia entre ellos viene s
determinada por la funcion: Al vg =40 230

F(1) =d (Pa, Py) = /(30t)? +(250-40t)> = f (t) = +/2500t> - 20000t + 62500 .
b) El tiempo que tarda Aes T, = %0/2 =6,25 h.

El tiempor que tarda B es: Ty = %4—500 =6,25. Tardan el mismo tiempo.

Derivando e igualando a O:
£ () = 5000t — 20000 C0—t—4.

2\/ 2500t% — 20000t + 62500
Con esto:

« Si0<t<4,como f'(t) <0 lafuncion decrece (la distancia entre los moviles disminuye).
« Si4<t<6,25como f’(t)>0 lafuncion crece (la distancia entre los mdviles aumenta).

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano
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¢) De lo dicho maés arriba se deduce que la distancia minima se daen el instatet=4 (alas 4
horas). Esa distancia es de f (4) =+/22500 =150 km.
Como f(0)=250 kmy f(6,25)= 3—;5 =187,5 km, la distancia maxima seré la inicial, 250

km. (A partir del momento inicial la distancia decrece, hasta ser de 150 km cuando t = 4;
desde ese momentio hasta t = 6,25 la distancia crece, hasta ser de 187,5 km).
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